A II. (d6nt6) forduldban, mely aprilis 20-an folyt le, 123 iskola tanuléi 287 dolgozatot adtak be. Ot érai munkaids
allott rendelkezésre az alabbi harom feladat megoldéasara:
1. Egy haromszog egyik szoge o = 43°. Hatarozzuk meg a haromszog szogeit, ha a haromszog ¢ teriiletére fennall a

2t = aby/sin®a + sin?3 + sin asin 8

Osszefiiggeés.

2. Egy osztaly tanuldi kozott didt osztottak szét. Az els6 tanuld kapott a szamu diot és még a megmaradé dick
30-ad részét; a masodik tanuld 2a diét és a még megmaradd didk 30-ad részét; a harmadik tanuld 3a diot és a még
megmaradé didk 30-ad részét és igy tovabb. Bizonyitsuk be, hogy ha az els6 két tanul6 egyenl6 szami di6ét kapott,
akkor valamennyien ugyanannyi di6t kaptak. Mekkora ez esetben az osztéaly 1étszama?

3. Legyenek valamely hegyesszogi haromszog M magassagpontjanak az oldalakra vonatkozé tiikorképei rendre
M ,Ms,Ms. Bizonyitsuk be, hogy az M M M3 haromszog és az adott hdromszog oldalainak metszéspontjaibol alkotott
konvex hatszog szemkozti csticsait 0sszek6ts atlok az M ponton mennek at.

A Kozponti Versenybizottsag méajus 20-an a kovetkezs jelentést fogadta el:

» A Bizottsag megallapitja, hogy a verseny t6bb szempontbdl igen sikeresnek bizonyult.

A feladatok kivalasztasa szerencsésnek mondhaté. Mindegyik béven adott alkalmat tobbletmunkéra. Féleg a 3. fel-
adat nyujtott sokféle igen Gtletes és szellemes megoldasra lehet&séget, amellyel a versenyzdk éltek is. A legnehezebbnek
bizonyult 2. feladatot is sokan megoldottak. Szép szammal vannak olyanok, akik csak az 1. illetSleg csak a 3. feladattal
nem tudtak megbirkozni, ezzel szemben sokan vannak. akik viszont csak az 1., vagy csak a 3. feladatot oldottak meg.
Ez mutatja, hogy bar a feladatok nem voltak tul nehezek, mégis mindegyik megoldasa jo készséget igényelt.

Ennek megfelelGen a beadott dolgozatok altalanos értéke is feliilmulja az el6z6 két verseny eredményét. Ebben a
feladatok megvalasztasan tal komoly része van annak is, hogy haladas észlelhets a versenyzsk tudésaban és fogalma-
zésaban. Foleg orvendetes, hogy egyre tobb versenyzd akad, aki altalanositasok, tobbféle megoldasok megadéasa, vagy
egyéb megjegyzések altal igyekszik teljesitményét fokozni.

Természetesen, azért még sok tipikus hiba akad. Az 1. feladatban még sokan feleslegesen logaritmussal, illet6leg
szogfiiggvények értékének behelyettesitésével dolgoztak, a 2. feladatban sokan csak az utolsd kérdésre feleltek és a
feladat lényegérdl, a bizonyitasrol egyaltalan megfeledkeztek, illetSleg egyszeri indukcioval probaltak bizonyitani teljes
indukcié helyett. Szép szammal voltak olyanok akik a 3. feladatban a bizonyitandéval egyenértékd allitasboél indultak
ki, vagy bizonyitas kdzben hasznaltak fel ilyen allitast. Elég gyakran talalunk még homalyos vagy kevés szovegezést,
illet6leg zavaros bébeszédtiséget.

Mindharom feladatot kifogastalanul megoldotta és azonfeliil értékes tobbletmunkat teljesitett 13 tanulé. Ezek koziil
is elsGsorban ViGASSY JOZSEF emelkedik ki, akinek mindharom megoldésa egyszert és rovid, tovabba az 1. feladathoz
flizott megjegyzése, valamint a 2. feladat altaldnositasan feliil a 3. feladathoz ad egy II. megoldast, amely a legeredetibb
és legszebb a versenyen, és altalanositja a 3. feladatot tompaszogi haromszogre. A Bizottsag javasolja, hogy az 1. dijat
Vicassy JOzser-nek itéljék oda.

BARTFAI PAL és TOMOR BENEDEK dolgozatai mar elmaradnak e dolgozat mogott. Utobbinak teljesitménye mennyi-
ségileg ugyan azonos az els6 dijra javasolt dolgozatéval, de a 3. feladat II. megoldasa elég szilirke, mig elébbiében
hianyzik a 3. feladat emlitett altalanositasa, de a 3. feladathoz olyan II. és III. megoldasokat tartalmaz, melyek ha
nem is vetekszenek Vigassy fent emlitett megoldasaval, mégis értékesek. Megemlitendé még Tomor Benedek szabatos
fogalmazéasa. A Bizottsag javasolja, hogy BARTFAI PAL és TOMOR BENEDEK egy-egy 2. dijban részesiiljon.

Az els6 csoportba tartozo tovabbi 10 dolgozat szerzdit (amely dolgozatok legjobbjai nagyon megkozelitik a 2.
dijasokét) I. dicséretre ajanlja. II. dicséretre a Bizottsag 17 versenyz6t ajanl, akik mindharom feladatot lényegében
megoldottak, vagy ezzel egyenértéki teljesitményt nyijtottak. Két feladat megoldasan feliil tobbletteljesitményt ért el
22 versenyz0, két feladatot helyesen oldott meg, vagy ezzel egyenértékii teljesitményt nytajtott 18 versenyzs. A Bizottsag
az el6bbieket III., az utébbiakat IV. dicséretre javasolja. Végiil a szakérettségis tanuldk koziil elért jo eredményéért
konyvjutalomra javasolja Kovécs Istvant.«

Az O. M. a Kozponti Bizottsag javaslata alapjan a kdvetkezd dontést hozta:

1. dij (oklevél és 1000,- Ft. pénzjutalom):
Vicassy JOzser (Bp. L., Petsfi g. IV. 0. t )
2. dij (oklevél és 500,- Ft. pénzjutalom):
BARrral PAL (Bp. I, Petofi g. II1. 0. t.);
ToMOR BENEDEK (Gyor, Révai Miklos g. IV. o.t.)

1. dicséretben és nagyobb kényvjutalomban részesiilt:
Balatoni Ferenc (Bp. IIL., Arpad g. IV. o. t.),
Beleznay Ferenc (Bp. VIII., Piarista g. III. o. t.),
Marik Miklos (Bp. 11., Fiirst g. IV. o. t.),

Papp Zoltdn (Sarospatak, Rakoczi g. IV. o. t.),
Patkai Gyorgy (Bp. IX , Fay A. g. III. o. t.).
Quittner Pdl (Bp. L., Petsfi g. IIL. o. t.),



Reichlin-M. Viktor (Bp. VIIL, Piarista g. IV. o. t.),
Siklosi Péter (Sopron, Széchenyi g. IV. o. t.),
Solymoss Otmdr (K6szeg, Jurisich M. g. IV. o. t.),
Zawadowski Alfréd (Bp. L., Pet6fi g. IV. o. t.).

II. dicséretet és konyvjutalmat nyert:

Bauer Andrds (Bp. I1., Rakoczi g. I11. o.t.), Biczé Géza (Bp. I1., Rakoczi g. I1II. o. t.), Csanddy Mihdly (Esztergom,
I Istvan g. IV. o. t.), Edrddigh Ldszl6 (Bp. VIIL., Apéczai Csere g. IV. o.t.), Fdbiin Egon (Bp. XI., Jozsef A. g. IV.
o. t.), Jdmbor Imre (Zalaegerszeg, Zrinyi M. g. IV. o. t.), Kdsa Istvan (Bp. IX., Fay g. IIL. o. t.), Kovdcs Ldszlo
(Debrecen, Ref. g. IV. o. t.), Ldbos Elemér (Satoraljatjhely, Kossuth g. III. o. t.), Lackner Gydrgyi (Bp. V., Fondip.
techn. IIL. o. t.), Léw Miklés (Bp. VIIL., Vérosmarty g. IV. o. t.), Molndr Istvin (Debrecen, Ref. g. IV. o. t.), Németh
Lehel (Jaszberény, Mikszath g. IV. o. t.), Sélley Gdbor (Bp. X., I. Laszlo g. IV. o. t.), Schmidt Eligius (Bp. 1., Fiirst
g. IV. o. t.), Tarlacz Ldszl6 (Szombathely, Nagy Lajos g. IIL. o.t.), Uray Ldszlé (Bp. VIIL., Piarista g. III. o.t.).

III. dicséretben és konyvjutalomban részesiilt:

Alezander Gdbor (Bp. XIV., L. Istvan g. IV. o. t.), Bagi Andrds (Bp. VIII., Apéczai Csere g. IV. o. t.), Bddds
Péter (Székesfehérvar, Jozsef A. g. IV. o.t.), Burger Péter (Bp. VII., Madach g. IV. o. t.), Csernydk Ldszlo (Kaposvar,
Téancsics g. IV. o. t.), Csemniczky Jdanos (Véac, Gépészeti techn. IV. o. t.), Ehrenfeld Jdinos (Bp. VIIL., Er6mtgép.
techn. IV. o. t.), Gergely Péter (Bp. VIIL., Apéczai Csere g. IV. o.t.), Gémdory Pdl (Bp. L., Fiirst g. IV. o. t.), Grdtzer
Gyorgy (Bp. VL, Kolesey g. IV. o. t.), Kertész Adim (Bp. 1., Fiirst g. IIL. o. t.), Masszi Gyorgy (Pécs, Janus Pannonius
g.IV. 0. t.). Radda Gyérgy (Pannonhalma, Bencés g. IV. o. t.), Rippel Géza (Bp. VIIL., Vorésmarty g. IV. o. t.), Sdntha
Erng (Bp. IX., Fay g. III. o. t.), Szabd Endre (Gyongyts, Vak Bottyan g. III. o. t ), Szlanka Imre (Aszod, Pet6fi g.
III. o. t.), Tolnai Tibor (Szombathely, Nagy Lajos g. III. o. t.), Téth Dezsé (Vac, Sztaron g. IV. o. t.), Varga Jdnos
(Keszthely, Vajda J. g. IV. o. t.), Vértes Péter (Bp. Ectvos g. 111 o. t.), Zarka Sdndor (Bp. IX., Fay g. III. o. t.).

1V. dicséretben és kényvjutalomban részesilt:

Balogh Gyorgy (Székesfehérvar, Magasép. techn. IIL o. t.), Bdrdos Andrds (Bp. IL., Rakoczi g. IV. o. t.), Beczner
Kalmdn (Bp. VIIL., Vorosmarty g. IV. o.t.), Bonyhdrd Péter (Bp. VIIL., Apaczai Csere g. III. o. t.), Brunner Gydrgy
(Bp. V., E6tvos g. IV. o. t.), Doroszlai Pdl (Bp. L., Petofi g. IIL. o. t.), Gadl Istvin (Csorna, Latinka g. IV. o. t.),
Gelencsér Piroska (Bp. VIIL, Zrinyi Ig. IIIL. o. t.), Jonds Jozsef (Gyongyos, Vak Bottyan g. II1. o.t.), Kézdy Pdl (Bp.
II., Rakoczi g. IV. o. t.), Kirz Janos (Bp. VIIL., Apaczai Csere g. IIL. o. t.), Lécs Gyula (Bp. V., E6tvos g. IV. o. t.),
Pasitka Bdlint (Szeged, Vegyip. techn. IIL. o. t.), Pejtsik Arpid (Bp. VIIL, Vorosmarty g. IV. o. t.), Rédei Andrds
(Bp. IX., Fay g. I1L. o. t.), Roboz Agnes (Bp. VI., Varga Katalin lg. IIL. o. t.), Szentai Endre (Bp. VI., Kolcsey g. III.
0. t.), Szepesszentgyorgyi Oszkdr (Satoraljaujhely, Kossuth g. IIL. o. t.).

Ko6nyvjutalomban részesiilt:
Kovdcs Istvdn (Kecskemét, Sagvari E. szakéretts. tanfolyam.)

A teljesitmények Osszehasonlitasara szerkesztGségiink célszertinek latja az 1. és 2. dijat 6, ill. 5 ponttal, a négyféle
dicséretet pedig rendre 4, 3, 2 és 1 ponttal szamitani. (Hangstlyozzuk, hogy hivatalosan semmiféle pontozas nincs!)
Igy Osszesen 6 +2-54+10-4+17-3+22-2+18-1 = 169 pont keriilt kiosztasra. A verseny végeredményét megyék és
iskolafajok szerint az 4. oldalon kozolt tablazat mutatja.

Orémmel allapitjuk meg, hogy a 70 kitiintetésben részesiilt versenyz koziil 53-an (75,6%) lapunk feladatmegoldoi.
Az els6 30 helyezett koziil 28-an munkatarsai lapunknak, akik koziil 23-nak az arcképét is kozolte a K. M. L. (Részletes
beszamolé — sokféle szempontbol —, a » Kéznevelés« augusztus 15-1 szamaban, a 279 — 280. oldalon talalhato.)



Kimutatas az 1954. évi Rakosi Matyas matematikai verseny II. forduléjarol megyék és iskolafajok

szerint
Beadott Kitiintetésben részestiltek Pontszam (nem hivatalos)
Megyék és dolg. szama Dij Dicséret gimn. ip. t. Osszesen
Budapest isk.| tan. [isk.|tan.|1|2| I |II |III|IV |isk.|pont |isk.|pont |isk.|pont
Baranya 5 7 1 1 |—|-|-|-11]|-|1 2 - - 1 2
Bacs-Kiskun' 6 10 e e e e B e B e - - - - -
Békeés 1 2 e e il e i B e - - - - -
Borsod 9 11 203 |-|-|1{1]—-|1] 2] 8 - - 21 8
Csongrad 4 6 I 1 |—|~—|—--11] - - 1 1 1 1
Fejér 4 6 21 2 |-|-|—-|—-|1|1]| 1 2 1 1 2 3
Gyd6r-Sopron 6 22 41 4 |—|1{1|—-|1|1| 4| 12 | - - 4| 12
Hajdu-Bihar 7 17 1 2 |—|-1—-12|—-|-11 6 - - 1 6
Heves 3 8 1] 2 |—|-|—-|—-|1]|1] 1 3 - | - 1 3
Koméarom 4 5 1 I e e I R e A 3 - - 1 3
Nograd 3 8 - = 1=l--1-1-1-1-1-'1-1-1-1 -
Pest 4 5 31 3 |—|-|-|-13]-|2] 4 1 2 6
Somogy 2 3 1|1 |—|-|-|—-|1|-]|1 2 - - 1 2
Szabolcs-Szatmar - - =111 -1-1-1-1-1-1-1-1-1 -
Szolnok 6 11 {1 |—|-|-|1f-f{-121] 3 || - 11 3
Tolna 4 6 - = |=-1-1-1-1-1- - - - - -
Vas 5 7 213 |—|-(1|1j1|-(2| 9 |- —-—12]9
Veszprém 6 11 1 I e e e I I A e B 2 - - 1 2
Zala 2 2 1 1 ||| —-/1|-]-|1 3 - - 1 3
Vidék 81| 147 | 22|26 |—|1|3|7|10|5 (19|59 | 8| 4 |22]| 63
Budapest 42| 140 | 18| 44 |1|1| 7 |10|12|13| 16101 | 2 | 5 | 18| 106
Osszesen | 128| 287 | 40| 70 [1|2]10|17(22(18| 35| 160 | 5 | 9 | 40| 169

Alabb kozoljiik a II. fordulé feladatainak megoldasat.

1. feladat.

A megoldas lényege annak észrevétele volt, hogy a feltételi egyenletbsl kovetkezik, hogy a v szog értéke 120°.
Ehhez lényegében két iton juthatunk: vagy a szogeket kiiszoboljiik ki tavolsagok segitségével és azutan felhasznéaljunk
a haromszog alkotorészei kozotti Osszefiiggéseket, vagy az adott Osszefliggést goniometriai Osszefiiggéssé igyeksziink
alakitani és goniometriai atalakitdsokat végziink. Az elgbbi ut pl. a kovetkez6 moédon kévethets.

m m
I. megoldas: A betiizést az 4bra mutatja. Helyettesitsiik be az adott dsszefiiggésbe asina = —, sin 3 = —, 2t =

a
cme kifejezéseket és emeljlink négyzetre. Mivel mindkét oldalon pozitiv mennyiség all, az eredetivel ekvivalens Ossze-
fiiggéshez jutunk

2 2 2

1 szakérettségis tanuld konyvjutalomban részesiilt.



Innen, mivel m. nem lehet 0 (o = 43° folytan a haromszog nem lapulhat egyenes szakassza),
(1) c = a® + b* + ab.

Masrészt a cosinus-tétel szerint
2 =a%+b*—2abcos vy

1
A két kifejezést 6sszehasonlitva cosy = —5 tehat v < 180° miatt v = 120° lehet csak és ebben az esetben (1), s igy az
eredeti Osszefliggés is valoban teljesiil. Ez esetben o+ 8 = 60°, tehat a haromszog szogei a = 43°, 8 = 17°, v = 120°.

II. megoldas: Felhasznélva a teriilet meghatérozasara szolgald 2t = absin~y Osszefiiggést, a 0-t6l kiilonb6z6 ab-
értékkel osztva és négyzetre emelve kapjuk, hogy

(2) sin?y = sin? o 4 sin? 8 4 sin asin 3,

vagy
sin? a + sin” § — sin® 4 4 sinasin § = 0.
Alakitsuk at elGszor a kozéps6 kiilonbséget, szogfiiggvények Osszegének és kiilonbségének szorzatalakjat hasznélva
[ehelyett a siny = sin(a + ) kifejezés tagokra bontasaval is célhoz érhetnénk|
sin? § — sin® v = (sin B + sin ) (sin § — sin~y) =
6+7cosﬂ_7 -2cosﬂ+7sinﬂ_7 =

= 2sin
2 2 2 2
. B+y  pBHy . B=v B—n
= 2 . 2 =
Sin D) COS 5 Sin 5 COS D)

= sin(8 + ) sin(f8 — v) = sinasin(8 — 7).
Ezt felhasznalva

sin? a + sin” § — sin® 4 + sinasin § = sina[sina—l—sin(ﬁ—*y)} +sinasinf =

. at+f-v a—f+7y
= 2sin«sin 5 ¢

0s 5 +sinasin 8 =

180° —2v  180° — 2
cos 5
= 2sinasin(90° — v) - cos(90° — ) + sinasin § =

= 2sinasin

+sinasin g =

1
= 2sinasin fcosy + sinasin f = 2sinasin 8 <cos*y+ 5) .

1
E szorzat csak agy lehet 0, ha cosvy = —o azaz Y = 120°.
Megjegyzések: 1. A II. megoldasban a lapunk 560. feladalaban (VIIL. ko6t. 82. old.) szerepld
(3) sin? a + sin § — sin® 4 = 2sinasin S cos7y, ha a+ 3+ v = 180°

azonossagot bizonyitottuk be és alkalmaztuk. Tobben fel is hasznaltak készen ezt az azonossagot a megoldashoz.
a b c
2. Néhéanyan a (2) sszefiiggésbol jutottak (1)-hez, felhasznalva a sinustételt az —— = —— = —— = X alakban,
sina  sinfg sinvy
vagy pontosabban az a = 2rsin « stb. Osszefliggéseket, ahol r a haromszog koré irt kor sugara. Ugyanezen az uton a
cosinus-tétel is goniometriai Osszefliggéssé alakithato, éppen a (3) azonossagga, és (2)-vel sszehasonlitva adja a kivant
eredményt.

2. feladat.

I. megoldas: Legyen a szétosztand6 diok szama d, ekkor az els6 tanulo

d—a d 29
a—+ = —

30 30 30"

diot kap, a masodiknak juté diok mennyisége pedig

d d 29 5
T35 3% 44 29 29 29 29 29 - 59
T S VIE AT

30 302) %" 302% " 302



Ha tehat az els6 két tanuld ugyanannyi diét kapott, akkor

d 29 29, 2959 d _29 L
—+ —a=—= —_— azaz — = ——= =
30 307 302 302 © 302~ 302 @
és az els6 két tanul6 egyenként
d—a (292 — 1)a 28 - 30
a+ 30 a+ 30 a+ 30 a a

diot kapott. Teljes indukcidval bizonyitjuk, hogy a tobbinek is ugyanennyi di6 jut. Legyen k > 2 és tegyiik fel, hogy méar
az els6 k — 1 tanulorol belattuk, hogy nekik egyenként 29a di6 jutott. Ekkor maradt meg d — (k — 1)29a = 29(30 — k)a
dio, igy a k-adik tanulénak

29(30 — k)a — ka _ 30ka + 29 - 30a — 29ka — ka
30 B 30

ka + =29a

di6 jut. Igy valoban sorban minden didk 29a diét kap. Ennek folytan 2962 szamu diobol 29 didknak tudunk adni, tehat
29-en vannak az osztalyban.

Megjegyzés: Szb szerint ugyanilyen meggondolassal lathato, hogy ha nem 30-ad részét, hanem tetszésszerinti b-ed
részét (b > 1) vessziik mindig a maradéknak, akkor d* = (b — 1)?a szamu diénak kell kezdetben lennie ahhoz, hogy
az els6 és a masodik didknak ugyanannyi di6é jusson, ekkor mindegyikiiknek, és veliik egyiitt a tovabbi didkoknak is
(b — 1)a di6 jut, egészen a (b — 1)-edikig, aki megkapja az Osszes még meglévs diot. A feladat tovabbi altalanositasa
lesz leolvashat6 a kovetkezd megoldasbol.

II. megoldas: Legyen a kiosztandé didk szama d, kapjon a k-adik tanuld ka diét és még a maradék b-ed részét, a
k-adik tanulénak jusson ilyen modon ¢* di6 és legyen a visszamaradé diok szama dy, jelentse dy a d-t. Ekkor

(1) dp—1 = ¢k +dg k=1,2,....
és
_ydma_b b1 gy =20 _d b1
aTeTT T Eg T Ty o eT b b b v
altaldban
dp—1— k dp— b—1
(2) ek = ka + ==L @0t g a k=1,2,...

b b b
Vizsgaljuk két egymasutani tanulénak juté mennyiség kiilonbségét, hasznaljuk rd a Dy = cxy1 — cx jelolést:

dy, — dj— b—-1 b—1
el Ck

Di b b b b

(1) szerint, s igy két szomszédos kiilonbség kilonbségében mar a nem fog szerepelni:

Ck+1 — Ck D b—1

Dk+1 — Dk; = — b = —Tk, azasz_,_l = TD]C

1
> 0, mert b >

1. Eszerint az egymésuténi didkoknak juté didémenynyiség vagy allandéan csokken, vagy allanddéan noévekszik, vagy
mindannyian egyenld szamu diét kapnak.

A feladat allitasa tehat igy altaldnosithato: ha van két didk, akik egyenlé mennyiségi diot kaptak, akkor minden-
kinek ugyanannyi di6 jutott.

Hogy a harom eshetGség koziil melyik kovetkezik be, az D, elGjelétsl, illetve 0 voltatol fiigg. Mivel

b—
Azt nyertiik tehat, hogy a Dy kiilonbségek mértani sorozatot alkotnak. Ennek hanyadosa

b—1 e (b-1b  d b-1 (-1 d
Di=—a-y =" 9~ ¢ 2 T
(b—1)%a—d

b2

tehat az egymasutani diomennyiségek aszerint nének, csokkennek, vagy lesznek egyenlék, amint
d<(b-1)2%a, vagy d>(b—1)%, vagy d=(b—1)%.

A k-adik tanulonak
c,.=c1+D1+Ds+...+Dy_1=



b b b2 1
b
b—1 (b-1)%a—-d (b-1)%a—d (b—1\""
“yt et b - b ( b >

azaz

b—1+b2—-20+1 (b—1)2a—d (b—l)k b

k= b - b b b—1

s (52

dio6 jut az altaldnos esetben egészen azon n-edik tanuldig, akinek a részét kiadva mar (n + 1)a dional kevesebb marad
vissza. Ennek feltételéiil az altaldnos esetben meglehet6sen attekinthetetlen egyenlStlenség adodik.

3. feladat.

I. megoldas: A betiizést az 1.4bra mutatja.

1. dbra

El6szor egy segédtételt bizonyitunk be. Ismert tétel alapjan (Gallai-Péter 1. oszt.tankonyv 1953 — 302. old.) az M,
My, M3 pontok rajta vannak az ABCa koré irt koron. Mint merolegesszaru szogek a B-nél levs egyives szog egyenld
a C-nél levs egyives szoggel, vagyis a keriileti szogek tétele alapjan MgA AM3 és igy az M1 A egyenes felezi az
My MsMsa, Mi<t-ét. Ugyanez dll az MsB és M3C' egyenesekre is az Ma<t, illetdleg Ms<t-gel kapcsolatban.

Ennek felhasznalasaval a feladat allitasa igy bizonyithato: Kossiik 6ssze az M pontot a keletkezett hatszog Py, Pa,
Ps és P, csucspontjaival. Az M Py M; P, négyszogben a Py Py atlo a tiikkrozés miatt felezi a Py és P, cstcspontoknal
lev6 szogeket. Tehat a szoban forgd négyszogben a két atl6 egymasra merdleges és a segédtétel alapjan mindkét atld
egyuttal szogfelezs, amib6l kovetkezik, hogy az M Py M, Ps négyszdg rombusz, és igy Py M || M P,. Hasonloképpen az
M Py M5 P3 rombuszban PyM || M3 Ps.

De az M, P> és My Ps szakaszok rajta vannak azM; My egyenesen, amellyel a Py M és Py M szakaszok kiilon-kiilon
parhuzamosak. A két utobbi szakasznak egy kozGs pontja M, és igy P1, M és P, egy egyenesen vannak, vagyis a P; Py
atld atmegy az M ponton. Ugyanigy bizonyithato ez a P»Ps, ill. P3Py atlora is.

Megjegyzés: Igen sok versenyz6 — a segédtétel nélkiil — az atlok merdlegességébdl és csak egyediil a PPy 4atld
szogfelezd voltabol mar rombuszra kovetkeztetett, megfeledkezvén a deltoidrol.

II. megoldas: Segédtételiinkhoz a haromszog koré irt kor nélkil is eljuthatunk. Ugyanis, ha az adott ABCa-
nek 717575 talpponti haromszogét tekintjik (1. dbra), akkor nyilvan az My MoMsa a talpponti hdromszognek 2 : 1
aranyt nagyitasa az M hasonlosagi centrumbol. Elég most mar arra az ismert tételre hivatkozni (Gallai-Péter 1. oszt.
Tankonyv 1953 — 287-288. old.), hogy a haromszég magassagvonalai a talpponti haromszog szoglelezsi.

Lényegében ezzel azonos bizonyitas: az My, Mo és M3 pontokon at a BC', C'A, ill. AB oldalakkal htizott parhuzamos
egyenesek altal alkotott A; B1Cia-ben alkalmazzuk a talpponti haromszogre vonatkozo idézett tételt.



II1. megoldés: Segédtételunk alapjan P2T1 = T1P1, P3T2 = T2P4, MlTl = TlM (]. ébra). Az Ml, PQ és P3
pontok az M;Ms egyenesen vannak, a 117, egyenes pedig parhuzamos az MM, egyenessel, azért a Py, Py és M
pontok rajta vannak az M; Ms egyenesnek a 1175 egyenesre vonatkozo tiikorképén, vagyis Py, Py és M egy egyenesen
vannak.

IV. megoldas: Jeloljik az My MoMsa szogeit Mi<t, Ma<, ill. Ms<-gel. Mivel — mint lattuk — M Py M, P és
M Py M5 P3 rombuszok (1. abra), azért az M-nél fekvs két, ill. harom ivvel jelolt szogek egyenlSk Mi<t ill. Mao<-
gel. Az M-nél fekvg athuzott ivvel jelolt szog pedig mint megfelelé szog, egyenlé Msz<t-gel. Tehat a PiM Pyt =
My<t+ Mot + M3<t = 180°, vagyis Py, M és Py egy egyenesen van.

V. megoldas: Huzzunk az M ponton &t parhuzamost az MM, oldallal. Messe ez My Ms-at D-ben, My Ms-at
E-ben. (2. abra).

Ms

2. dabra

A segédtétel alapjan kovetkezik, hogy DM M1 <t = M M1 Mao< = M My M3s<t, tehat az M My Da egyenlGszaru, s igy
D az M M, felezé mer6legesén van. E felez6 méréleges azonban a BC' egyenes, tehat D az M3sM; és BC egyenesek
metszéspontja, vagyis a hatszog egyik csicsa (D = Pp). Hasonléan kovetkezik, hogy F a CA és MsMs; oldalak
metszéspontja, amely a hatszognek D-vel atellenes pontja (E = Py). Az ezeket 6sszekot6 atlo tehat valoban M-en megy
keresztiil. Hasonloéan okoskodhatunk a tobbi atlokkal is. (Lényegében ez a gondolata Patkai Gyorgy bizonyitasénak).

A segédtétel felhasznalasa nélkiil, kozvetlenil az M;, My, M3 pontokon d&tmend kor segitségével is bizonyithatjuk
allitdsunkat, amint azt a VI — IX. megoldasok mutatjak.

VI. megoldas: Kossiik 6ssze az M pontot a hatszog P és Ps csucspontjaval (3. abra).

3. dbra

Az ABM,C harnégyszogben A<t + Mi<t = 180°. Tehat az A csuicsnél 1évs, az dbran egy ivvel, ill. két ivvel és az
M cstcsnal egyszer athtuzott, ill. kétszer athuzott ivvel jelolt szogek, (szam szerint 4) Gsszege 180°.

Az A-nal levs egyives szog, mint keriileti sz6g egyenld az Ms-nal 1évs egyives szoggel, ez pedig a tiikrozés folytan
egyenls az M-nél levs egyives szoggel. Teljesen ugyanigy bizonyithato, hogy az A-nal 1év6 kétives szog egyenls az
M-nél 1évé kétives szoggel. Az M1-nél 1éve egyszer athuzott ivvel jelolt szog, mint tiikros szog, ill. csicsszog egyenls az
M-nél fekvs hasonlo jelzést szoggel. Ugyanez all az M;-nél és M-nél 1évs kétszer athizott ivvel jelolt szogekre is. De



a P3 M Ps<t éppen e négyféle szog Osszege, vagyis PsM Ps<t = 180°. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a P3;Ps atlo dtmegy
az M ponton. (Tomor Benedek megoldasa.)

VII. megoldas: Kossiik 0ssze az M pontot a hatszog P» és Ps; cstucspontjaval. Be fogjuk bizonyitani, hogy a
BP, M P5 négyszogben az M< = 180° (4. abra).

4. dbra

A Py-nél 1évs egyives szogek a tiikrozés miatt egyenlSk. Ennek a szognek potld szoge az Mp-nél fekvs kétives
sz0g, amely, mint keriileti sz6g, egyenlé a B-nél fekvs kétives szoggel, ez viszont mint merdlegesszara szog, egyenls a
C-nél fekvo kétives szoggel. Ez utobbi potloszoge az A-nal fekvs egyives szognek. Tehdt négyszogiink Ps<t-e egyenl az
ABCa A<-ével. Ugyanigy bizonyithatjuk, hogy négyszogiink Ps<t-e(az abran egyszer athuzott ivvel jelolve) egyenls az
ABCaC<-ével. Tehat négyszogiinkben B<+ Po<t+ Ps<< = B<+ A<+ C< = 180°, és igy a negyedik szog: M < = 180°.
(Bartfai Pal megoldasa.)

VIII. megoldas: Kossiik 6ssze az M pontot a hatszog Ps és Ps cstcspontjaval (5. dbra).

5. dbra

Az A-nal fekvé egyives, ill. kétives sz0g a VI. megoldas alapjan egyenlé az M-nél fekvs hasonlo jelzési szogekkel. E
két szog Osszege az A-nal fekvl egyszer athuzott ivvel jelolt szog, amely mint meréleges szaru szog, egyenls az M-nél
fekv6 egyszer athizott ivvel jelolt szoggel, amibdl kovetkezik, hogy a Ps M C' egyenld az egyives szoggel, vagyis PsMC'<
és Ps M M3<t csucsszogek. Tehat a P3P atlo dtmegy az M ponton.

IX. megoldas: Kossiik Gssze az M-et a hatszog Py és Py csucspontjaval, tovabba C-t My és Ma-vel (6. abra).



6. dbra

Az M;i-nél 1év6 egyives szog a tlikrozés folytan egyenls az M-nél 16vs egyives szoggel. Ugyanigy egyenlSk az Mo
és M-nél 1évs kétives szogek. De az M;C Mo Ms hiarnégyszogben a Mi<t + Ma<t = 180°, tehat a P M Py<t = 180°.
(Reichlin-M. Viktor megoldasa.)

Az allitas kovetkezd, igen szellemes, csupén a talpponti haromszog tulajdonsagain alapulé bizonyitasat adta Vigassy
Jozsef, a verseny gyGztese.

X. megoldas: Kossiik Ossze az M pontot a hatszog P3Py Py és Py csicsaival, tovabba htzzuk meg az ABCa-ben
az M-en 4t az AB-vel parhuzamos A’'B’ és az AC-vel parhuzamos A”C" szakaszt (7. &bra).

7. dbra

A keletkezett A'B'C és A” BC” haromszogek hasonlok és hasonlo fekvésiiek. A tiikrozés folytin az M P3Py, ill.
Ps M Pya-ek a fenti két haromszogbe irt minimalis keriileti haromszogek (Gallai Péter 1. oszt. Tankényv 1953 — 332-
334. old.), vagyis a talpponti haromszogek, melyek tehat egyméaskozt szintén hasonlok és hasonlo fekvéstek. Tehat
MPs || PsMy, mint megfelels oldalak. E két parhuzamos szakasznak M végpontja kozos, ennélfogva a Ps, M és Pj
pontok egy egyenesbe esnek.

Megjegyzés: Tételiink tompaszogl haromszogre is altalanosithato, de akkor a megfelels P P, P3Py PsPs pontok
hurkolt hatszogre vezetnek, melynek kétszeres pontja (hurokpontja) mindenkor a tompaszog csucspontja. A szemkozt
fekv csucspontok most is a Py és Py, Py és Ps, P3 és Ps csticspontok (8.abra).



8. dbra

A bizonyitas ugyanugy torténik, minta hegyesszogi haromszog esetén, csakhogy most a tompaszoget bezaro olda-
lokhoz tartozo magassagok (melyeknek talppontjai az oldalak meghosszabbitasara esnek) a talpponti haromszog kiilsg
szogét felezik, vagyis a tompaszoget bezard oldalak felezik a talpponti haromszog megfelels szogeit. Az M hasonlosagi
centrum e szerepét most is megtartja.



