Ezidén e verseny maércius 9-én ugyanolyan szabélyok szerint folyt le az egyes iskoldkndl, mint tavaly: csak a
gimnaziumok és ipari technikumok III. és IV. osztalyu tanuldi indulhattak. Munkaid6: 5 6ra. Az elrendelt hazi, selejtezd
versenyek ellenére a résztvevsk szama most is 3000-en feliil volt és a beadott 2896 dolgozat (209 iskolabol) sem maradt
el lényegesen a tavalyi 2943 mogott, csakhogy az idén az ipari technikumok 757 beadott dolgozattal szerepeltek a tavalyi
353 helyett. A versenybizottsag hatarozata alapjan az aprilis 20-iki dént6be 287 tanulé keriilt (a beadott dolgozatok
9,8%-a) a tavalyi 189 (6,4%) tanuloval szemben. Az ipari technikumi tanulok koziil, a tavalyi 24-gyel szemben, ez
idén 41-en keriiltek a dontSbe, ami szamszertien mégiscsak gyarapodés, ha szézalékos aranyban csokkenést is jelent.
(Inkabb arra mutat, hogy tul sok ipari technikumi tanul6 indult.) A részletes adatok a mellékelten kozolt megyék és
iskolafajok szerinti kimutatasban megtalalhatok.

Mikor 6rommel allapitjuk meg, hogy a doéntébe jutott 287 tanuld koziil 128-an (44,6%) lapunk feladatmegoldoi,
egyben ra kell mutatnunk, hogy milyen nagy szdmmal vannak még tanulok, s6t egész iskoldk, amelyek még nem
kapcsolodtak be a Kozépiskolai Matematikai Lapok munkajaba. Erdekes még megemliteni, hogy a tavalyi Arany
Déniel versenyen helyezést elért 45 I1. oszt. tanuld és a Rakosi versenyen helyezett 29 III. oszt. tanulé koziil, 13, ill. 4
kivételével, ez idén is mind bejutottak a dontébe.

Alabb kozoljiik a kittizott harom feladatot a megoldasokkal egyfitt:

1. feladat. Bizonyitando, hogy ha a és b pozitiv szamok, akkor
(a+0b)(a +b*) > (a® +b)(a® + b%)
Megoldas: Elegend6 megmutatni, hogy a két oldal kiilonbsége nem lehet negativ. Alakitsuk at e kiilonbséget:
(a+Db)(a* +b*) — (a® + b*)(a® + %) = a'b — a®b? — a*b® + ab” =
= ab[a®(a —b) + b*(b — a)] = ab(a — b)(a® — b*) = ab(a + b)(a — b)®
Ez akkor nem negativ, ha ab(a + b) nem negativ, ami pedig teljesiil, ha sem a sem b nem negativ, tovabba akkor is,

ha a és b kiilonboz6 elGjeliek, mégpedig koziiliik a nagyobb abszolut értékd negativ.

Megjegyzés: Azaltal, hogy ab, ill. a + b-vel nem osztottunk, moédunk nyilt a feladat kovetelményein talmend meg-
allapitasokat tenni. Természetes, ha csak a feladat allitasat akarjuk bizonyitani, akkor lehet ab és a + b-vel osztani,
de akkor nem elég ramutatni, hogy az oszto # 0-val, hanem az oszt6 elGjele is lényeges; tovabba meg kell vizsgalni
mindenkor, hogy egyenértékd atalakitdsokat végeztiink-e, vagy pedig megmutatni, hogy a nyert helyes eredménybél
visszafelé kovetkeztetve egyértelmien jutunk a kiindulashoz. (Lasd a beszamolo zaromegjegyzéseit is.)



Kimutatas az 1954. évi Rakosi Matyas matematikai verseny I. fordulajarol megyék és iskolafajok

szerint
Beadott dolgozatok Dontébe kerilt
Megyék és Gimnézium | Ip. tech- | Osszesen | Gimné- | Ip. tech- | Osszesen
nikum zium nikum

Budapest i t i ot i t it i ot i t

s a s| a s a s |a s| a s a

k n k| n k n k |n k| n k n

o) u ol u o) u olu ol u o | u

1 1 1 1 1 1 111 1 1 1 1

a 6 a 6 a 6 a|o a 6 a 6
1. Baranya 4 95| 8| 61 71 156| 2 41 38 3 5 7
2. Béacs-Kiskan® 9 87| 1 9| 10 9% | 5 81 1 2 6 10
3. Békeés 10 133 1 15| 11| 148 - - 1 2 1 2
4. Borsod 7 6| 5 781 12| 154| 6 8| 8 3 9] 11
5. Csongrad 7 82| 3| 55| 10| 137| 2 2| 2 4 4 6
6. Fejér 2 29 & 35 5 64| 2 4| 1 1 3 5
7. Gy6r—Sopron 9 68| 4 59| 18| 127| 6| 23| - — 6 23
8. Hajdu-Bihar 9 109| &| 46| 12| 155| 6| 16| 2 2 71 18
9. Heves 3 55| 1 3 4 58 | 2 7| 1 1 3 8
10. Komarom 8 78| &| 17| 11 95| 4 5 — - 4 5
11. Nograd 2 24| 1 3 28| 2 7| 1 1 3 8
12. Pest 7 25| 1 1 8 26| 8 4| 1 1 4 5
13. Somogy ] 52| 1| 22| 5| 74| 2| 3] -| -] 2| 3
14. Szabolcs—Szatmar 5 56| 2| 31 7 87| - - - - - -
15. Szolnok 11 119 1 13| 12| 132| 6| 11| - — 6 11
16. Tolna 5 86| — - 5 86| 4 7| - - 4 7
17. Vas 7 109 | - - 71 109 5 7| - 5 7
18. Veszprém 6 98| 2| 52 8| 150| 4 9| 2 2 6| 11
19. Zala 2 32| — - 2 32| 2 2| — — 2 2
Vidék 117 | 1413 | 35| 501 | 152 (1914 | 62 | 127 | 18 22| 801|149
20. Budapest 40 726 | 17| 256 | 57| 982 |32 |119| 11 19| 481|138
Osszesen 157 | 2139|552 | 757|209 | 2896 | 94 | 246 | 29 | 41| 123 | 287

2. feladat. Adva van egy hdromszig és hdrom pdrhuzamos egyenes. Szerkesszink olyan hdromszéget, amely az
adott haromszéghdz hasonlo és csiucsai az adott egyeneseken vannak.

I. megoldas. Készitslink vazlatot, a kdzépsd parhuzamos tavolsag a masik kettét6l legyen p és g, a kozépss egyenes
messe BC-t a D pontban (a jelléseket az 1. abra mutatja). Ekkor nyilvan BD : DC =p: q.

L

1. dbra

Ennek alapjan a szerkesztés menete: az adott A’ B’C’ haromszogben megszerkesztjiik a B'C’-t p : ¢ aranyban oszt6
D' pontot (2. abra).

LA gimnaziumok koziil 1 szakéretts. tanf. 8 tanuloval, akik koziil 1 keriilt a déntébe



2. dbra

B’-ben és C’-ben parhuzamost htzunk A’ D’-vel, mér a keresett abrahoz hasonlét kapunk. Ezt kell sziikség szerint
nyudjtani, vagy zsugoritani az adott egyeneseknek megfelelGen.

Ez példaul gy tehetd meg, hogy a kdzépsd parhuzamos egyenesre raméasoljuk az A’D’ tavolsagot és e folé mint
kozos oldal folé, atmasoljuk a 2. Abrabol a p, ill ¢ szélességii siksav oldalaira az A'D'B’, ill. A’D'C’ haromszdgeket.
Igy egy az eredetileg megadott haromszoggel egybevago A’ B'C'x -et nyeriink (3. abra).

3. dbra

Messe az A'B’ oldal a p szélességi siksav kiilsé szélét B-ben, és htizzunk B-n 4 B’C’-vel parhuzamost, amely

AB
az A’D’-t D-ben, az A'C’-t C-ben metszi. Az igy nyert ABCa az A'B'Cy-nek az A’ pontbol 15 aranyban valo
s BD B'D" p " "
nagyitasa (ill. kicsinyitése) és e Do 4 miatt a C pont sziikségképpen a ¢ szélességi siksav kiilsé szélén

fekszik. Tehat az ABCa eleget tesz kovetelményeinknek.

Tetszés szerint valaszthatjuk ki, hogy melyik cstcs megfelel§je melyik egyenesre essék, tehat 3! = 6-féle megoldas
lehetséges. Az ezekbdl titkrozéssel és eltolassal keletkezé megoldasok méar mind egybevigoak e 6 haromszog valamelyi-
kével s igy nem adnak azoktol lényegesen kiilénb6z6 megoldast.

II. megoldas. A B pontot ugy vihetjiik at C-be, hogy elforgatjuk A koriil a BAC< = B'A'C'< = szoggel és
AC  AC
kozben BC-AB - 7 aranyban meg is nyuajtjuk, (vagy roviditjiik, A’B’'C’ legyen az adott haromszdg). Mivel e
mozgasok adatai fliggetlenek a keresett megoldastoél, a feladatot megoldhatjuk forgatva nyujtassal.
Vélasszunk pl. a kdzéps6 egyenesen tetszélegesen egy A pontot és e koriil forgassuk el a felsé egyenest B’A'C’ = «

szoggel és egyidejtileg nytjtsuk A-bol A'C’ : A’B’ = b : ¢ ardnyban (4. abra).

4. dbra

A kapott egyenes messe az alsé parhuzamost C-ben és szerkessziik meg a fels6 egyenes azon B pontjat, mely a
forgatva nytjtasnal C-be ment at. Az ABCa A-nal 16v6 szoge és az ezt kdzrezaro oldalak aranya megegyezik az A’ B'C’
haromszog megfelels adataival, tehdt valoban hasonlé a két haromszog.



III. megoldas: Készitsiink vazlatot. Rajzoljuk meg a haromszog koré irt kort, messe ez a kdzépsd parhuzamost
A-n kivil még a D pontban. Ekkor a keriileti szogek tétele szerint

ADB< = ACB<« és ADC<« = ABC«.

Ennek alapjan a szerkesztés, ha az adott haromszog A’ B'C': a kozépss egyenes tetszés szerinti D pontjaban ramérjiik
ezen egyenes egyik félegyenesének két oldalara az A'C' B’ ill. A'B'C’ szdgeket (5. abra).
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5. dbra

Messék ezek a megfelels parhuzamos egyenest B-ben, ill. C-ben. Mérjiik ra végiil BC-re C-ben a B'C’' A’<-et BC
ellenkezé oldalara mint amelyiken D van. Messe ez a kdzépss parhuzamost A-ban. Az AB tavolsaga C és D pontokbol
egyenls szog alatt latszik, s igy ABCD htrnégyszog. Ebbdl kovetkezik, hogy ABC< = ADC< = A'B'C’'«, tehét az
ABC, szdgeiben megegyezik az adott A’ B'Cx-gel, s igy hasonlé hozza.

3. feladat. Allitsunk merdlegest egy parabola érintdjére az érintési pontban, és ezt messik el a fokuszon dtmend,
az érintdvel parhuzamos egyenessel.
Mi a metszéspontok mértani helye, ha az érintési pont végigfut a parabolan?

I. megoldas. Vilasszuk a parabola tengelyét xz-tengelynek, csticsérintét y-tengelynek, ekkor a parabola egyenlete
y? = 2px.
Legyen a parabola x1, y; pontja az érintési pont, akkor az érinté egyenlete

yy1 = p(x + 1),

ahol
y% = 2]95517
azZaz 9
iy
T = 2p'

Igy az érintési pontban emelt merdleges, ill. az F (O, g) fékuszbol az érintével parhuzamosan hiizott egyenes egyenlete

D 2p

AZAZ
2py1x + 2p%y = y1(y7 + 2p°)
illetve
V=2 (s-7),
Y1 2
AZAZ

2px — 21y = p°.

Innen kikiiszobolve y-t, ill. x-et

2
2p(y; + 7z =yi +20%y +p" = (W7 +p0°)7; 200° +ydy = i (yi +p°).

Oszthatunk p® + y%—tel, mert ez nem lehet 0 és y;-et kikiiszobolve kapjuk, hogy 2y = y1; 2px = y% +p? = 4y +p?,

azaz y? = g (:v — g), ez pedig olyan parabola egyenlete, melynek csicspontja (Olg), az eredeti parabola fokusza,

paramétere pedig az eredeti parabola paraméterének negyedrésze.

*



A feladat megoldhato koordinatéak és (ami lényegében ugyanazt jelentené) Pythagoras tételének felhasznalasa nélkiil
is. Ekkor a kovetkezs Osszefiiggésekre lesz sziikségiink: a parabola tetszés szerinti P pontjanak a vetiilete a direktrixen
legyen @, ekkor a P pontban hizott érinté az F'PQ< szogfelezje, vagy ami ezzel egyenértékd, a parabola fokuszdabol
az érintdkre bocsatott merdlegesek talppontjainak mértani helye, a parabola csiucsérintdje.

Valéban meghtzva az FPQ< felezGjét (mely merdlegesen metszi QQF-et a cstucsérintére esd R felezGpontban), erre
FP = PQ, de az egyenes barmely mas P’ pontjara FP' = P'(Q, az utébbi tavolsag pedig nagyobb P’-nek a direktrixtsl
mért tavolsdganal (6. abra).

6. dbra

Igy az egyenesnek minden P-t6l kiilonbozé pontja a direktrixhez kozelebb van, mint a fokuszhoz, tehat a parabola,
ugyanazon oldalara esik. Konnyen lathat6 az is, hogy minden méas P-n d&tmené egyenesnek van pontja a parabolanak
mindkét oldalan?. Igy valoban e szogfelez6 a parabola érintSje. Az abra alapjan forditva is kénnyt a csticsérintd
barmely R pontjahoz megkeresni azt a P pontot a parabolan, melyben hiizott érint6re F-b&l merdlegest bocsatva
annak talppontja, éppen R lesz.

II. megoldas: Legyen P-bdl a direktrixre bocsatott merdéleges talppontja @, F'Q felez6pontja R, az érintére P-ben
bocsatott merdleges és az F-b6l az érintével huzott parhuzamos metszéspontja M (7. abra).

ol P
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|
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7. dbra

A segédtétel szerint FRP< = 90°, tehat az FM PR négyszog téglalap, igy M P{FR, de akkor egyszersmind
MR || PQ. Bocsassunk P-b6l merélegest a parabola tengelyére; messe ez M R-t, ill. a tengelyt az S, ill. T' pontban.

1
Ekkor az oldalak parhuzamossiga és M P = F R miatt, MPSA = FRAA, s igy PS = RA = §PT, MS=FA= g

Az M pontok mértani helye tehat az adott parabolabdl a kovetkez6 modon keletkezik: el6sz6r minden pontnak

a parabola tengelyétsl valo tavolsadgat felére csokkentjiik, azutdn az igy keletkezett gdrbét g tavolsaggal eltoljuk. Az

2Legyen e egy PR-t6l kiilonb6zd egyenes P-n at. Ennek azon félegyenesének pontjai mely P-bél indulva a direktrix és PR kozti hegyes
szogtérbe 1ép, konnyen lathatéan a fokusztél vannak tavolabb, mint a direktrixt6l, viszont messe az F-b6l e-re bocsatott merdleges a
direktrixet Q’-ben. Emeljiink Q’-ben a direktrixre merglegest, messe ez FQ' felez6merdlegesét, illetSleg e-t a T, ill. U pontban, akkor
belathato, hogy T'Q’ és U kozt van FT = TQ' s igy FU < FT +TU = Q'T + TU — Q'U, vagyis U a fokuszhoz van kdzelebb, mint a
direktrixhez, tehat e dtmetszi a parabolat.



utobbi lépés a gorbe alakjat nem valtoztatja meg; az A pontot, mely az els§ 1épésnél helyben marad, F-be viszi
at. Az elsG lépésnél viszont a parabolabol ujabb parabola keletkezik, melynek a cstcsa és tengelye azonos az eredeti
parabolaval, paramétere pedig negyed-akkora. (L. jelen szamunkban a 618. sz. feladatot.)

II1. megoldas. Az FM PR téglalap atloi egyenlk és felezik egymast, igy RN, mint az FPQa kozépvonala
parhuzamos Q) P-vel, vagyis mer6leges a csucsérintére és RN = NF (8. 4bra), tehat az N pont olyan parabolat ir le,
melynek az eredeti parabolaval kozos a fokusza, direktrixe pedig az eredeti parabola csicsérintGje, tehat paramétere

p
50

8. dbra

Minden egyes N pontboél Ggy nyerjiik a megfelel6 M pontot, hogy a csticsérint6tsl vald tavolsagat kétszeresre
nyudjtjuk. Ezzel ismét parabolat nyeriink, amelynek tjra felez6dik a paramétere, cstcsa pedig F-be keriil.

Megjegyzés: Felhasznaltuk, hogy ha egy parabolat a direktrixt6l egy irdnyban kétszeresen megnydjtunk, vagy ha
ugyancsak egy irdnyban a tengelye felé 1/2 aranyban Osszehtzzuk, akkor ismét parabolat kapunk, mindkét esetben
kisebb parameéterrel: el6bbi esetben az eredeti paraméter fele, utébbi esetben a negyede lesz az 4j paraméter. Ez
azonban semmikép sem magatol értet6dd, még csak az 6sszes parabolak hasonlosdgaboél sem kovetkezik. Legkonnyebb

1
koordinatak segitségével belatni. (Mellesleg az els6 megoldasban M koordinétéira adoédd = = 2—(yf +p%) =2 + g,
p

y = N is éppen a II. megoldasban elemien bizonyitott Osszefiiggéseket fejezi ki.) A II. és III. megoldasban viszont

éppen a koordinatakat akartuk elkeriilni, tehat csak akkor mondhatjuk, hogy ez sikeriilt, ha a fontebb emlitett tényeket
is koordinatak és Pythagoras tételének felhasznalasa nélkiil tudjuk bizonyitani. Ez sem iitkozik nehézségbe. A III.
megoldasra vonatkozoan megmutatjuk, a II. megoldassal kapcsolatos bizonyitast ennek alapjan az olvasoéra bizzuk (1.
a 618. feladatot).

Legyen d, A és I' egy parabola direktrixe, csucsa és fokusza; P egy pontja, () annak vetiilete d-n és legyen
QP =2QP (9. abra).

9. dbra

Segédtételiink értelmében QF szakasz R felezGpontjara PREF< = 90° és R természetesen a csicsérintén van. Ha P’
valoban parabolat ir le, akkor ennek csticsa az F pont kell, hogy legyen. Az ebben d-vel parhuzamosan htizott egyenes

3Ugy is lathato ez, hogy az S pontok az eredeti parabolanak az F pontbol felére kicsinyitett képét alkotjak.



messe a PQ egyenest Q’-ben, felez6pontja legyen R’. Ismét segédtételiink értelmében elegends azt megmutatni, hogy
az R'-ben P'R’-re bocsatott merdleges egy a P’ pont helyzetétdl fiiggetlen ' pontban metszi az AF tengelyt.
Toljuk el R'P’-t énmagéival parhuzamosan tugy, hogy R'R-be keriiljon. Ugyanez az eltolas vigye F'-t, P'-t, ill.

Q'-t, F’, P" Q"-be. Mivel F'F" = RR' = g, fiiggetlen a P’ pont helyzetétdl, igy elegendd azt megmutatni, hogy F”
helyzete is fiiggetlen. Tudjuk, hogy
QQ"=RR =P'P',  amibsl Q'P"=2Q"P.

Mivel
PRF< =P'RF'q=90°,

fgy
PQ"Rp ~ RAFA és P"Q"Ra ~ RAFY,

mert megfelels oldalaik paronként merdlegesek. Igy

1 PQ// PQ// Q//R RA AF" AF"
5 = PQ" = Q"R ' Q"p" = =

AF RA ~ AF’
azaz )
AF” = 514F‘7
tehat AF" és igy a vele egyenls FF' is fiiggetlen a P’ ponttol és fele az eredeti parabola megfelels adatanak. P’ tehét

parabolat ir le, melynek paramétere feleakkora, mint az eredeti paraboléé, és ez volt a bizonyitando.
*

A versenybizottsag megallapitasai koziil roviden csak a kovetkezSket emlitjiik meg a tanul6ifjusag okulaséra: az 1.
feladatban a formaélis szdmolést elég jol végezték, de a tanuldk tilnyoméd része még mindig tévesen igy okoskodott:
helyes kovetkeztetésekkel, helyes eredményre jutottunk, tehét a kiindulas helyes. A 2. feladat bizonyult legk6nnyebbnek.
Itt sokan hasznaltak fel az I. osztalya tankdnyvet, vagy a K. M. L. 501. sz. feladat megoldasat (1953 oktober), de —
sajnos — igen sok megoldasnal hianyzik a szerkesztést indokol6 szoveg és igen sok versenyz6 nem tor6dott a megoldasok
szaméaval. A 3. feladat okozta a legtobb nehézséget. Igen sok IV. osztalyt tanuld hozza sem fogott, amig szép szammal
akadt III. osztalya tanulo, aki — ha »nem is tanulta még a parabolat« — az y = az? masodfoku fiigvény képébdl oldotta
meg a feladatot. Elég gyakoriak voltak az elemi megoldasok is, bar itt sok, az abrakbol leolvasott, allitds maradt
szigord bizonyitas nélkiil.

Egyébként a bizottsag a III. osztalyosok dolgozatainak elbirdlasédnal figyelembe vette, hogy az illet§ tanulo a
koordinatageometriai 6rdkon még nem tanult a parabolarol, bar a R&akosi versenyre komolyan késziilé tanuloktol
elvarhaté, hogy az osztalyban elvégzett tananyagon tilmenden is érdeklédjenek a tankonyvbél a tanév még hatralévs
tananyaga irant.



