Elsé feladat. Adva van az n természetes szamndl kisebb s eqymdastol kilonbozo természetes szamoknak eqy sorozata,
adva van tovdbbd egy mdsik ugyanilyen tulajdonsdgu sorozat. Bizonyitandd, hogy ha a két sorozat elemeinek egyiittes
szama legaldbb n, akkor taldlhato a két sorozatnak egy-eqgy eleme, melyeknek dsszege éppen n.

I. megoldas. Tegyiik fel, hogy nincs a két sorozatnak egy-egy, egymast n-re kiegészits eleme. Ebben az esetben,
ha az els6 sorozat elemei a1, ao, ..., ar, a masodik sorozatban az n—ay, n—as, ..., n —aj; szdmok nem szerepelhetnek.
Az 1,2, ..., n—1 szamok kozill e k darab szamot elhagyva n — k — 1 darab szdm marad. A masodik sorozatban csak
ezek szerepelhetnek. A két sorozat elemeinek egyiittes szama tehat legfeljebb k+ (n —k — 1) =n — 1.

Mivel azonban az elemek egyiittes szama legalabb n, feltevésiink lehetetlen, azaz a feladat allitasa helyes.

II. megoldas. Alkossunk egy djabb sorozatot azokbol a szadmokbol, amelyek a mésodik sorozat elemeit n-re
egészitik ki. Ebben szerepelnie kell az els6 sorozat valamelyik elemének, mert e két sorozatnak egyiittesen ugyancsak
legalabb n eleme van, az 1, 2, ..., n — 1 szdmokbol pedig nem lehet n kiilonb6z6t kivalasztani. Az els6 sorozatnak igy
megtalalt eleme n-re egésziti ki a masodik sorozatnak egy elemét.

Megjegyzések: 1. A kozolt két megoldas lényegében azonos gondolatra épiil. Egybevetésiik mégis tanulsagos lehet.
2. Fel lehet vetni a kérdést, hogy ha nem két, hanem s sorozat szerepel, mekkoranak kell akkor lennie egyiittes
elemszamuknak ahhoz, hagy bizonyosan legyen kozottiik két sorozatnak egy-egy olyan eleme, melyeknek 6sszege n. Ez

a minimalis elemszam n + (s — 2)m, ahol m az g—nél kisebb egész szdmok legnagyobbikat jelenti. Ennek bizonyitasat
az olvasora hagyjuk.

Masodik feladat: Legyen n természetes szdm, s legyen d osztdja 2n?-nek. Bizonyitandd, hogy n® + d nem négy-
zetszam.

I. megoldas. Legyen 2n? = kd, ahol a feltevés értelmében k pozitiv egész szam. Ha n? + d négyzetszam, akkor

valamely = egész szamra
2

12:n2+d:n2+2%,
s ebbdl kovetkezbleg
k*x? = n?(k* + 2k).

Ez azonban lehetetlen, mert a baloldal teljes négyzet, a jobboldal els§ tényezGje is; viszont a mésodik tényez& nem

teljes négyzet, hiszen
k2 < k2 42k < (k+1)%

azaz két szomszédos négyzetszam fogja kozre.

Megjegyzések: 1. Amikor megallapitottuk, hogy k pozitiv, arra épitettiink, hogy a feladat csak természetes szamok-
rol szol. A feladat szovegezése kifogasolhato, mert kifejezetten nem mondja, hogy az allitas csak pozitiv d osztokra
vonatkozik. Ilyen megszoritas nélkiil nem is helyes a feladat allitasa, mert d = —n? osztéja 2n-nek, s ekkor n® +d = 0,
ami 0-nak négyzete. Minden maés negativ osztora teljesiil a feladat allitdsa. Ez beldthaté, ha megtartjuk a megoldés
jeloléseit, de most feltételezziik, hagy k negativ egész szam. Ha k = —1, akkor k? + 2k = —1 nem négyzetszam; ha
k = —2, lattuk, hogy az allitas nem teljesiil. Ha viszont k < —2, akkor

(k+2)7<(k+2)>+2(-k—2) =k +2k < (k+1)°,

s ezért k% 4 2k ismét nem lehet négyzetszam.

2. A megoldasban hivatkoztunk arra a tényre, hogy ha a, b, ¢ természetes szamok, és a® = b2c, akkor ¢ sziikségkép-
pen négyzetszam. Ez kovetkezik abbol, hogy a természetes szamok egyféleképen bonthatok fel torzsszamok szorzatara.
Emiatt a® és b* felbontasaban minden torzstényezs paros kitevével szerepel, mert a négyzetreemelés ilyen torzsfelbon-
tashoz vezet. Igy tehat, az a? : b? osztas elvégzésével, c-nek olyan felbontasat kapjuk, melyben minden torzstényezd
paros kitevGvel szerepel. Ezért ¢ négyzetszam.

I1. megoldas. Legyen jbol 2n? = kd. Ha a feladat allitisa hamis, akkor valamely z egész szamra

k—|—27n2—|—d7:1:2

k n2 n2’
A baloldali tort szamlalojanak s nevezGjének kiilonbsége 2, s e kiilonbség a tort egyszertisitése utan csak csokkenhet.
2
A jobboldali tort egyszertisitésével p_2 alakt torthoz jutunk, ahol p és ¢ természetes szdmok, s ezek nem lehetnek
q

egyenlSk mert n? 4 d # n?. Ez utobbi tort szamlalojanak és nevezéjének kiilonbsége viszont legalabb 3, mert felirhato
p és q Osszegének és kiilonbségének szorzataként, két egymastoél kiilonbozs természetes szam Osszege pedig legalabb 3,
kiilonbségiik meg legaldbb 1. A fenti egyenlGség tehat nem teljesiilhet.

Megjegyzés: Amikor megallapitottuk, hogy p és ¢ nemcsak egész szamok, hanem pozitiv egész szamok, akkor
kirekesztettiik a targyalasbol azt a lehet&séget, hogy az egyenl&ségiinkben szerepld tortek értéke 0. Bizonyitasunk
tehat k = —2 kivételével k minden egész értékére helytallo (6sszhangban korabbi megjegyzéstinkkel).



III. megoldas. Ha a feladat allitdsa hamis, akkor van egy legkisebb olyan n természeten szdm, amelyhez talalhato
az allitast cafold d szam. Kimutatjuk, hogy ennek az n-nek és d-nek nem lehet kdzos p torzstényezdje: Ellenkezs esetben
ugyanis p osztoja (n? + d)-nek; és mivel ez négyzetszam, p? is osztoja (n? + d)-nek; akkor p? osztoja d-nek is, mert

n
n-nek osztoja; tehat az n-nél kisebb — szamra és négyzete kétszeresének — osztojara
p p

(2)2+i ~n?+d
P p? p?

négyzetszam, ami ellentmond n megvéalasztasanak.

Igy tehat csak azzal az esettel kell foglalkoznunk, amikor d és n relativ prim. Ez esetben d csak gy lehet 2n2-nek
osztoja, ha 2-nek is osztoja. Ezért d értéke csak 1 vagy 2 lehet. Viszont sem n? 4 1, sem n” + 2 nem lehet négyzetszam,
hiszen az n’-re kovetkezs els6 négyzetszam (2n+1)-gyel nagyobb, ami 2-nél tobb. Lehetetlen tehat az, hagy feladatunk
allitdsa hamis legyen.

Megjegyzések: 1. Ha ennél a megoldasnal is kiterjesztjiik figyelmiinket a negativ osztokra, akkor n? — 1 és n? — 2 is
vizsgalandé. Kénnyd megallapitani, hogy koziiliik csak n? — 1, s csak akkor lehet négyzetszam, ha értéke 0. Ez megfelel
korabbi megjegyzéseinknek.

2. Felvetjiik a kérdést, hogy vajon igaz marad-e a feladat &allitasa, ha abban 2n? helyett n-nek mas tobbszorose
szerepel. Utols6 megoldasunkbol latjuk, hogy 2n? azért felel meg, mert sem 2, sem annak oszt6ja nem irhaté fel
két természetes szam négyzetének kiilonbségeként. Van-e mas ilyen tulajdonsagi N természetes szam? Minthogy
2k +1 = (k+1)° — k2, azért N-nek nem lehet pératlan torzstényezdje, N csak 2-nek hatvanya lehet. Mivel pedig
8 = 3% — 12, azért N nem lehet 2-nek sem kobe, sem magasabb hatvanya. Tehat N csak 1, 2 vagy 4 lehet. Ezek a
szamok meg is felelnek: 1-r6l és 2-r6l mar belattuk; 4 is megfelel, ugyanis n? 4+ 4 sem lehet négyzetszam, mert n? és
(n+ 2)2 kozrefogja, viszont (n + 1)2 és n? + 4 sohasem egyenld, hiszen kiilonbségiik paratlan. Ezzel tehat a feladat
allitasan talmenden igazoltuk, hogy ha n természetes szdm, €s d osztdja 4n*-nek, akkor n’® + d nem négyzetszdam.

Harmadik feladat. Az egyeniéoldalii ABCDEF konvex hatszog A, C, E szogpontjaindl elhelyezkedd szogek dsszege
a B, D, F szégpontokndl elhelyezkeddknek dsszegével eqyenld. Bizonyitandd, hogy az A és D, tovdbbd a B és E, valamint
a C és F szogpontokndl lévd szogek egyenldk.

I. megoldas. Elgszor azt bizonyitjuk, hogy a BDF A hegyesszogi. Legyen az egyenlGoldalt ABCDEF hatszog
belsejében elhelyezkedd BDF'A derékszogi vagy tompaszogi. Legyen DF' e haromszog leghosszabb oldala (1. abra).
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1. dbra

A DEFA-b6l lathatd, hogy a hatszogoldal DF' felénél nagyobb, s igy még inkdbb nagyobb, mint a BF, BD
befogoju derékszogli haromszog atfogdjanak fele. A hatszogoldallal, mint sugarral irt kérben a BF, BD hirokhoz
tartozo kozépponti szogek a hatszog A<-ével és C'<-ével egyenl6k. A mondott atfogd, mint atmérs folé irt korben
viszont az ugyanakkora hirokhoz tartozé kozépponti szogeknek 6sszege 180°. Ezek szerint A< + C'q < 180°, hiszen
nagyobb sugart korben ugyanakkora hiurhoz kisebb kozépponti szog tartozik. Igy tehat A< + C< 4+ E< < 360°, s
a hatszog masik harom szogének Osszege 360°-nal nagyobb, minthogy a hatszog szogosszege 720°. Feladatunknak
szogekre vonatkozo kirovasa tehat nem teljesiilhet, ha a BDF /A nem hegyesszogii.

Jelolje r a hegyesszogii BDF A koré irt kor sugarat, és O a kozéppontjat. Ez a haromszog belsejében van. A
hatszoget k6z6s O cstcesal bird hat haromszogre bontjuk fel (2. abra).




Nem lehetséges az, hogy a hatszogoldal r-nél nagyobb legyen, mert ellenkezd esetben a mondott hat haromszog
mindegyikében kisebb volna az A, C, ill. E cstcsnal 16v6 sz6g, mint az O-nal elhelyezkedd, hiszen a szemkozti oldalakra
ilyen egyenl6tlenség éallna fenn, igy pedig az A<+ C<+ E< 6sszeg az O koriil elhelyezkeds szogek Osszegénél, 360°-nal
kisebb volna, ami — mint lattuk — lehetetlen. A hatszogoldal nem lehet r-nél kisebb sem. Ez ugyanigy lathato be, csak
okoskodéas kdzben ellentétes egyenl6tlenségek szerepelnek.

A hatszogoldal ezek szerint r-rel egyenls. Ezért ABOF és EDOF rombusz-és AB || FO || ED. Ugyanugy adodik,
hogy a hatszog szemkozti oldalai valamennyien parhuzamosak, s ezért a szemkozti szégek egyenlsk.

Megjegyzés: Az 1. abran szerepls hatszog nem konvex. Bizonyitas nélkiil megjegyezziik, hogy az egyenls oldala
ABCDEF hatszog nem is lehet konvex, ha a BDF /A nem hegyesszogti. Megoldasunk elss része tehat ugy is zarulhatott
volna, hogy ha a BDF /A nem hegyesszogt, akkor nem teljesiilhet a feladatnak a hatszog konvexitasat kovetels kirovasa
serl.

II. megoldas. El6szor a kovetkez6 segédtételt bizonyitjuk: Ha o+ 8+ = 180°, és ay + B1 + 1 = 180°, tovabba
sinq :sin B : siny = sinaq; : sin 8 : sin~yg,

akkor o = a1, 8 = 1,7 = 71. Készitsiink ugyanis két haromszoget, az egyiket a, 3, v, a masikat ay, 51, 11 szogekkel. A
sinus-tétel értelmében a sinusok aranyainak egyezése azt mondja ki, hogy haromszogeink oldalainak aranya megegyezik.
E haromszogek tehat hasonlok és megfelels szogeik valoban egyenldk.

Legyenek most mar a hatszog A, C, E csicsainél levd szogek rendre 2a, 251, 21 (3. dbra).

3. dbra

A hatsz0g sz6gosszege 720°, a feladat kirovasa értelmében tehat 2aq + 251 +2v1 = 360°, és igy a1 + 51 +7v1 = 180°.
Ha a hatszog oldala a, a BDFA oldalai 2a sinay, 2a sin 51, 2a sin;. Innen és a sinus-tételbdl kovetkezik, hogy a
segédtételiinkben szerepld ardanyharmasok mindegyike a BDF A oldalainak aranyat adja. Ezért ezek az aranyharmasok
egyenldk, és segédtételiink értelmében o = oy, 5 = 1, v = 71- A hatszog szemkozti szogei egyenlSk, mert pl. a D-nél
1é6v6 szoge a-nak és a f1, 71 szogek potszogei Osszegének, azaz ag-nek Osszege, tehat az A-nél 1év6 szoggel egyenls.

ITI. megoldas. Hatszogiinkbdl harom atloval harom egyenld szara haromszoget vagunk le (4. dbra).

i i

4. dbra

Ezek csucsainal levs szogeknek 6sszege a feladat kikotése folytan 360°. Ezért e haromszogek egyetlen haromszog-
gé rakhatok Ossze. Az igy kapott haromszog az oldalak egyezése miatt egybevagd azzal a haromszdggel, amelyik
hatszogiinkbdl a hdrom egyenld szart haromszog levagasa utan megmaradt. A harom egyenld szard haromszoget elhe-
lyezhetjiik tehat a hatszoglinkbdl megmaradt haromszogon. Ezzel a hatszoget harom (két-két egyenls szara haromszog
alkotta) rombuszra bontottuk. Ebbdl kozvetleniil adodik, hogy a hatszog szemkozti oldalai parhuzamosak és szemkozti
szogei egyenldk.
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5. dbra

Megjegyzés: Ez a megoldas — mint az 5. Abra mutatja — alkalmazhat6 a feladatban kimondott tétel kovetkezd alta-
lanositasanak bizonyitasara is: Ha egy konvex hatszdg szemkdzti oldalai pdronként egyenldk, tovdbbd hdrom pdronként
nem-szomszédos szogének dsszege a mdsik hdrom szdg dsszegével egyenld, akkor szemkozti szogei pdronként egyenldk.
Kovetkez6 megoldasainkban mindjart ennek az altaldnosabb tételnek bizonyitasaval foglalkozunk. Ez munkatobbletet
nem okoz.

IV. megoldas. Egy hatszog megadasahoz nyilvan elégséges oldalainak hosszat és harom paronként nem-szomszédos
szOgét megadni. Ha a feladat szogekre vonatkozo kirovasanak teljesiilése folytan tudjuk, hogy harom ilyen szog Gsszege
360°, akkor természetesen elegendd koziiliik csak kett6t adni meg.

Legyen adva egy konvex hatszog, amelynek szemkozti oldalai paronként egyenldk, s amelyik eleget tesz a feladat
szogekre vonatkozo kirovasanak. Készitsiink egy négyszoget, melynek harom oldala a hatszdg harom csatlakozé oldala-
val egyenld, s amelyben az e harom oldal altal kdzrefogott két szog a hatszognek azzal a két nem-szomszédos szogével
egyenld, melyeket rendre ugyanakkora oldalak fognak kozre (6. abra).

6. dbra

Tiikrozziik ezt a négyszoget a negyedik oldal felez6pontjara. Igy egy centralszimmetrikus hatszoget kapunk, amely-
nek szemkozti szogei a szimmetria folytan egyenldk, s amely ezért eleget tesz a feladat szogekre vonatkozo kirovasanak.

Az adott hatszog az el6rebocsatott megjegyzés értelmében egybevagd az igy kapott hatszoggel. Ezért az adott
hatszog szemkozti szogei is egyenldk.

V. Megoldas. Az adott konvex hatszog szemkozti oldalai egyenldk, és harom paronként nem-szomszédos szogének
Osszege 360°. Sikbeli mozgatassal elhelyezhetd tehéat e hatszog harom helyzetben gy, hogy a mondott harom szog egy
teljes szoget alkosson.

7. dbra

A 7. abra jeltlését hasznélva megallapithatjuk, hogy A1 A2CoCy és A3 A3CyC paralelogramma, mert szemkozti
oldalaik a hatszogek egybevagosiaga miatt egyenldk. Igy tehat az Ay, Aa, A pontok egy egyenesen vannak. Ugyancsak
az egybevagosag miatt By A; As<t = By Ay As<t. Ezért A1 By || A2 Ba. Tehét a hatszog szemkozti oldalai parhuzamosak
és szemkozti szogei egyenldk.

VI. megoldas. A 7. abra jeloléseit hasznaljuk. Feltessziik, hogy A1 Bi, és A2 Bs nem parhuzamos. Legyen tehat az
A1 B1 By As négyszog A; és As csicsu szogeinek Osszege 180°-nél kisebb (ellenkezs esetben az A, As és By, Bs pontok
szerepét felcserélndk). A 7. abrat a Cs szogletbe illesztett negyedik, ugyancsak az adott hatszog sikbeli mozgatasaval
kapott hatszoggel egészitjiik ki (8. abra).



8. dbra

Ez lehetséges, mert az adott hatszég harom-harom paronként nem-szomszédos szogének 6sszege 360°.

Forgassuk el a H; hatszoget az A;, As, A3 pontokon dthaladé k kor kozéppontja koriil ugy, hogy az A; pont A,
helyzetbe jusson. A hatszogek egybevagosaga miatt A; As = Az As. Ebbd] kovetkezik, hogy az elforgatés sordn az A; As
szakasz As As helyzetbe, a Hy hatszog Hs helyzetbe, a Hs hatszog tehat Hy helyzetbe jut. Ezért a Cq, Cy, Cs pontok
egy k-val koncentrikus k; koéron vannak.

Allitjuk, hogy a Oy pont s igy a ki kor is k belsejében van. A Hy, Ho hatszdgek Ap-nél elhelyezkedd szogeinek
Osszege 180°-nal kisebb. Ezért az A, Bs félegyenes k belsejébe indul és k-nak valamely AsFEs hurjat tartalmazza (9.
abra).

9. dbra

Ebbdl k kozéppontja koriil valo elforgatassal az Ay By félegyenes altal tartalmazott A; By hurt kapjuk. E két har
egymést a koron beliil egy D pontban metszi, hiszen B; és By az A1 As egyenesnek ugyanazon az oldalan van, igy ez
az Fp és Ey pontokra is all, a hirok végpontjai tehat As, A;, Fa, Fq rendben kiévetkeznek a k korén az elforgatés
kovetkezményeként. Ezek szerint az A1 Ao DA a k koron beliil van, s a konvexitas miatt e haromszog tartalmazza a Cy
pontot. Ezzel a fenti allitast igazoltuk.

A H,, Hs hatszogek alakzatanak a Hs, H4 hatszogek alakzataval vald egybevagosagabol azonban az kovetkezik,
hogy a k és k1 korok sugara egyenld. Ez az ellentmondas feltevésiink lehetetlenségét bizonyitja. Hatszogiink szemkdozti
oldalai tehat parhuzamosak és szemkozti szogei egyenlsk.

Megjegyzések: 1. A 8. abrat Gjabb hatszogek csatolasaval tovabb épithetjiik, igy az egész sikot beborité hatszog-
récshoz juthatunk (10. dbra).

10. abra

A szemlélet azt mutatja, hogy ennek a racsnak hatszogei egymést sem részben, sem egészben nem fedhetik. E
tény szabatos igazolasa nem illenék mar e lap keretei kozé. Megjegyezziik azonban, hogy ebbdl a ténybdl egyszerien
kovetkezik a feladat allitdsa. Elég ugyanis azt belatni, hogy az Ay, As, As, ... pontok egy egyenesen vannak. Ennek
igy kell lennie, mert ellenkezd esetben egy koron helyezkednének el, hiszen az A; A3 As . .. torottvonal szakaszai és ezek
hajlasszogei a hatszogek egybevagosaga miatt egyenlSk. Ha viszont e pontok egy koron volnanak, akkor volnanak olyan
hatszogek is, amelyek egymast részben vagy egészben fedik.

2. Elkészithetjik a mondott hatszogracsot akkor is, ha az adott hatszog konkav (11. abra).



11. dbra

A szemléletre épitve, de szabatos bizonyitas nélkiil ugyanigy kovetkezik ebbdl az abrabol, hogy feladatunk allitasa
és ennek csak a szemkozti oldalak egyenlGségét megkovetelS altaldnositasa akkor is helyes, ha a hatszog konvexitasat
nem kotjiik ki.

3. A kozolt megoldasok mindegyike kihasznalja a hatszog konvexitésat. Ez tortént, amikor a hatszoget atlokkal
daraboltuk, amikor szdgeiket atlokkal felbontottuk, amikor a 6. dbra négyszogének szerkesztésénél természetesnek
vettiik, hogy oldalai nem metszik egymést, és amikor a 7. dbraval kapcsolatosan hallgatolag kihasznaltuk azt, hogy pl.
az A1 AyCoCy négyszog oldalai nem metszhetik egymast.

VII. megoldas. Az adott hatszoget AD &atlojaval két négyszogre bontjuk. Tiikrozziik az ABC D négyszoget az AD
oldal felez6pontjara. Igy a centralszimmetrikus ABC DE; Fy hatszoghoz jutunk, melynek szemkozti szogei egyenldk.
Elég tehat kimutatnunk, hogy e hatszog az adott hatszoggel azonos.

Ellenkez6 esetben ugyanis pl. DAF< < DAF< (12. dbra).

12. dbra

Mivel a DAF A-ben és DAF; /A-ben paronként egyenls oldalak kiilonb6z6 szogeket fognak kozre, a kisebbik szoggel
szemben a harmadik oldalak kisebbike van, tehat DF < DFj. Ugyanarra a tételre hivatkozva a DEFA és DFyFy A
esetében: DEF< < DFE, F1<. Ezek szerint az adott hatszog A, C, E cstucsu szogeinek dsszege kisebb a masik hatszog
megfelels szogeinek Osszegénél, 360°-nal. Ezért a feladatnak a szogekre vonatkozd megkotése a vizsgalt esetben az
adott hatszogre nem teljesiilhet.

Megjegyzések: 1. Valamennyi eddig kozolt megoldas felhasznalta a sokszogek szogdsszegére vonatkozo ismeretein-
ket, tehat lényegesen épitett a parhuzamossag axiomajara. A legutobbi megoldast gy moédosithatjuk, hogy ebben a
vonatkozasban csak a kovetkezd segédtételre épitsen: Ha két hdaromszdgben két-két oldal pdronként egyenld, akkor az
ezekkel szemben levd szdgeknek dsszege abban a hdromszdégben nagyobb, amelyikben a két oldal dltal kozrefogott szdg
kisebb. E segédtétel helyessége kozvetleniil adodik, ha tudjuk, hogy a haromszog szogosszege 180°. Ha ezt a segédtételt
felhasznaljuk, befejezhetjiik a legutobbi megoldast anélkiil, hogy a hatszog sz6gosszegére hivatkoznank. Megallapithat-
juk ugyanis, hogy a DAF A és DEF /A mindegyikében nagyobb a D és F' cstucsa szogeknek 6sszege, mint a DAF; A, ill.
DE; F1 A megfelels szogosszege. Igy tehat az adott hatszogben a 12. abran két ivvel jelzett szogeknek Gsszege nagyobb,
az egy ivvel jelzetteké pedig kisebb, mint a szimmetrikus hatszog megfelel6 szogosszege. Mivel azonban ez utébbiban
a két szogosszeg egyenls, az adott hatszogben a feladat kirovasa nem teljesiilhet.

2. Az ismertetett modositas azért értékes, mert a felhasznalt segédtételt a parhuzamossag axidméajara vald hivat-
kozas nélkiil is igazolhatjuk. Legyen az ABCA-ben és A1 B1C1/A-ben AB = A1By, BC = B1C1, tovabba ABC'< >
A1 B1C1 <. Igazolnunk kell, hogy

CAB< + ACB<« < C1A1B1<+ A1C1 B1 <.

Nyilvan elég azzal az esettel foglalkoznunk, amidén a baloldali szogeknek egyike nagyobb a jobboldal megfelels szogénél,
pl. amidén ACB< > A1Cy B1<. Helyezziik egymaésra haromszogeink BC' és B1C oldalat (13. 4dbra).



13. dbra

EgyenlGtlenségeink kovetkeztében Ay az ABCA belsejében van, ezért C1 A; B1<t > CAB<, tovabba az AA; egyenes
altal kimetszett D pont a BC' szakasz belsejében van. Forgassuk el az ABC/\-et B koriil A1 BC* A helyzetbe. Az ad6do
abraban

C1A1Bi< — CAB< = CAC*«,
ACB<« — A1C1B1<« = ACA 1 «.

Allitasunk tehat ACA; < < CA;C*< alakban irhat6. Ennek helyessége a két-két egyenld oldalt tartalmazo AC Ay /-
bél és CA1C*A-b6l kovetkezik, ha tudjuk, hogy AA; < CC*. Ez viszont nyomban adodik, ha az ABA;/\-re és
CBC* A-re alkalmazzuk a kovetkez6 tételt: Ha két egyenl@szdri hdromszog szdrai ugyanakkora széget alkotnak, akkor
annak a hdromszégnek az alapja nagyobb, amelyiknek szdra nagyobb. A szérakra ugyanis BA = BA; < BD < BC.

3. Megallapitasainkbol kovetkezik, hogy a feladat allitdsa és annak csak a szemkozti oldalak egyenlGségét megko-
vetel§ altalanositasa helyes az olyan geometridban is, amelyikben a parhuzamossagi axioma nem érvényes, viszont a
legutobb kimondott tétel helyes. A tajékozott olvaso szaméara megjegyezziik, hogy ezzel igazoltuk allitasunk helyességét
a Bolyai-féle geometridban, s6t — ha a negyedfékornél nagyobb tévolsagokat kizarjuk — a gombi geometridban is.

VIII. megoldas. A feladat eddig targyalt altaldnositasan is tilmenden a kovetkezst igazoljuk: Ha egy konvex
hatszég szemkozti oldalai egyenldk, és valamelyik szége a szemkézti szognél kisebb, akkor a hdrom-hdrom pdronként
nem-szomszédos szog osszege kiozil az a kisebb, amelyikben a szemkézti szognél kisebb szog dsszeadandoként szerepel.

Legyen a feltételeinket kielégité ABC DEF hatszogben A< < D< (14. abra).

14. dbra

Minthogy az FAB/A-ben és a CDEA-ben e szogeket paronként egyenls oldalak fogjak kozre, FB < EC, és a
maésik két szog Osszege az FFAB/A-ben nagyobb. A BEFA és EBCA két-két oldala egyenls, viszont a harmadik oldal
a BEF A-ben kisebb, ezért tehdt BEF< < EBC<, és a masik két sz6g Osszege a BEF /A-ben nagyobb. A kimondott
szogegyenlGtlenségeket egybefogva éppen azt kapjuk, hogy dbrank egyives szogeinek Osszege a kétivesekénél kisebb.

Megjegyzések: 1. Mivel csak az el6z6 megoldashoz flizott megjegyzésben kimondott segédtételt hasznaltuk, és a
parhuzamossigi axiéméat nem, azért az ott mondottak a most bizonyitott ergsebb altaldnositasra is érvényesek.

2. Konnyt belatni, hogy ha egy konvex hatszdg szemkozti oldalai egyenlék, és egyik szoge is egyenld a szemkdzti
szoggel, akkor ez valamennyi szogre all. Ha ugyanis pl. A<t = D<, akkor ebbdl az FABA és CDEA egybevagosaga,
majd FB = EC révén a BEF A és EBC /A egybevagdsiga, tehat hatszogiink centralszimmetrikus volta kovetkezik. Ezt
a megjegyzést felhasznalva a feladat allitasanak a kovetkezs, valamivel még tobbet mond6 altaldnositasat mondhatjuk
ki: Ha egy konvex hatszdg szemkizti oldalai paronként egyenldk, és harom pdronként nem-szomszédos szoge kozil az
eqyik a hatszog szemkézti szégénél kisebb, akkor ez a hdrom szdég két mdsikdra is dll. Ha ugyanis e harom szog egyike
kisebb a szemkozti szognél, mésika pedig a szemkozti szognél nagyobb vagy azzal egyenls volna, akkor e harom szog
Osszege — a megoldasunkban bizonyitott tétel és a fenti megjegyzés értelmében — a masik harom szog Osszegénél egyrészt
kisebb, masrészt viszont annal nagyobb vagy azzal egyenld volna.



IX. megoldas. Hivatkozni fogunk arra, hogy ha két konvex négyszog megfelel§ oldalai paronként egyenlsk, egyik-
nek két szemkozti szogei « és B, a masiknak megfelels szdgei a; és (1, ha tovabba a < oy, akkor § < ;. Ez nyomban
kovetkezik, ha a mésik két szogpontot Osszekotd atloval négyszogeinket két-két haromszogre vagjuk fel. Ugyanis a <
miatt a meghtzott atl6 az elsé négyszogben rovidebb, mint a masikban. Ebbdl viszont 8 < 51 kovetkezik.

Allitjuk, hogy ha hatszogiinknek harom paronként nem-szomszédos szoge koziil kettd kisebb a szemkozti szdgnél,
akkor ez a harmadik szogre is all. Valoban, ha a 14. dbraban A< < D< és C<q < F<«, akkor az elérebocsatott
megjegyzést az ABEF és BCDE négyszogekre alkalmazva azt kapjuk, hogy e négyszogeknek FE-nél elhelyezkedd
szogei rendre kisebbek, mint a méasik négyszognek B-nél 1év6 szogei. Ezért csakugyan F< < B<.

Tudjuk, hogy ha hatszogiinknek egy szoge a szemkdztivel egyenls, ugyanez minden szogre is igaz. Ezt az el6z6
megoldéshoz flizott megjegyzésben bizonyitottuk.

Ezek szerint, ha a konvex hatszég szemkozti oldalai egyenldk, akkor harom-hdrom nem-szomszédos szége vagy pdron-
ként egyenld, vagy pedig az egyik szighdrmasnak mindegyik szoge kisebb a mdsik szoghdrmasnak megjeleld (szemkizti)
szogénél. Ha ugyanis nem mindegyik szog egyenld a szemkozti szoggel, akkor — mint tudjuk — egyik szdg sem lehet
a szemkoztivel egyenls. Ebben az esetben a harom atellenes szogparnak kisebb szogei ugyanahhoz a szogharmashoz
kell, hogy tartozzanak, mert ellenkez& esetben az egyik szogharmas kett6t tartalmazna e kisebb szogek koziil, ami a
bizonyitott allitas szerint lehetetlen.

A bizonyitott tétel tobbet mond ki, mint feladatunk allitasa.

Megjegyzés: 1. Feladatunk allitasdnak most bizonyitott altalanositasa csak atszovegezése a legutobbi megjegyzésben
kimondottnak.

2. Ebben az utols6 megoldasban sem a parhuzamossig axiomajara, sem a legutobbi két megoldasban felhasznalt
segédtételre nem tamaszkodtunk. Megoldasunk bizonyitja, hogy feladatunknak tétele és targyalt altalanositasainak
mindegyike helyes a nem-euklideszi geometridban, a Bolyai-féle geometridban és a gombi geometridban is.



