Sok ifju olvasonk szive bizonyara hangosabban dobban, ha arra gondol, hogy megnyerheti a Kiirschak-versenyt és
az egész orszag szine el6tt megmutathatja hivatottsdgat és ratermettségét. Az ifju, aki errdl abrandozik, bizonyéra
feltette néha magéban a kérdést, ki lehetett az a férfia, akir6l ezt a nevezetes versenyt elnevezték. Ezekben a sorokban
igyekszem jellemezni Kiirschdk Jozsefet, a nagy matematikust, az ifjusag melegszivi baratjat és joakardjat.

Kiirschdk Jozsef kisiparos csaladbol sziiletett 1864 marcius 14-én Budan. Ambar a kozépiskola minden targyaban
kitlinG elémenetelt tanasitott, matematikai tehetsége mar kozépiskolas kordban megnyilvanult, mert amikor a tanar
egy abrazolé geometriai tételt adott el, a bonyolult bizonyitést Kiirschdk még ott az éran, joval egyszertibbel he-
lyettesitette és jeles tanara (Kreybig Lajos) elismerte, hogy a tanul6 szerkesztése jobb az eladottnal. 1881-ben kertilt
Kiirschak a Mdegyetemre, amelynek nagyszerd tanarai kozil kiilonosen Kdnig Gyula — a magyar matematika mult-
janak Bolyair Janos mellett legnagyobb alakja — volt ra4 nagy hatassal, akit mindvégig mesterének tekintett. Kénig
hatasa alatt keletkezett egyik legkorabbi mive a legfels6bb matematika egyik agabol — az ugynevezett parcialis diffe-
rencidlegyenletekrsl —amelynek a fizikai alkalmazasokban is nagy szerepe van. Mar ennek a korai minek is oly nagy
sikere volt, hogy amikor Kirschdk kevéssel utobb egy nemzetkdzi matematikai kongresszuson vett részt, az ifju tudés
nevét mar ismerték.

Az egyetemi tanulményok befejezése utan Kiirschak kozépiskolai tanar lett a rozsnyoi katolikus gimnaziumban,
azutan a debreceni, majd a budapesti V. keriileti allami realiskolaban tanitott, mig végiil h6 vagya teljesiilt és 1891-
ben a Miegyetemre keriilt mint repetitor, ahol egyre emelkedve, 1904-ben rendes tanar lett s igy 6maga is a Miegyetem
kivalé matematikus tanartestiiletének tagjava valt, 1916-t6l 1918-ig a Mtiegyetem rektori méltésidgat toltotte be.

Kiirschaknak olyan nyugalom jutott osztalyrésziil, mint kevés tudésnak. Egész életét (a vidéki tanarkodastol el-
tekintve) a Hunyadi-ut 14. sz. csaladi hazban tolthette. A nyugodt életkoriilmények is segitették, hogy velesziiletett
tehetségét teljesen kifejthesse.

Kiirschak tudés munkissaganak tulnyomo része a fels6bb matematikara esik, errdl ezért itt alig beszélhetek, de
allandodan érdeklgdott a matematika elemibb részei irant is, néhany idevagoé fontosabb eredményét ismertetni fogom.
Az elemi matematika irant taplalt érdeklGdése is egyik oka, hogy a tanuldversenyek {ligye valoségos sziviigye volt.

A Mathematikai és Physikai Tarsulat 1894-ben az érettségizett tanulok részére versenyt alapitott annak 6romére
és emlékéiil, hogy elndke Edtvds Lorand kozoktatasiigyi miniszter lett. A versenyt ezért nevezték el » E6tvos« verseny-
neldl]. Kiirschak kezdettsl fogva élénken részt vett ezen versenyek elGkészitésében, feladatokat tlzott ki, a dolgozatokat
megbiralta, hogy milyen szakavatottsdggal, azt az mutatja, hogy a verseny gy6ztesei kozott — akikkel szinte barati
viszonyban volt — nagyszdmu vilaghird matematikus akadt. A versenyek irdnt mutatott nagy érdekl§désének tantjele
pompas konyve a » Matematikai versenytételek«, Szeged 1929, amelyben az els6 32 verseny anyagét dolgozta fel min-
taszertien. Megmutatja valamennyi feladat megoldasat, legtobbszor a palyanyertes dolgozatokét. Megmutatja tovabba
a versenyfeladatok Gsszefiiggését a matematika fontos részeivel d A koényv, amely igazan szorakoztatva tanit, a mai
ifjasagnak is a legmelegebben ajanlhato.

A két vilaghabora néhany éves sziineteket hozott a versenyekben. A felszabadulas utan — amikor E6tvos Lorénd
nevét természetesen a kiilonvalo fizikai tarsulat és a fizikai verseny vette fel — érthetd, az elmondottak alapjan, hogy
az Ujjaszervezett versenyt Kiirschakrol nevezték el.

Kiilon meg kell emlékeznem Kiirschak népszertsits cikkeirsl, amelyekben a matematika nagy haladasat igyekezett
megismertetni a hazai matematikusokkal. Igy a videki elhagyatottsagban, minden irodalmi forrastol tavoléls matema-
tikusoknak felbecsiilhetetlen szolgalatokat tett. Igy ismertette Hadamard (ejtsd Adamar — az elss két & rovid) a ma
is él6 nagy francia matematikus — akirél e cikkben még lesz sz6 — doktori értekezésének korszakalkot6 eredményeit.
Ily természetd cikkeiben is megnyilvanult nagy érdekldése az elemi és fels6bb matematika hataran 1évs kérdések
irant. A kormérés kétezerotszaz éves torténetérdl szolo cikksorozatara gondolok, amelyben alkalma nyilt megmutatni
a legelemibb kérdések Osszefiiggését a fels6bb matematika legijabb vivmanyaival. A kérmérés elmélete ugyanis azon
tény bebizonyitasaban nyerte megoldéasat, hogy a m szam semmiféle egész egyiitthatés algebrai egyenletnekﬁ sem te-
het eleget. Az ilyen szamokat transcendens-eknek hivjuk. 7 transcendens voltat csak 1882-ben sikeriilt bebizonyitania
Lindemann német tudésnak. Ezt a bizonyitast 1893-ban harom kivalé matematikus kiilonféleképp ugyan, de lényegesen
egyszertsitette. Kiirschak cikksorozata ezekhez az akkor teljesen 1j eredményekhez vezet el.

Példat hozok most fel Kiirsehdk gondolkozasanak gyorsasagara. Waring (ejtsd Uaring) angol matematikus 1770-
ben kimondta azt a sejtését, hogy ha k tetszésszerinti pozitiv egész szam, minden egész szam elGallithaté mint csak a
k-tol fiiggs (tehat az elGallitando szamtol fliggetlen) véges szamu k-ik hatvany Osszege. Pl. minden szam elGéllithato
mint legfeljebb 4 négyzet, mint legfeljebb 9 kob, mint legfeljebb 19 negyedik hatvany Osszege stb. Ez a tétel 139 éven
at minden bizonyitasi kisérlettel dacolt. Csak 1909-ben sikeriilt Hilbert-nek szézadunk legnagyobb matematikusanak,
a tétel bebizonyitasa. Hilbert bizonyitasa rendkiviil komplikalt volt. Kiirschdk a bizonyitast nyomban lényegesen egy-
szerisitette, igyhogy Hilbert masodik kozlésében a bizonyitdst mar a Kiirschaktdl szarmazo6 egyszertsitett alakban
adja. Azota tobb tudos faradozasai folytan (koztiik a szovjet Vinogradov és a magyar Erdds Pdl) a tétel bizonyitésa
elég egyszertvé valt. A Waring-tétel a mai szamelmélet egyik legfontosabb témaja.

LA verseny torténetével kiildn cikkben foglalkoztam e Lap hasabjain 2. évf. (1950) 3-7. old., azért itt nem részletezem.
2 A versenyre vonatkozo6 ezt a feladatot ma Hajos Gyirgy Kossuth-dijas egyetemi tanar latja el mintaszertien, aki a verseny eredmeény-
hirdetésekor ismerteti a feladatok szdmos valtozatos megoldasat.
3 Algebrai egyenlet-nek hivjuk az
apr™ +a1z™ +...+an =0.

alaku egyenletet.



Kiirschak fels6bb matematikai irodalmi munkassagabol mar csak egy tovabbi adatot emlitek, amely mutatja, hogy
mily nagy nemzetk6zi megbecsiilésnek orvendett. A mult szazad végén ugyanis a német tudosok egyesiilve hatalmas,
munkéiba kezdtek. Matematikai enciklopédiat inditottak meg (Encyklopddie der mathematisehen Wissenschaften),
amely eredetileg azt akarta megmutatni, milyen fejlédési fokot ért el a matematika a szézadforduléon. A sok kotetnyi mi
azonban lényegesen tulnétt a terven és félévszazadnyi munka utan csak nemrég fejez6dott be — de az 4j atdolgozas méris
megindult. A md jelentGségét a francia tudodsok is felismerték, ugyhogy a munkat francidul is — lényegesen kibgvitve,
hiszen a tudomény id6kozben is haladt — kiadtdk, s6t mondhatni Gjrairtak. A francia enciklopédia leglényegesebb
fejezetei egyikének, mely joformén egy egész kotet, megirasat a mar emlitett Hadamard-rdd és Kiirschdk-ra bizték.

Mint érdekes epizdédot, még azt emlitem fel, hogy Kiirschak egyik munkaja Délafrikiban jelent meg. A mai ma-
gyar matematika igen jelentékeny. Magyar matematikusok miveivel stiriin talalkozunk Eurépa, Amerika, Azsia, s6t
Ausztralia matematikai lapjaiban, de Afrikiban mind e mai napig a magyarok koziil egyediil Kiirschak publikalt.

Attérek Kiirschak néhany elemi matematikai munkajanak ismertetésére.

Legels6 dolgozata — amelyben azonban mar megmutatja oroszlankoérmeit — a korbe és kor koriill irt szabalyos
sokszogekrol szol. A tétel ismertetése el6tt meg kell ismerkedniink a monoton sorozat fogalméaval. Monotonnak neveziink
egy szamsorozatot, ha minden tagja egy irdnyban valtozik; vagy mind ng, vagy mind fogy. Kiirschdk megmutatta, hogy
a korbe irt n-szogek koziil a szabalyos teriilete a legnagyobb, a kor koré irtak koziil a szabalyos teriilete a legkisebb.
Ezzel a tétellel Jakab Steiner hirneves svajci geometer méar joval Kiirschak el6tt foglalkozott, de Steiner hallgatélag
feltételezte, — pedig nem magatol értetddé — hogy ilyen maximalis, illetve minimalis teriiletii sokszog létezik. Kiirschak
bizonyitasa azonban teljesen kifogéstalan és azon a segédtételen alapszik, hogy a korbe (koriil) irt szabalytalan sokszog
teriilete egyetlen cstics (oldal) athelyezésével megnagyobbithato (kisebbithets). Kiirschak tételébdl az is kovetkezik,
hogy ha a korbe irt szabalyos n szog oldala a,,, a koriilirté b,,, akkor az
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sorozat monoton fogy.

Ez az elemi feladat vezette Kiirschékot a legfels6bb matematika egy fontos problémakorére, amely igen jelentékeny
eredményeket koszonhet Kiirschaknak. Ez a sokszogtétel ugyanis lényegében egy tobb valtozos fliggvény szélsd érté-
keinek meghatarozasat adja. Az ilyen feladatok kozelfekvs altalanositésa, oly fiiggvények, vagy a geometria nyelvén
szolva gorbék keresése, amelyek valamely tulajdonsaggal a legnagyobb vagy legkisebb mértékben rendelkeznek. Példaul
Bernoulli Janossal kérdezhetjiik, hogy milyen gorbén kell a pontnak mozognia, hogy a (magasabban fekvs) A pontbol
a legrovidebb idd alatt érkezzék (mélyebben fekvs) B pontba. A valasz kissé megleps, mert nem az 6sszekots egyenesen,
hanem cyklois palyan kell a mozg6 pontnak haladnia. A fels6bb mennyiségtannak az ilyenfajta kérdésekkel foglalkozd
agat varidcidészamitasnak hivjak és ez volt Kiirschak tudomanyos tevékenységének egyik legfontosabb teriilete. Lattuk,
hogy mily szorosan fiigg Gssze egy egyszerd elemi geometriai kérdéssel.

Kiirschak egyik igen szép elemi eredménye, hogy az r sugart korbe irt szabalyos 12 szog teriilete 3r2. Itt sem a
tétel Gj, hanem a bizonyitas, mely minden szamitas nélkiil ér célt. Kissé egyszerisitve fogom elmondani. (Ld. az 1.
abrat.)
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1. dbra

Az O kozéppontu korbe irt szabalyos tizenkétszog csucsai Py, Pi, ..., Pi1. A korhoz a Py, Ps, Ps, Py pontokban
rajzolt érint6k az ABCD négyzetet hatarozzak meg, melynek teriilete 412, Kossiik Gssze O-t a tizenkétszog csticsaival.
A tizenkétszog tehat 12 egyenlszara haromszogbdl all, melyek mindegyikének alapja a tizenkétszog oldala, szara pedig

%A ma 88 éves halad6 tudos a nemzetkdzi matematikai élet egyik legkimagaslobb vezéralakja 1952 december havaban Bolyai Jdnos 150.
sziiletésnapja alkalméaval Budapesten rendezett tinnepségekre Bolyai munkassagahoz kapcsolodé dolgozatot kiildott.



a kor sugara. A tétel be van bizonyitva, ha kimutatjuk, hogy az r oldala négyzet teriilete egyenls 4 ilyen haromszog
teriiletével. A teljes szimmetria miatt elég lesz az els6 quadransra szoritkozni.
Rajzoljuk meg tehat a PyOP; <, szogfelezGjét és mérjiik fel ra a tizenkétszog oldalat:

OF = PyPy,
mésrészt a szogfelezd merdleges a Py P hurra, tehat
OF 1 PyP;.
Azonban
OFPy=PA=r é OPFy) L PA,
igy
(1) OPREN = PyAP A,

mert az O, ill. Py pontbdl indulé oldalak egyenl6k és meréleges szaru szoget alkotnak, melyek mindegyike hegyes szog,
tehéat egyenlSk. Hasonlé egyszertien bizonyithato, hogy

(2) OP,EN = PsAP,A
Ebbdl a két Osszeilléséghdl levezethetd, hogy
(3) PoEPIA =2 AP P A.

Ugyanis (1)-bsl Py E = APy, (2)-b6l PLE = AP;, tovabba PyPy = P; P>, mert mindkett§ a szabalyos tizenkétszog
oldala, vagyis a tizenkétszognek az els6 quadransba esé részét az r oldalu négyzetté kiegészitG PoPy P, P3 A Otszog
teriiletére

PoPiP,PsA = PhAPIA + PsAP, A + AP P A =
- OP()EA + OP1EA + P()EP1A = OP()PlA

A tizenkétszog tehat harom oly négyzet Gsszege, melyek mindegyikének oldala a kor sugara. (Amit az abra szim-
metridjanal fogva gy is belathatunk, hogy a 4 négyzetbdl a tizenkétszogdn kiviil maradt 4 Gtszog teriilete egyiitt
egyenls egy kis négyzet teriiletével.)

Most pedig Kiirschak egy igen szép szamelméleti tételét ismertetem, melyre e sorok ir6janak egy tétele vezette ra.
A tétel igy szol:

Egymdsra kévetkezd (egész) szdmok reciprok értékeinek dsszege sohasem egész szam, azaz az

L
n+1 n+2 7 n+k

(4) S =

Osszege n > 0 és k > 1 semilyen egész szamu értékénél sem lehet egész szam. A tétel annal érdekesebb, mert a jobbolali
Osszeg akarmilyen nagy lehet, de az egész szamokat mindig kikeriili.
Kiirschak szellemes bizonyitasa az alabbi egyszert tételen alapszik, amelynek bizonyitasat az olvaséra bizzuk. B Az

n+1l,n+2,....n+k

szamok kozott mindig van egy, mely 2-nek magasabb hatvanyaval oszthato, mint a tobbi barmelyike. Nevezziik ezt
s-nek,
s=2%

s-t6l eltekintve a (4) sor jobboldalan 1évs t6bbi nevezd legkisebb k6zos tobbszordse 2-nek a-nél csak alacsonyabb

A
hatvanyéval, pl. 2°-val oszthat6 (3 < ), tehat Osszegiik oYFe] alaku, ezért

5f1+ A 1 N A 2a+1
s 2B 200  28B 29}

alaki, méarpedig paratlan szamlaloé nem lehet 2%-nal oszthaté. Q. c. d.

Kiirschak tételének érdekességét tovabba emeli, hogy Erdds Pdl, akinek nevét sok olvasonk ismeri, néhany évvel
ezel6tt a tételt tobb tekintetben tovabbfejlesztette, pl. megmutatta, hogy a (4) alatti Gsszeg nem lehet egész szam
reciprok értéke sem, mésodéves egyetemi hallgatd kordban pedig kimutatta, hogy barmely egész szamu tagokbol &llo
szamtani sor egymasra kovetkezs tagjai reciprok értékeinek Osszege sem lehet egész szam.

5Megjegyezziik, hogy a jelen cikkben felhasznalt segédtételekre, melyeknek bizonyitasat a Szerz6 az olvasora bizta, a kivetkezs szam
példaanyagaban még visszatériink. — Szerk.



Azt, hogy vannak oly k értékek, amelyekkel tetszéleges n mellett a (4) alatti S érték akarmily nagy lehet, barki
konnyen belathatja. Ehhez elég azt bebizonyitani, hogy ha n pozitiv egész szam
1 1 1

n—|—1+n—|—2+“'+2n

z

N =

Ha tehat azt akarjuk, hogy S valamely elére megadott akarmily nagy M szimndal nagyobb legyen, elég ha k-t igy
valasztjuk meg k > 22Mn,

Bizonyitas nélkiil emlitem fel Kiirschaknak egy a binomialis egyiitthatok szamelméleti sajatsagairol szolo szép
tételét.

2a
Régota ismeretesek a ( ) binominalis egyiitthahat6 kovetkezs érdekes sajatsagai
a

2 2 2 2
2a _(a n a n a R a
a 0 1 2 o a
o 2\ o ) .
tovabbéa, hogy < " > mindig péros és oszthato (a + 1)-gyel és (2a — 1)-gyel.

Bauer Mihaly (szintén Miegyetemiink igen kival6 matematikusa) még egyetemi hallgaté koraban bizonyitotta be,
hogy ha a + 1 oszthaté a p primszdmmal, akkor

2n 2n 2n
() (1
0 1 o a
n minden pozitiv egész értékénél oszthato p-vel. Kiirschak ezt a tételt a kovetkezSképp egészitette ki. Ha

Ay = (g), és altalaban

A= (0 (§). ol k=012

akkor
AG+AT+ ...+ AL

r minden pozitiv egész értékénél oszthatd a + 1-gyel, ha tehat a + 1 oszthatd p“-val, a hatvanyGsszeg is. Lathato, hogy
ez a tétel Bauer tételét speciilis esetként tartalmazza, t. i. ha r paros és a > 1.

Most pedig Kiirschaknak azt a felfedezését fogom ismertetni, amelyet — persze a felfedezs nevével — a vildg minden
matematikusa ismer. Ez a tétel geometriai.

Hilbert, akir6l mar szo volt, mutatott ra arra, hogy a geometriai szerkesztésekben a korzének kétféle szerepe van. A
korz6t ugyanis nemcsak korok rajzolasara hasznaljuk, hanem sokszor csupan valamely tavolsag felmérésére, pl. szogfe-
lezésnél, parhuzamos, meréleges szerkesztésénél stb. Kiirschak 1902-ben bebizonyitotta, hogy ezeket a szerkesztéseket —
korz6 nélkiil! — pusztdn vonalzéval végre lehet hajtani ha e gy et l e n e g y tavolsdgot fel tudunk mérni. Ezt az eszkozt
egységatrakonak (Eichmass, étalon) nevezte. Ilyen eszkoz pl. a vonalzd, ha rajta két vonalkival valamely tavolsag van
megjeldlve.

A rendkiviil egyszerd bizonyitas nagy matematikusra vall. Elegendd annyit bizonyitani, hogy valamely adott egye-
nesen fekvs tavolsdggal egyenls hosszisdgu tavolsdgot mas iranyd egyenes tetszGleges pontjabol kiindulva pusztan
vonalzoval is meg tudunk szerkeszteni, ha egyetlenegy — természetesen az adottol kiilonbo6z6 — tavolsagot &t tudunk
vinni.

A bizonyitas felhasznal egy tételt, amely versenyfeladat gyanant is szerepelt igy bizonyitasat olvasoinkra bizzuk.
Ez a segédtétel a kdvetkezs:

Ha az ABCA B és C cstcsaibol hiazott tranzverzélisok az A-bol kiindul6 silyvonalon metszik egymaést, a szemkozti
oldalt pedig a P ill. @ pontban talaljak. Akkor

PQ || BC.

Ezen tétel segitségével nyomban szerkeszthetiink pusztan vonalzoval és egységatrakoval adott P ponton at adott
egyeneshez parhuzamost (2. dbra).
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2. dabra

Az adott egyenes tetszésszerinti K pontjabol jobbra-balra felmérjiik a mértékegységet, a végpontok legyenek B és C'.
A CP egyenesen felvessziik egy tetszésszerinti (P-t6l és C-t6] kiilonb6z6) A pontot. C-bol a BP és AK metszéspontjan
at huzott egyenes AB-t messe Q-ban, PQ a keresett parhuzamos. (Ugyanis AK az ABC haromszog stlyvonala.)

Ezen elézmények utan konnyen bebizonyithatjuk Kiirschdk tavolsagatrakéd szerkesztését. Rakjuk at — pusztan vo-
nalzoval és mértékegységgel — az a egyenesen megadott AB tavolsdgot a P pontbol kiindulé b egyenesre: (3. abra).

3. dbra

P-bol parhuzamosat szerkesztiink AB-hez (ezt a segédtétel értelmében eszkozeinkkel megtehetjiik), B-bol pedig
AP-hez, metszéspontjuk Q). Most P-bdl felmérjiik az egységet b-re és a PQ egyenesre, a két végpont C és D. (PC =1
PD =1) Q-bol CD-hez htuizott parhuzamos b-t a keresett E' pontban metszi, tehat

PE = AB.

Mar csak egyetlen tovabbi Kiirschak-féle eredmény bemutataséara szoritkozom. Olvaséink bizonyéra ismerik a sakk-
tablara vonatkozo kovetkezs feladatot: a sakktablan valamely mez6bdl kiindulva a tdbla minden mezejét be kell jarnunk
lougras szerint 4gy, hogy minden mez6t csak egyszer érintsiink.

Kiirschak bebizonyitotta, hogy ez a feladat akkor is megoldhatd, ha a sakktabla mindkét iranyban a végtelenbe
terjed. Bizonyitasa meglepGen egyszerti. A bejaras az 5% mezejii sakktablan konnyt feladat. Felbontja a végtelen mezét
52 mezejii tablak osszegére.

Kiirschak kivalo tanar volt, rendkiviil vilagos el6adasaval gondolatébresztéen hatott, miegyetemi el6adasai konyv-
alakban is megjelentek (Analizis és geometria 1., 1919); ez kitling bevezetés a fels6bb mennyiségtanba. Az id&sebb
mérndkok és a nagy magyar matematikus nemzedék tilnyomod részének nagyrabecsiilt mestere volt. A matematika
torténete is érdekelte, Bolyai Farkas Tentamen-je gyonyord 0j kiadasanak egyik szerkesztGje.

Még egy nagy szolgalatot tett Kiirschak a magyar matematikinak. A tudoményoknak — koztiik a matematikanak
—a 19. szazadban valé rohamos haladasa kovetkeztében egy-egy személy mar nem kovethette a tudomény fejlédését.
Oly folyoiratokat kellett tehat kiadni, amelyek targykorok szerint csoportositva roviden ismertették az elért Gj eredmé-
nyeket. A magyar nyelvd kozleményekkel hosszt ideig nem t6r6dott senki. 1902-ben Kiirschak egy ilyen francia nyelvi
hollandiai referalo (cikkeket ismertetd) folydirat munkatarsa lett és azota a magyar nyelvi matematikai munkakrol is
tudomaést szerzett a vilag.



