1. Mar régéta kozismert. kedvelt talalos kérdések az ilyenek: elkiildtek valakit, hogy hozzon cigarettat 1 forintért,
még pedig vegyen 1/2 krajcarosbol, 5, 7 és 20 krajcarosbol is. Mibdl mennyit hozott, ha 100 cigarettat vett (és egy 1
forint = 100 krajcér)?

Annyi mindenesetre vilagos, hogy a dragabb cigarettakbol csak keveset lehet venni, a cigarettdk tilnyomo része
1/2 krajcaros kell hogy legyen, hiszen annyi cigarettat vesziink ahany krajcarunk van. De pl. egy 5 krajcaros cigaretta
4 krajcarral dragabb, mint ahany darab, tehat annyi 1/2 krajcarost kell venni minden 5 krajcaros mellé, hagy azok ara
meg 4 krajcarral kevesebb legyen, mint ahany darabot vettiink, tehat 8-at. Hasonléan minden 7 krajcaros cigarettahoz
12 darab 1/2 krajcarost is kell venni, mert ez ad egyiitt 13 cigarettat és az ara is 7+ 6 = 13 krajcar. Végiil minden 20
krajcéaros cigarettahoz 38 darab 1/2 krajcarost kell venni. Ha tehat az 5, 7 és 20 krajcaros cigarettakbol rendre z, y,
z darabot vesziink. akkor ezekhez 8z + 12y + 38z darab 1/2 krajcarost is kell venni s igy az Osszes cigarettak szama
(ami 100 kell hogy legyen)

(1) 9z + 13y + 39z = 100.

Ez azonban hatarozatlan egyenlet, hiszen 3 ismeretlen is van benne. Viszont ezekr6l az ismeretlenekrsl tébbet is
tudunk, mint hogy kielégitik az (1) egyenletet, hiszen a cigarettdk szama csak pozitiv egész szam lehet. Ekkor pedig
mér ujabb Osszefiiggéseket is talalhatunk. Nézziik meg példaul, hogy a baloldal masodik és harmadik tagja is oszthatd
13-mal. Vigyiik at az elsé tagot a jobboldalra:

(2) 13(y + 3z) = 100 — 9.

Ugy kell tehat z-et megvalasztani, hogy a jobboldal oszthaté legyen 13-mal. z = 1-gyel mindjart talalunk ilyen x
értéket: 100 — 9 = 91 = 7 - 13. Valasszuk tehat z-et 1-nek, ekkor

(3) y+32="17

marad az egyenletbsl és ennek y = 1, z = 2 megoldasa. Ha tehat 1-1 darab 5 és 7 krajcaros cigarettat vesziink és 2
darab 20 krajcarost, akkor kell még 96 darab 1/2 krajcaros, hogy 100 darab legyen és ezek &ra Osszesen

1
5'96+5'1+7~1+20~2:100.

2. Ezzel talaltunk egy megoldasat az (1) egyenletnek, de vajon aki bevasarolt, valoban igy vasarolt-e? Vajon nincs-e
tobb megoldasa is, nem lehet-e végtelen sok megoldasa is a feladatnak? Hogy végtelen sok megoldas nem lehet, azt
konnyd latni, hiszen x is, y is, z is pozitiv, tehat a baloldal mindegyik tagja kiilon kisebb 100-nal:

9r < 100, 13y <100, 39z < 100,

azaz

1 9 22
<114 -, <7+ —, <2+ .,
T + 9 Y + 13 z + 39
illet6leg, mivel x, y, z még pozitiv egészszamok is, igy
1<z <11, 18y ST, 15252,

(Egy kis ovatossaggal jobb korlatokat is talalhattunk volna.) Mivel egész szdmokat keresiink, igy minden valtozé csak
véges szamu értéket vehet fel, s igy Gsszesen is csak véges szamu értékrendszer allithaté ossze bel6liikk. Persze tavolrél
sem mind fogja kielégiteni az (1) egyenletet, de annyi bizonyos, hogy csak az ilyen értékrendszerek koziil keriilhetnek
ki az egyenletrendszer megoldasai, tehat mindenesetre véges a szdmuk. Kikereshetnénk ezeket tigy, hogy a most talalt
lehetséges megoldasok mindegyiket végigprobéljuk, de ez nagyon faradalmas volna, még ha javitanank is a talalt
fels6 korlatokon. A fent talalt megoldéas keresését nagyban megkonnyitette oszthatosagi Osszefiiggések felhasznalasa.
Probaljuk meg most ugyanezen az Gton keresni az Osszes megoldasokat is. A (2) egyenletbdl taldltunk alkalmas x
értéket. Valaszthatnank-e 1-t6l kiilonbo6zé értékeket is x-nek? 100-bol kellett 9-nek olyan tdbbszorosét levonni, hogy
13-mal oszthat6 szdm maradjon. Ha 9-et levontunk, akkor 7 - 13 maradt. Ha ebb6l még levonunk valamit, csak akkor
kapunk 13-mal oszthat6 szamot, ha a levonandé is oszthat6 13-mal. 9-nek a 13-szorosa a legkisebb 13-mal oszthatd
tobbszordse, azonban 13-9 = 117 mar tal nagy, 91-bél levonva negativ szdmot adna, tehat x nem lehet nagyobb 1-nél.

Igy y és 2 csak a (3) egyenlet megoldésa lehet. Ebb6l z = 1 és 2 nyilvan egyforman lehetséges. y megfelels értékei 4
és 1. Az y = 1, z = 2 parra méar ratalaltunk. Lehetséges azonban az is, hogy az 5, 7 és 20 krajcaros cigarettabol sorra
x =1,y =4, z =1 darabot vettiink. Ekkor 94 darab 1/2 krajcéros cigarettat kell venni és

1
5-94-1—5-1-}—7-44—20-1:100.

tehat ez is megoldasa a feladatnak. Igy megkaptuk a feladat két kiilonbz6 megoldasat és tudjuk, hogy tobb megoldas
nincsen.



3. Nézziik meg, hogyan valtozik a megoldas, ha a kovetelmények ugyanazok maradnak, de az 5 krajcaros cigarettak
helyett 13 krajcarosakat akarunk venni. Koévessiik ismét azt a gondolatmenetet, ami az (1) egyenlethez vezetett minket.
A valtozas most csak az, hogy egy 13 krajcéaros cigaretta mellé 24 darab 1/2 krajcarost kell mindig venniink, mert
ennyinek az ara kevesebb 12-vel, mint ahany darabot vettiink. Igy most a 13 krajcaros cigarettak szamat jeldlve x-szel
(1) helyett a

25z + 13y + 39z = 100

egyenletet kell megoldanunk, amit igy is irhatunk:
13(y + 32) = 25(4 — 2).

Ez azonban lehetetlen, hiszen, mivel 25 és 13 relativ primek, igy 4 — z-nek kellene oszthaténak lennie 13-mal, emellett
pozitivnak kellene lennie, mert a baloldalon pozitiv szam all és z is csak pozitiv lehet. 1/2 krajcaros, 7, 13 és 20
krajcaros cigarettakbol tehat nem lehet gy Gsszesen 100 darabot venni, hogy az aruk éppen 1 forint legyen.

4. Probaljunk akkor nem az 5, hanem a 7 krajcaros cigarettédk helyett venni 13 krajcarosokat. Jeloljiik x-szel, y-nal,
z-vel az 5, 13 és 20 krajcaros cigarettak szaméat. Mivel minden 5 krajcaros cigarettahoz 8 darab 1/2 krajcarost kell
venni, minden 13 krajcaroshoz 24 darab és minden 20 krajcaroshoz 38 darab 1/2-eset, hogy az atlagar pont egy krajcar
legyen, igy az Osszes cigarettak szamara

9z + 25y + 39z = 100

kell fennéalljon. Innen
3(3x + 132) = 25(4 — y).

Kell, hogy 4 — y pozitiv és 3-mal oszthat6 legyen. Mivel y is pozitiv, y csak 1 leltet. Ekkor
3z + 13z = 25,

ami csak ugy lehet, ha z = 1, tehat = 4. Ekkor a 1/2 krajcéaros cigarettak szamara 94 marad és
1
§~94+5~4+13~1+20~1:100

Ez esetben tehat csak gy vasarolhatunk be, hogy a 1/2 krajcaros cigarettabol 94-et, az 5-0sb6l 4-et, a 13-asbol és
20-asbol pedig 1-1-et vesziink.

5. Azt a meglepd tényt tapasztaltuk, hogy egyetlen harom ismeretlenes egyenletet is annyira hatarozotta valhat,
hogy csak néhany, vagy éppen egyetlen megoldasa legyen, s6t az is lehet, hogy nincs megoldasa, ha tovabbi meg-
szoritasként azt kivanjuk, hogy a megoldas egész szamokbol, mégpedig pozitiv egészekbdl alljon. Amikor egy egész
egyiitthatos egyenletnek csak az egész megoldasait keressiik, akkor diofantoszi, egyenletekrdl szoktunk beszélni, bar
nem az egyenlet specidlis tulajdonsigéarol van sz6, hanem a megoldasokra kotiink ki megszorité kovetelményeket; igy
helyesebb volna diofantoszi problémarél beszélni

Kétismeretlenes egyenlet Gsszes egész megolddsanak keresése

6. Az el6z6kben targyalt problémakat latszolag szerencsésen addodo kozos osztok alapjan sikeriilt megoldanunk.
Vajon valéban csak véletlen szerencse volt-e, hogy célhoz értiink, vagy van-e valamilyen altalanos eljaras ilyen feladatok
megoldésara? A tovabbiakban ezt fogjuk megmutatni, hagy elséfoku egyenletekre van altalanos megoldasi eljaras.
El6szor csak arra lesziink tekintettel, hogy a megoldasoknak egész szdmokbol kell llniuk. Ez esetben altalaban még
végtelen sok megoldasa lesz egy egyenletnek, mégis egyszerd attekintést fogunk tudni szerezni az 6sszes megoldéasokrol.
A bevezets feladatok haromismeretlenes egyenletekre vezettek, az alabbiakban vizsgaljunk elGszor kétismeretlenes
egyenleteket, tehat elsd feladatul ttizziik ki egész egyiitthatds

ar+by=c

alaku egyenletek Gsszes egész megoldasainak megkeresését.

7. Nézziink néhany példat:
3z + 7y =13.

! Alexandriai Diofantosz életérsl vajmi keveset tudunk, valoszintleg i. u. 360 koriil élhetett. O volt as els6, aki nem kapcsolodva geometriai
képhez, foglalkozott a négy alapmivelettel (beleértve természetesen a hatvanyozast is) felépithetd problémakkal. Ezzel az eur6pai kulttraban
6 volt az els6, aki az algebra probléméajat érdemben felvetette és jelentés eredményeket is mutatott fel. Szamelméleti problémakkal csak
annyiban keriilt kapcsolatba, hogy a gorogok csak a pozitiv racionalis szdmot ismerték el szamnak, s igy § is az egyenletek pozitiv raciondlis
megoldasat kereste. Nem sok kévetdre talalt. Miiveire csak E. G. Bachet de Méziriac (olv. Basé d6 Méziriak) francia matematikus hivta fel
a figyelmet a XVI. szdzad végén. Az els6foki egyenlet megoldasa Diofantosznak nem okozott problémat, hiszen raciondlis megoldas mindig
van. Az egész megoldasok keresésének kérdését Bachet vetette fel. A cikkben ismertetendS megoldasi eljaras is Bachet-t6l ered.



Azt hogy = és y egész, ugy fogjuk tudni kihasznélni, hogy az egyenletet atalakitjuk egy egész és egy tort részbgl allo
egyenlGséggé. Ekkor a tort, csak latszolagos tort lehet, mely a lehetséges egyszertsitések utan egész szamot ad és ebbdl
fogunk tudni tovabb kovetkeztetni. Itt x kifejezésével tudunk ilyen alakot kapni:
l—y
=4-2 —.
T Y+ 3

1—
Mivel x is, 4 — 2y is egész, kell hogy Ty =t is egész legyen. Innen
y=1-3t

és ezt x kifejezéséhe helyettesitve
r=4—-246t+t=2+ Tt

Egyenletiink megoldasai tehat csak (2 + 7¢, 1 — 3t) alaka szampérok lehetnek, ahol ¢ valamilyen egész szamot jelent.
(Természetesen a két helyen ugyanazt a szamot.) Helyettesitsiik ezeket az értékeket egyenletiink baloldalaba:

3(247t) + 7(1 = 3t) = 6+ 21t + 7 — 21t = 13.

Mivel ¢ kiesett az Osszefiiggésbdl, igy ezek az értékparok barmilyen ¢ érték mellett megoldasait adjak az egyenletnek.
Allitsunk Gssze értéktablazatba néhany megoldast szolgaltato z, y értékpart, feltiintetve azt is, hogy milyen ¢ értékhez
tartoznak:

t Lo =3 —2 -1 0 1 2 3...
T .o —19 —12 -5 2 9 16 23 ...
Y ... 10 7 4 1 -2 -5 -8 ...

Sikeriilt tehat az egyenlet megoldésait ugy allitani els, hogy abban szerepel ugyan egy (Gjabb) ismeretlen ¢, de ennek
nemcsak bizonyos alkalmas értékei, hanem barmilyen egész értéke mellett megoldasat kapjuk az egyenletnek, és a felirt
kifejezések szolgaltatjik az Osszes megoldast. Ez az egyszertd attekintés a gyokok folott, amire céloztunk. Egy ilyen,
az eredeti feladat valtozoi elGallitasdhoz segitségiil vett valtozot paraméternek szokas nevezni. Sikeriilt tehat az Osszes
megoldasoknak egy parameéteres elgallitasat talalnunk.

Figyeljiik még meg, hogy az egymasutani x értékek mindig 7-tel novekednek, az y értékek pedig 3-mal csokkennek,
tehét igen egyszerd szabalyossagu sorozatot alkotnak. Kiilonben a paraméteres elgallitasbol is vilagos, hogy ha t 1-gyel
ng, akkor x novekszik 7-tel, y pedig fogy 3-mal.

8. Nézziik most, hogy eljarasunk alkalmazhato-e mas egyenletekre is:
142 — 5v = 19,

innen
4o — 4

=2r—3
Y T + 5

Itt az utolso tortnek kell valamilyen t egész szamnak lennie.
4o —4
5

Ez maga is kétismeretlenes egyenlet 1-t6l kiilonboz6 egyiitthatokkal. Eljarasunk mégsem volt eredménytelen, mert itt
mar kisebb egyiitthatok szerepelnek: a 14 helyett mar csak 4. Fejezziik ki innen z-et:

=t, 4x — 5t = 4.

t
a::l—l—t—l—Z:l—Ft—l—v,
tehat ¢/4 = v kell hogy egész legyen:
t=4v x=145v y=20-3+t=2(1+5v)-3+4v= -1+ 14v.

Itt tehat tobb 1épésben, de djra elértiink egy paraméteres elgallitdshoz. Behelyettesitve a kiindulasi egyenlet balolda-
labas:
14(1+5v) = 5(—1+ 14v) = 14+ 70v + 5 — 70v = 19;

tehat itt is v akdrmilyen egész értéke mellett megint megoldast kapunk. Néhany megoldast ismét 6sszeallitunk:

v ] -1 0 1 2 3...
T oo =9 —4 1 6 11 16 ...
y Lo =29 —15 -1 13 27 41 ...




Itt az egymasutani x-értékek 5-ével, az y-értékek pedig 14-ével novekednek.

9. Az egyiitthatok fokozatos csokkenése kivanhat még sokkal tobb 1épést is, mint az elézs feladatban, de akkor is

biztos, hogy véges szadmu lépésben célra vezet:

182 + 13y + 15 = 0.

Innen

5T 4 2
y=—x—1-—

13
3t —2
x:?t—l—T:Zt—l—u,

2u+ 2

t=u-+ =u-+wv,
u:v—l—k%:v—l—l—z,

Innen 1épésrél 1épésre visszahelyettesitve:

u=2z—142=32—-1,

=—z—1-t,

or + 2 = 13¢;
3t — 2 = bu;
2u 4 2 = 3v;
v =2z.

t=0Bz—-1)2z=5z—-1,
2=2(052—-1)+32-1=132-3, y=—(132-3)—-1—(52—1)= =182 +3.

Csak az ilyen alaku értékpéarok adhatnak egész z értékek mellett megoldast. Ezeket az eredeti egyenletbe helyettesitve

18(132 — 3) +13(—182+3) + 15 =18 - 132 — 54 — 13- 182 + 39 + 15 = 0,

tehat minden z érték mellett valoban megoldast kapunk. Allitsunk 6ssze ismét néhany megoldast:

z -2 -1 0 1 2 3..
x —29 —16 -3 10 23 36 ...
y 39 21 3 —15 —33 —51 ...
10. Oldjuk még meg a kovetkezs egyenletet:
1022 + 45y = 53.
Az el6z6khoz hasonldan jarva el
8—12
y=1-2z+ 45x:1—2x+t, 8 — 122 — 45t
8 —9¢
x:—3t+T=—3t+u, 8 — 9t = 12u;
8§—3
t=—u-+ gu:—u—i—v, 8 — 3u = 9Yu;
2
=2-3 —.
U v+ 3

Itt azonban megakadtunk. Kovessiik nyomon egyes lépéseinket. Ahhoz, hogy egész z-érték mellett y egész legyen, az
els6 sorban szerepld t-nek is valamilyen egész szamnak kell lennie. Ha azonban ¢ egész, akkor x csak ugy lesz egész,
ha a masodik sorban u-val jelolt kifejezés is egész szam, ha pedig t is, u is egész, akkor a harmadik sor v-je is csak
egész lehet. A negyedik sor szerint viszont v barmilyen egész szam is, u soha sem lehet egész. Ez azt jelenti, hogy az
egyenletnek nem lehet egész megoldasa. Ez valéban igy is van és erre kiilonosebb szamitas nélkiil is rajohettiink volna,
hiszen az egyenlet baloldaldn all6 102 is, 45 is oszthato 3-mal, tehat a baloldal barmilyen egész x és y értékre 3-mal
oszthato szamot ad, a jobboldalon viszont 53 = 3 - 17 4+ 2 nem oszthaté 3-mal, tehat semmilyen egész értékekre nem

allhat fenn egyenlGség.

11. Ha viszont 53 helyébe pl. 51-et irunk:

akkor mindenekel6tt végigoszthatjuk az egyenletet 3-mal:

102x + 45y = 51,

34x + 15y = 17;



innen

2 —4x

y=—-2x+1+ R =1-2x+t, 2 — 4z = 15t;
2—3t

x=—3t+T=—3t+u, 2 — 3t = 4u;
9 _

tz—u—i—Tu:—u—i—v, 2 —u=3v;

u=2-—3uv, t=—(2-3v)+v=4v—2,

x=—3(4dv—2)+2—3v=—-15+8u,

y=1—2(=15v+8) +4v — 2 = 34v — 17.
Az ilyen értékparok ki is adjak az 6sszes megoldast, mert

34(—15v + 8) + 15(34v — 17) = —5100 + 272 + 510v — 255 = 17.

12. Olyan eljarast taldltunk tehat, amivel vagy meg tudjuk oldani egyenletiinket, vagy kideriil, hogy az egyenlet
nem oldhaté meg. Az utobbi eset kovetkezik be akkor, ha az ismeretlenek egytitthatdinak legnagyobb k6zos osztdja nem
osztdja az ismeretlent nem tartalmazoé tagnak. Késébben latni fogjuk azt is, hogy minden mas esetben van megoldasa
az egyenletnek. El6bb azonban igyekezziink a bevezetésiil targyalt feladatokhoz kozeledni. Egyrészt az 1-4. pontban
targyalt feladatokat nem ilyen eljarassal oldottuk meg. Nem kinalkozik-e vajon egyszeriibb ut méas feladatoknal is?
Masrészt tudunk-e mondani valamit altalaban a pozitiv egész megoldasokrol? Végiil ott haromismeretlenes egyenletek
leptek fel. Igy felvetdik a kérdés, hogy talalhato-e altalanos eljaras tobbismeretlentd elséfokt egyenletek megoldaséara
is.

13. Gyorsabb eljarast talalhatunk bizonyos specialis feltételek esetében. Pl. az el6z6 pontban targyalt
34x + 15y =17

egyenletrél hasznos lesz észrevenni, hogy a 17 osztoja x egyiitthatojanak. Igy az x-es tagot a jobboldalra vive és 17-et
kiemelve
15y = 17(1 — 2z).

Ebbdl latszik, hogy 15y-nak oszthaténak kell lennie 17-tel. 15 és 17 azonban relativ primek és tudjuk, hogy ha egy
szorzat oszthato egy szdmmal és az eqyik tényezdje relativ prim e szamhoz, akkor a mdsik tényezd kilon oszthato e
szammal. Esetiinkben tehat y-nak kell oszthatéonak lennie 17-tel:

y =17y, 1517y = 17(1 — 2x), 15y =1 — 2x;
!

y:—7y’+z, 11—y =2z, Yy =1-2z;

r=-Ty +
=152 -7, y=17—34z.

Ezzel 1ényegében egy lépéssel sikeriilt roviditeni az eljarast. Ehhez hasonl6 réviditési lehet&ségeket hasznaltunk ki az
1-4. pontban is.

A nyert el6allitas lényegesen kiilonbozének latszik attol, amit a 11. pontban nyertiink, azonban irjunk z helyett
1 — v-t és maris az el6bbi paraméteres elGallitast kapjuk. A z = 1 — v Osszefiiggésbdl viszont minden egész v értékhez
egész z adodik és megforditva is egy egész z értékhez a v = 1 — 2z érték, ami szintén egész. A kiilonbség tehat csak
annyi, hogy az a megoldas, ami az egyik paraméter 0 értékéhez tartozik, azt a masik paraméter szerinti elgallitasban
az 1 paraméterértéknél kapjuk meg és a kétféle paraméteres elGéllitasban ellentétes sorrendben vannak a megoldasok
felsorolva.

14. Még lényegesebb konnyitést jelent, ha ratalalunk egy megoldéasra. Nézziik pl. a
172 4+ 10y = 384

egyenletet. Ha talalunk 17-nek olyan tobbszorosét, amit 384-bél levonva 10-zel oszthaté szamot kapunk, akkor mér
talaltunk is egy megoldast. Egy ilyen tobbszorosnek 4-re kell végzédnie, tehat 34 = 17 -2 példaul megfelel. Ezt 384-b6l
levonva 350 marad, tehat

384 =34+4+350=17-2+10- 35,

vagyis * = 2, y = 35 megoldasa az egyenletnek. Vonjuk le 384-et a most felirt alakban felbontva a baloldalboél:
172+ 10y — 384 =172 — 17-24+ 10y — 10-35=17(x — 2) + 10(y — 35) = 0



vagy a masodik kifejezést a jobboldalra vive
17(x — 2) = 10(35 — y).
Mivel 10 és 17 relativ primek, a jobboldal akkor és csakis akkor oszthat6é 17-tel, ha 35 — y oszthato vele:
35—y =1T7t, y=35—1T7t.

Ezt egyenletiinkbe irva
17(x —2) = 10- 174, x —2 =10t x =2+ 10¢.

Egy megoldast ismerve tehat egy lépésben kaptuk meg az 0sszes megoldasokat és azt is, hogy az igy nyert paraméteres

megoldas mindig gyokot allit el és kiadja az Osszes gyokot, anélkiil, hogy vissza kellett volna helyettesiteni az eredeti

egyenletbe. Jegyezziik meg, hogy ehhez ismét lényegesen kihasznaltuk az el6z6 pontban délt bettikkel kiemelt tételt.
Ugyanezzel a gondolatmenettel belathato altalaban, hogy ha az

(4) ar+by=c
egész egyltthatds egyenletben a és b relativ primek és xo, yo egqy egész megolddsa az egyenletnek, akkor
(5) r=z0+bt,  y=yo—at

minden egész t-hez az egyenlet eqy egész megolddsat adja és elddllatja az 6sszes megolddst. Ebb6l egyszersmind az is
leolvashato, hogy ha egy egész egyiitthatos (4) alakt egyenletnek van egész megoldasa, akkor végtelen sok van.

15. Kérdés még az, hogy milyen esetekben van egész megoldasa a (4) egyenletnek, mikor nincs. Lattuk, hogy
megoldas csak akkor lehet, ha a és b legnagyobb kozos osztdja osztdja a c-nek is. Emlitettiik, hogy ilyenkor van is
mindig megoldas. Ezt lényegében eljarasunk is igazolja.

Tegyiik fel, hogy teljesiil a feltétel. Amennyiben az a-nak és b-nek 1-nél nagyobb k6z0s osztoja van, akkor ezzel
végigoszthattuk az egyenletet, amint azt a 11. pontban targyalt példaban tettiik. Az osztas utan x és y egyiitthatdja
mar relativ prim lesz. Feltehetjiik, hogy a (4) egyenlet mér ezen osztas elvégzése utan keletkezett, tehat a és b relativ
primek.

Vegyiik masodszor észre azt is, hogy a megoldési eljaras végén nem lett volna sziikséges az = és y szdmara nyert
eredményt behelyettesiteni, mert eleve biztos, hogy az = és y szadmara kapott értékek a paraméter minden értéke
mellett kielégitik az eredeti egyenletet. Lassuk ezt be pl. a 8. pontban targyalt feladaton. Haladjunk ismét visszafelé
egyenleteink soran. A t = 4v Osszefiiggéshez abbol a meggondolasbol jutottunk, hogy ¢ és az x = 1+t + v érék akkor
és csakis akkor elégiti ki a 4= — 5t = 4 egyenletet, ha ¢ és v koziil csak az egyiket valasztjuk tetszés szerint, a masikat
viszont agy, hogy kettdjiik kozt a t = 4v Osszefiiggés alljon fenn. Ez esetben x = 14-5v, t = 4v. Ha v egész és csak ebben
az esetben lesz x és t is egész. Tehat v barmilyen értéke mellett ez a szAmpar megoldasa a 4o — 5t = 4 egyenletnek és
az egyenlet minden megoldasa felirhato ilyen alakban.

Ehhez az egyenlethez viszont azon az alapon jutottunk, hogy = és y = 2x — 3 + t akkor és csak akkor elégiti ki az
eredeti 14z — 5y = 19 egyenletet, ha = és ¢t kozt fennéll a 4x — 5t = 4 Ssszefiiggés és akkor és csak akkor kapunk egész x
és y értekeket, ha t is egész. Eppen lattuk azonban, hogy ennek sziikséges és elégséges feltétele, hogy = = 1450, t = 4v
legyen, tehat y = —1 + 14v. Meggondolasainkbol tehat, ha azokat pontosan kovetjiik, az addédik, hogy z = 1 + 5w,
y = —1 4+ 14v a 14z — 5y = 19 egyenletnek megoldésit adja minden v érték mellett Az egyenlet minden megoldasa
elgallithato ilyen alakban, tovabba akkor és csak akkor kapunk egész megoldast, ha v is egész.

16. Teljesen hasonléan minden esetben belathaté, hogy az eljarasunkkal nyert paraméteres elGallitéds a paraméter
minden értéke mellett megoldasat adja az egyenletnek, elGallitja az Osszes megoldéast és egész megoldast akkor és
csak akkor ad, ha a paraméter értéke egész — feltéve természetesen, hogy az utolsd osztéasnal nem marad olyan tort,
amelyben valtozé mar nem szerepel.

Azt kell tehat még belatnunk, hogy ez az eset nem fordulhat elG, ha x és y egylitthatoja két egymashoz relativ
prim szam. Ezt viszont jobb lesz altalanosan és nem egy példa kapcsan gondolni végig. A (4) egyenletbdl z-et kifejezve
az

I:kly—Fll—F

$:k1y+l1+t1

egyenlethez jutunk, ahol ky és r1 az osztasi hdnyados és maradék ha b-t a-val elosztjuk, tehét
(6) b:ak1—|—r1 0§T1<CL

hasonléan [y, és s; olyan egészek, amelyekre
c=uali + s1.

Ha itt ry = 0, akkor a osztdja b-nek, mivel azonban a és b relativ primek, ez csak tugy lehet, ha a = 1. Ekkor
véalaszthatjuk [1-et c-nek és s1-et 0-nak, tehat t; = 0, ez esetben az egyenlet tehat megoldhaté. Ha ry #£ 0, akkor ¢1-nek
is egésznek kell lennie és t; és y kozt az

r1y + s1 = aty



Osszefiigges all fenn. Itt ri-gyel kell atosztanunk:
a =11k +ra, 0<ry <y, s1 =11l + s2.

Ha itt 7o = 0, vagyis 1 osztdja a-nak, akkor a (6) egyenlséghol kovetkezik, hagy b-nek is osztoja r1, tehat kozos
osztdja a-nak és b-nek s igy csak 1 lehet. Ekkor valaszthato so 0-nak (Io-t valaszthatjuk si-nek) s igy

Yy = at1 — S1.
Ez esetben tehat az egyenletnek van egész megoldéasa. Ellenkezs esetben

rot1 — S
y = kaly —12+¥ = kat1 — la + 1o,
1
ahol t1 és to kozott az
roty — So = ritg

Osszefiiggésnek kell fennallnia, s hogy y és t1 egész legyen, t1-nek is egésznek kell lennie.
Hasonléan haladhatunk lépesrdl 1épésre tovabb. Az ismeretlenek egyiitthatoi sorra a, b, majd a b : a osztas ry
maradéka, azutan az a : r1 0sztas ro maradéka és igy tovabb. Ezekre fennall az

la>r1>re>...>20

egyenl6tlenségsorozat, vagyis az r;-k pozitiv egész szamok, amelyek allandéan csokkennek; egy ilyen sorozat azonban
csak véges lehet, tehat van egy osztas, amelyik maradék nélkiil elvégezhets. Ekkor azonban az el6z6khoz hasonléan
lathato, hogy az utolsd osztd kozos osztdja az Osszes el6z6 r;-knek, tehat a-nak és b-nek is, s igy csak 1 lehet. Ekkor
a vele valé osztds maradék nélkiil elvégezhetd, s igy a szokisos moéddon visszahelyettesitve valoban nyeriink egész
megoldasokat. Ezzel belattuk, hogy a (4) egyenletnek van egész megoldasa (és ekkor végtelen sok van) ha a és b relativ
primek, s igy akkor is, ha a és b legnagyobb kozos osztoja maradék nélkiil megvan c-ben is.

A pozitiv megolddsok keresése

17. Keressiik most az el6z6 feladatokban a pozitiv egész megoldéasokat. A 7. pontban targyalt
3z +Ty=13

egyenlet egész gyokeinek értéktablazata azonnal mutatja, hagy az egyetlen pozitiv gyokpar az x = 2, y = 1. A gyokok
sorozatdban megfigyelt szabalyossag folytan biztos, hogy a késébbi, fel nem sorolt megoldasokban is vagy x, vagy y
negativ.
A 8. pontban targyalt
14z — b5y =19

egyenletnek viszont a (6, 13) értékpartol kezdve csupa pozitiv megoldasa kovetkezik. s igy végtelen sok pozitiv meg-
oldasa van. Nyilvanval6 is, hogy névekvs z-hez egyre nagyobb y értékek is tartoznak, mivel a két tag kiilonbsége nem
valtozhat. Ez kiilonben a paraméteres elallitasbol is lathato.
A 9. alatt targyalt
18z + 13y +15=0

egyenlet értéktablazata nem tartalmaz pozitiv gyokpart, nyilvan nem is tartalmazhat, hiszen ha z is y is pozitiv, akkor
a baloldal is, s igy nem adhat O-t.

18. A tovabbi feladatokhoz mar nem készitettiink értéktablazatot Irjuk fel itt algebrailag azt a kovetelést, hogy a
megoldasok pozitivak. Pl. a 11. pontban targyalt

34x + 15y =17
egyenlet (egyszertsitett alakjaban irtuk mindjart) megoldasai
xr =8 —15v, y = 34v — 17.
Mindkettének pozitivnak kell lennie, amit ugy irhatunk jelekkel, hogy nagyobbak 0-nal :
8 —15v > 0, 34v — 17 > 0.

Az els6 csak akkor allhat fonn, ha v ,elég kicsi”, utobbi pedig, ha v ,elég nagy”. Igy v megengedett értékeit két korlat
kozé fogjuk tudni szoritani, még pedig

8 1
8 > 15v, azaz ’U<E és 34v > 17, azaz v>§.



Mivel még v egész is, igy azt kapjuk, hogy
v=0 és v <1

Ilyen v szam azonban nem létezik, nemcsak az Osszes egész szamok kozt, de az Osszes valos szamok kozt sem. (Ezt is
lathattuk volna mindjart az egyenletr6l is, mert ha x és y pozitiv egész, tehat legaldbb 1, akkor a baloldalnak mar az
els6 tagja is nagyobb, mint a jobboldal.)
Keressiik végiil a 14. pontban targyalt
172 4+ 10y = 384

egyenlet pozitiv megoldasait. Ezek a t paraméter azon értékeihez tartoznak, amelyekre
r=2410t >0, y=35—17t > 0;

innen
t > L t< 35
5’ 17
At =0, 1, 2 értékekhez tehat pozitiv egész gyokok tartoznak, ezek:

azaz 0<t<2.

t 0 1 2

T 2 12 22

Y 35 18 1

19. Az eddigiekben az egyiitthatok elGjel- és nagysagviszonyaibol meg tudtuk allapitani, hogy van-e pozitiv gyok
és végtelen sok van-e. A kovetkezd példa azonban azt fogja mutatni, hogy nem mindig van pozitiv megoldéas akkor
sem, ha nem latszik ,ranézésre”, hogy nincs pozitiv megoldas. A

6x + Tv = 22

egyenletrdl pl. sem az elGjelek, sem az egyiitthatok nagysdga még nem ad alapot annak eldéntésére, hogy van-e pozitiv
gyok, ill. olyan kovetkeztetésre, hogy nem volna ilyen. Alkalmazzuk tehat a kérdés eldontésére az el6zd pont eljarasat.
Oldjuk el6szor meg az egyenletet:

r=3—-y+t, 6t =4 —1y; y =4 — 6t, r=—-14Tt
A porzitiv gyokot szolgaltato t-értékekre tehat fenn kell dllnia az

1 2
r=—-14+7t>0, y=4—-6t>0, azaz t>?, t<§,

vagy mivel ¢t egész, az
1<t<0

egyenl6tlenségeknek, ilyen ¢ érték azonban nem létezik, tehdt az egyenletnek nincs pozitiv egész megoldasa, bar ez
nem volt ranézésre nyilvanvalé.

20. Min milik hat, hogy van-e vagy nincs pozitiv megoldas, ha az egyiitt hatok elGjele és nagysagi viszonya sem
ad erre biztos valaszt? Nyilvan ismét azon kovetelésen, hogy a megoldas még egész szam is legyen. Az el6z6 feladatban

talalt
L <t< 2
7 3

1 11
feltételnek pl. eleget tesz t érték, a szamegyenes egy §—nél nagyobb (pontosan 21 hosszisaga szakaszanak minden

valés szama. Ezek kozt végtelen sok raciondlis szam is akad, egész szdm azonban mar nem.

Viladgosabb képet kapunk a helyzetrdl, ha valéban képet probalunk alkotni, tehat grafikusan abrazoljuk a megolda-
sokat. Ha a 7., 8. és 9. pontokban készitett értéktablazatok értékparjait grafikusan dbrazoljuk, akkor a megoldasokat
abrazolo pontok egy-egy egyenesen latszanak sorakozni. (1. abra.)

18x+13y+5+0

1hx-Sy=19



1. dbra

Ez nemcsak latszat, hanem valéban igy is kell lennie éppen az egymésutan kdvetkezé megoldésok kozt megfigyelt
szabalyossag alapjan. Lattuk pl., hogy a 3z+ 7y = 13 egyenlet paraméteres megoldasaban ¢ értékét egyenként novelve x
értéke mindig 7-tel né, y értéke pedig mindig 3-mal fogy. Igy minden pontbél a kévetkezébe ugyanolyan meredekséggel
lefelé haladva jutunk el, tehat valéban egy egyenesen sorakoznak a megoldasokat abrazolé pontok. (Ha t értékéiil
nemcsak egész szamokat vesziink tekintetbe, akkor az egyenes barmely pontjanak x, y koordinatait megadjak alkalmas
t érték mellett az © = 2 4+ 7t, y = 1 — 3t kifejezések.)

Teljesen hasonlé a helyzet a tobbi egyenletnél is. Altalaban ha egy (5) alaku egyenletrendszer egyes t értékekhez
tartoz6 megoldaspéarjait grafikusan abrazoljuk, ezek mindig egy egyenesen sorakozé pontok lesznek.

Az egész megoldasoknak olyan pontok felelnék meg, amelyeknek mindkét rendezéje, mindkét koordinatija egész
szam. Ha ezeket abrazoljuk, ezek egybevago kis négyzetek csicsain racsszerten helyezkednek el a sikban. (2. abra.)
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2. dbra

Az ilyen pontokat réviden racspontoknak fogjuk nevezni. A pozitiv megoldasokat olyan racspontok dbrazoljik,
amelyeknek mindkét koordinatajuk pozitiv egész szam. Ezeket a sik azon szektordba esd racspontok dbrazoljak, amelyet
az z-tengelynek is, az y-tengelynek is a pozitiv fele hatarol. Ezt szokas roviden elsé siknegyednek nevezni.

A kétismeretlenes els6foku egyenletnek tehat dbrazolasban egyenes felel meg. Az egész megoldasokat az egyenesre
es0 racspontok abrazoljak, a pozitiv egész megoldasokat az elsé siknegyedbe esé racspontok. A pozitiv egész megoldasok
keresésének tehat az a kérdés felel meg, hogy atmegy-e az egyenletet képvisel6 egyenes elsé siknegyedbeli racsponton.

21. Nézziik el6szor is, hogyan helyezkedhet el egy egyenes az elsé siknegyedhez képest. Lehet, hogy egyik hatarat
sem metszi, mint a 3. abra (I) egyenese.

3. dbra

Lehet, hogy az egyenes mind a két hatarvonalat metszi s igy egy véges darabja esik az els6 siknegyedbe, mint a (II)
egyenesnek. Végiil lehet, hogy az egyenes csak egy pontban metszi 4t a siknegyed hatarat és onnan kezdve a belsejében
halad, mint a (III) vagy a (IV) egyenes. Mostmar az, hogy a harom eset koziil melyik fordul el6, eldénthets tisztéan az
egyiitthatok elGjelébsl; belathatd konnyen, hogy ha az ax + by = c egyenletben a és b ellenkezs elGjeld, akkor mindig
a harmadik eset all fenn. Ha viszont a és b egyezs elGjeld, akkor aszerint kdvetkezik be az elsd, vagy a mésodik. eset,
amint c elGjele ellenkezs, vagy olyan, mint a-é és b-é. Ennek igazolasatol itt eltekintiink, mert a pozitiv megoldasokra,
mint mar lattuk, dgy sem kapunk ebbdl teljes felvilagositast.

22. Az elsé esetben természetesen nem lehet pozitiv megoldasa az egyenletnek, hiszen az egyenesnek nincs pontja
az els6 siknegyedben. Ez kiilonben azonnal lathat6 abbol is, amit az egyiitthatok elGjelérél ebben az esetben mondtunk.

Belathato az is, ha nem is ilyen kénnyen, hogy a harmadik esetben viszont végtelen sok pozitiv egész megoldasa
van az egyenletnek, ha egyaltalan van egész megoldasa.

Azt mar lattuk — a. 14. Pontban — hogyha egy egész egyiitthatos elséfoku egyenletnek van egész megoldasa,
akkor van végtelen sok. Pontosabban az is igaz, hogy ezen megoldasokat egy egyenesen egyenld tdvolsdgban sorakozd



racspontok abrazoljak. Hiszen tudjuk, hogy a megoldasokat pl. novekvs = értékek szerint elrendezve ezen z értékek
mindig ugyanannyival novekednek. A 8. pontban targyalt

14x — by =19

egyenletnek pl. egy egész megoldésa volt x = 1, y = 1 és ezen tul 5-6nként novelve vagy csokkentve z-et talalunk
egész megoldasokat. Ez geometriailag azt jelenti, hogy az egész megoldasoknak megfeleld racspontok az y-tengellyel
parhuzamos, egymastol 5 egységnyi tavolsagban kovetkezs egyeneseken helyezkednek el, ezek az egyenesek metszik ki e
racspontokat az egyenletet szemléltets egyenesbdl. Ezen parhuzamos egyenesek azonban egyenld szakaszokat metszenek
ki és éppen ezt akartuk igazolni.

Ha most egy egyenletet olyan egyenes szemléltet, amelyiknek egy végtelen félegyenese esik az els6 siknegyedbe és
esnek az egyenesre racspontok, akkor ezek az els§ siknegyedben is egyenls tavolsagban kovetik egymast, tehat végtelen
sok racspont van az egyenes els6 siknegyedbe es6 részén. Az egyenletnek tehat, amit az egyenes szemléltet, végtelen
sok pozitiv egész megoldasa van.

23. Hatra van tehat még a masodik eset. amikor az egyenletet abrazol6 egyenesnek egy véges szakasza esik az els6
siknegyedbe.

Abréazoljuk a 18. és 19. pontban szereplé harom egyenletet (4. abra), mindegyik ilyen egyeneshez vezet, ketton
koziiliik nincs racspont, a harmadikon van harom is.

0 20\ ~
 17x10y~384
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N WOx+1ly =10

IxeTy=13

Ox+Tye22
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4. dbra

Ilyen a mar abrazolt 3z + 7y = 13 egyenlet képe is. Ennek egy pozitiv megoldasa van. Teljesen fiiggetlen az
egyenesen 1évs racspontok szama az egyenes els6 siknegyedbe es darabjanak a hosszatol. Rajzoljuk meg pl. a (0,10),
(10,0) pontokat 6sszekots egyenest és azt is, amelyik a (0,11), (11,0) pontokat koti 6ssze. Ezek mindegyike igen gazdag
récspontokban, minden egész x értékhez tartozé pontjanak y értéke is egész. A két egyenes kozt azonban egyetlen
racspont sincs. Igy ha pl. az elsének a (0,10) pontjat a masodik (11,0) pontjaval kétjiik Ossze, akkor a keletkezd
egyenesnek e két pontja kozé nem eshetik racspont. De az egyenesnek éppen ez a szakasza esik az els6 siknegyedbe. Igy
annak az egyenletnek, amelyiket ez az egyenes dbréazol, nincs pozitiv egészszamokbol all6 megoldasa. Konnyt latni,
hogy a

10z + 11y =10-11 =110

egyenletnek ez az egyenes a képe, mert az egyenletnek x = 0, y = 10 is és z = 11, y = 0 is megoldéasa, tehat az ezeknek
megfelel§ pontokat Gsszekotd egyenes a képe. De ugyanagy lathaté, hogy a

100z + 101y = 10 100

egyenletnek, mely a (0,100), (101,0) pontokon megy at, szintén nincs pozitiv egészekbdl allo megoldasa és hasonloan
készithetS egyenlet (és sok mas modon is.); amelyet abrazolo egyenesnek tetszés szerint nagy darabja esik az els§
siknegyedbe, még sincs egyetlen pozitiv egészekbdl 4ll6 megoldasa sem, bar egész megoldasa van.

24. Az ilyen egyenletek pozitiv megoldasainak létezését legkdnnyebben tigy donthetjiik el, ha megkeressiik mindjart
a pozitiv megoldasokat gy, ahogyan azt a 18 — 19. pontban tettiik. Célszerd ez abban az esetben is, amikor végtelen
sok pozitiv megoldas van, ha pontosan akarjuk tudni, hogy honnan kezdve kovetkeznek ezek a pozitiv megoldasok.
Az eljaras tehat az, hogy elGszor is megkeressiik az egyenlet egész megoldasainak egy paraméteres elGallitasat, azutan
felirjuk azt a kovetelményt, hogy mindkét Gsszetevs pozitiv (tehat 0-nal nagyobb) legyen és az igy adodo egyenlSt-
lenségekbdl meghatarozzuk a paraméter azon egész értékeit, amelyek mindkét feltételt kielégitik. (Természetesen a



paraméter szdmara konnyen adédhatnak negativ értékek is, csak a hozzajuk tartozé megoldasoktol kivanjuk, hogy
pozitivok legyenek.)

25. El6fordulhat az is, hogy nem pozitivitast koveteliink a megoldastol, hanem mas nagysagi kikdtések vannak
adva.

Valaki igy szol: Otven forintbol vettem egy sakktablat. Csupa apropénzt kaptam vissza. Mikor a maradék pénzem
szamoltam, kiraktam a tablara tgy, hogy minden mezén ugyanannyi pénz volt. Aztan vettem figurdkat. A futoért,
huszéarért haromszor, a toronyért négyszer, a vezérért kilencszer, a kiralyért pedig tizenhatszor annyit fizettem, mint
egy gyalogért és maradt 15 forintom. Vajon mennyi pénze volt az illetének és mire mennyit adott ki?

Ha z fillért tett szamolgatas kdzben egy mezére, akkor a tabla vétele utan 64z fillér pénze maradt. Ha egy gyalog
ara y fillér volt, akkor a 32 figura ara 16y + 8 -3y +4 -4y + 2 - 9y + 2 - 16y = 106y volt, tehat

64z — 106y = 1500.

Oldjuk meg el6szor is az egyenletet. Osszunk 2-vel:

32z — 53y = 750,
T=23+y+t, 21y + 14 = 32¢.

Mivel az utolsé egyenlet baloldala oszthat6 7-tel, 32 pedig relativ prim hozza, igy ¢ oszthaté 7-tel: ¢ = Tu, a baloldal
pedig csak ugy lehet paros, ha y is az: y = 2v. Igy

x =23+ 2v+ Tu, Yy = 2w, 3v+ 1 = 16u;
v =>5u-+ z, u—1=3z, u=1+43z;
v=>5+ 16z, y =104 32z, x =40+ 53z.

26. Mint az varhaté volt, végtelen sok pozitiv megoldas van. Mi azonban nemcsak azt tudjuk a megoldasokrol,
hogy pozitiv egészszamok, hanem azt is, hogy a sakkozonak vasarlas el6tt 50 forintja volt, tehat a tablavétel utan mar
biztosan kevesebb. Igy az

z =40+53z > 0, y=10+322>0

feltételek mellett fenn kell allnia a
642 = 2560 + 33922 < 5000

feltételnek is. Ezeket egyenként megoldva z-re

10 2440 305

2= 320 “ <3302 124

40 -
— >
53
Az els6 két egyenlGtlenségbdl az kovetkezik, hogy z nem lehet negativ egész, az utolso szerint viszont pozitiv egész
sem lehet, tehat

z =0, z = 40, y = 10.

Igy a tabla ara 5000 — 64 - 40 = 2440 fillér, azaz 24,40 Ft volt, a figuraké pedig 10,60. Latjuk, hogy végtelen sok pozitiv
megoldés esetén is hatdrozotta lett a megoldas egy tovabbi nagysagi korlatozas folytan. Nézziik meg ismét mit jelent
ez grafikusan (5. dbra).

A (6) feltételbol

tehat pozitiv egész szamokrol 1évén szo6



Az ezen feltételt kielégité pontok az dbran vonalkizott egy irdnyban végtelen sdvba esnek. Egy ilyenbe egy nem
fiiggoleges egyenesnek mar legfeljebb véges sok racspontja eshet.

Tobbismeretlenes egyenletek és egyenletrendszerek

27. Térjiink vissza végezetiil a bevezetd feladatokhoz, azok koziil is az els6hoz. 100 krajcarért 100 cigarettit vettiink,
azok kozt volt 1/2, 5, 7 és 20 krajcaros. Haromismeretlenii egyenletrendszerhez jutottunk, ahhoz is ravaszkodassal, de
minden ravaszkodéas nélkiil is eljarhattunk volna: Ha az 5, 7 és 20 krajcaros cigarettak szadmat, mint ott, x, y és z-vel,
a 1/2 krajcarosokét pedig v-vel jeloljiik, akkor a cigarettak szama

v+ x +y+ 2z =100 darab,

az aruk pedig
1/2v + 5z + Ty + 20z = 100 krajcar.

Ha innen v-t kikiiszoboljiik, a masodik egyenlet kétszeresébdl levonva az elsét, akkor jutunk az eredetileg targyalt
9z + 13y + 39z = 100

egyenlethez.

Altalaban kett6nél t&bb ismeretlen esetén mar egyenletrendszer is lehet hatarozatlan (pl. ha kevesebb egyenletiink
van, mint amennyi az ismeretlen). Ezekkel kapcsolatban is felmeriil a kérdés, vajon mit tudunk az egész megoldasokrol
mondani, ha egész egyiitthatos els6foku egyenletrendszerrsl van sz6.

El6szor altalaban is azt tessziik, mint az el6z6 feladatban: kikiiszoboliink annyi ismeretlent, amennyit csak lehet,
mig végiil csak egy egyenletiink marad. Az igy nyert egyenlettel viszont ugyandigy jarunk el, mint két ismeretlen
esetén: kifejezziik azt az ismeretlent, amelyiknek legkisebb abszolut értékd az egyiitthatdja és azutan lépésrdl lépésre
ismételjiik az eljarast. Lassunk erre is egy példat. Mindjart csak egy egyenletet adunk meg:

152 + Ty + 232z = 346,
—z—2
y:—23:—3z—|—49+“%:—2x—3z+49—|—t,

3—x—22z=Tt, r=3—2z—Tt, y =43+ z + 15t.

Ahhoz. hogy egész x és z mellett y is egész legyen, t-nek is egésznek kell lennie, viszont nyilvan ha z és ¢ egész, akkor
x és y is az. Nem adddott semmilyen kikotés z-re, tehat z is jelenthet barmilyen egészszdmot. A kapott értékeket
visszahelyettesitve az egyenlet baloldalaba

15(3 — 22 — Tt) + 7(43 + 2 + 15t) + 23z =
— 45 — 30z — 105¢ + 301 + 7z + 105t + 23z = 346,

azok valoban akirmilyen z és t érték mellett kielégitik az egyenletet. Az az egyetlen kiilonbség adodott tehét csak,
hogy most nem egy, hanem két paraméter szerepel (egyik gyanant maga az egyik valtozo szolgal, amelyek helyébe
béarmilyen egész szamokat irva megoldast kapunk és ilyen alakban minden megoldas elgallithato.

Nem bocsatkozunk bele a részletek elemzésébe. Az el6z6khoz hasonldoan lathatd, hogy akarhany ismeretlen esetén
els6foku, egész egylitthatos egyenletnek akkor és csak akkor van egész megoldasa — és akkor végtelen sok — ha az Gsszes
valtozok egyiitthatéinak legnagyobb ko6zos osztoja osztéja az allando tagnak is. Ekkor eggyel kevesebb paraméter
segitségével allithato el§ az altalanos megoldas, mint ahdny ismeretlen van.

Ugyancsak nem foglalkozunk itt részletesebben a pozitiv megoldasok kérdésével. ami ijabb elvi probléméat nem okoz,
de a feltételiil kapott egyenlStlenség-rendszer megoldésa szokatlan problémat jelent. Ezekre még feladatok kapcsan
vissza fogunk térni.



