(2., befejezs kozlemény)
A feltételes valdsziniség

A kovetkez$ példa egy 0j és a valoszintiség szamitasban fontos fogalomhoz, a feltételes valoszintisitéséhez fog
elvezetni. Tekintsiink egy 40 nébsl és 60 férfibol allo csoportot és tegyiik fel, hogy a nék koziil 3, a férfiak koziil
pedig 4 szinvak. A csoport tagjai szemvizsga el6tt allanak és az orvos talalomra kivalaszt valakit a 100 vezetéknevet
tartalmazo névjegyzékben. Mivel a névjegyzékben csak a vezetéknév van feltiintetve, azért a kivalasztott egyén lehet

ferfi is, meg né is, és annak valdszintsége, hogy a kivalasztott egyén ,szinvak nd” legyen nyilvan To0 = 0,003, mig
7
annak a valészintisége, hogy az igy kivalasztott egyén szinvak legyen 00— 0,07. De mihelyt a kivalasztott egyén belép

a vizsgélati helységbe és latjuk, hogy nd, akkor a lehetséges esetek szama méar csak 40, a feltett kérdésre nézve kedvezd

3
esetek szdma 3, és igy annak valoszinisége, hogy a kivalasztott egyén — feltéve, hogy ez nd — szinvak legyen 0= 0,075.

(A szinvaksag abszolut — vagyis feltétel nélkiili — valészintsége, mint lattuk, 0,07.)

Ez utobbi példaban egy szinvak ember kivalasztasanak a valészintiségét kerestiik meg azon feltétel mellett, hogy a
vizsgalatra nét valasztottunk. Ez a feltétel annak az eseménynek a bekovetkezését jelenti, hogy a taldlomra kivalasztott
egyén ng.

Altalaban ha egy esemény bekdvetkezésének a valdszindségét olyan korilmények koziott keressiik, hagy kozben egy
mdsik esemény bekovetkezését feltételezzik, a nyert valdszindséget feltételes valdszindségnek nevezzik. Amikor feltéte-
les valdszintségrél beszéliink, mindig meg kell mondanunk, hogy melyik az az esemény, amelynek a bekovetkezését
feltételeztiik, vagy ahogy mondani szoktuk: amelyre az eredeti eseményiink valésziniiségét vonatkoztatjuk.

Elsfordul, hogy a feltételes valoszintség kiszamitasa bonyolult feladatot allit elénk, ezért le fogunk vezetni egy
képletet, amelynek segitségével adott esetben a feladatot lényegesen egyszeriibben tudjuk megoldani. A fent targyalt

3
példaban a keresett valoszintiség — volt. Jeloljik A-val azt az eseményt, hogy szinvakot, B-vel pedig, hogy nét

valasztunk a 100 ember koziil. Jeloljiik tovabbé v4p-vel annak az eseménynek a valoszintiségét, amely abban all, hogy
a kivalasztott egyén egyszerre szinvak is és né is, vp-vel pedig annak a valosziniiségét, hogy a feltételként szerepls

esemény bekovetkezzék, vagyis, hogy a csoportboél kivalasztott ember né. Mivel a csoportban Gsszesen 3 szinvak né
3 40 2
van, ezért vap = 100’ a n6k pedig egyiittvéve 40-en vannak, tehat vg = 100~ 5 Ennek alapjan
3
3 100 v
V= — = m = —AB

40 40  wp '
100

Most bizonyitsuk be, hogy ez a képlet nem csupéan a mi specidlis példank esetében, hanem minden esetben érvényes.
Tekintsiink két esemeényt és az el6z6ekhez hasonloan jelsljiik 6ket A-val, illetve B-vel. Allapodjunk meg tovabba abban,
hogy k4 p-vel jeloljiik a két esemény egyiittes bekovetkezéséhez, mint Gjabb eseményhez tartozé kedvezs esetek szamat,
v p-vel a megfelels valoszintiiséget, kp-vel a B esemény kedvez eseteinek a szamét és vp-vel a megfelel$ valoszintséget.
Végiil a lehetséges esetek szaméat jeloljiikk n-nel és az A eseménynek azon feltétel melletti valosziniiségét, hogy a B
esemény bekovetkezik vy, p-vel (olvasd: az A eseménynek a B eseményre vonatkozo feltételes valoszintisége). Ha az A
esemény bekdvetkezését olyan koriilmények kozott vizsgaljuk, hogy a B esemény bekdvetkezését feltételezziik, akkor
nyilvanvald, hogy a feltételes valészintiség kifejezésében a lehetséges esetek szamanak a szerepét kp fogja jatszani.
A kedvezs esetek szaméat pedig az hatarozza meg, hogy ezen kp eset koziil mennyi azoknak az eseteknek a szédma,
amelyek az A eseményre nézve is kedvezéek. Mivel jeloléseink szerint ez a szam k4 p, azért

kap
_kap T, vas
’UA/B——k = - = —
B kg vB
n

Ez az egyenlGség azt mondja ki, hogy egy eseménynek egy mdsik eseményre vonatkozo feltételes valdsziniségét
kiszamithatjuk gy, hogy a két esemény egyiittes bekdvetkezésének a valdsziniségét elosztjuk a feltételként szerepld
esemény bekdvetkezésének a valdsziniségével.

Gyakran el6fordul azonban az az eset, hogy v,,p feltételes valoszintiség kiszdmitdsa aranylag egyszeri, ellenben
nehezebb feladat a két esemény egyiittes bekdvetkezésének, a vap valdszintségét kiszamitani. Ebben az esetben az
elébb levezetett képletet felhasznalhatjuk a v4p kiszdmitasara. Ugyanis, ha vp-t atvissziik a masik oldalra, azt kapjuk,
hogy

UAB = VA/B " UB-

A bevezetésben szerepld példaban lattuk, hogy annak valdszindsége, hogy a kivalasztott egyén szinvak is (A), meg

né is (B) vap = = 0,03. Mivel A és B egymastol nem fiiggetlen események, azért hiba volna vap-t, a szorzasi

100
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tétel alapjan kiszamitani, amikor is azt kapnank, hogy vap = v4 - vp = 100 100 = 0,028. Ellenben a fenti képlet
40 3 3 .
UAB = VB *VA/B = Thr " 0= = 100 helyes eredményhez vezet.

Ez az utobbi képlet tehat akkor jelent segitséget, ha az A és a B események nem fliggetlenek, vagyis amikor az
egyiittes bekovetkezés valoszintségét nem lehet a szorzasi tétel segitségével kiszdmitani. Ha a két esemény fiiggetlen,
akkor

VAB = VA - UB

és ezért
VAB VA - UB

VA/B= — — = — _— = va.
B B

Nyilvanval6é tovabba, hogy vap = vpa-val, hiszen vap az A és B esemény, vpa pedig a B és A esemény egyiittes
bekovetkezését jelenti, tehat
UBA UB VA

VB/A= = — =UB.
VA va

Ezek a formulak azt fejezik ki, hogy ha két esemény egymdstdl fiiggetlen, akkor az egyiknek a mdsikra vonatkoztatott
feltételes valdsziniisége egyenld az illetd esemény abszolut valdszinidségével.

Meég vilagosabba valik a feltételes valdszintiség fogalma, ha példaul a bevezetésben szerepld példaval kapcsolatban
feltessziik a kovetkezs kérdést: Egy taldlomra kivalasztott egyén szinvaknak bizonyul; mekkora annak a valészintsége,
hogy e kivalasztott szinvak egyén ng?

Képletiink szerint a keresett feltételes valoszintiség

VAB

VA/B = ——
UB

ahol vap az egyiittes bekovetkezés (szinvak is. meg né is) valoszintsége, vagyis vap = és vp a feltételezett

3
100°
esemény bekovetkezésének valoszintsége. Jelen esetben a szinvaksagot tételeztiik fel, tehat vp = 100’ és igy a keresett
feltételes valészintiség

3
vAB 100 3
= — = = - ~0,429.
VA/B vg 7 7 )
100
. AP o S 40
Ezzel szemben az abszolut valoszintsége annak, hogy egy kivalasztott egyén n6 vy = To0 = 0,4.

A most kovetkezs példak koziil csupan a harmadikban és a negyedikben fogjuk a képleteinket alkalmazni, az
el6bbiben a v4,p az utobbiban pedig a vap kiszamitésara.

Példdk. 1. Egy urndban van 10 piros, 5 fehér és 2 z6ld goly6. Huzzunk ki egyméas utan visszatevés nélkil két
golyot az urnabol. Tegyiik fel, hogy az elsére kihtizott golyo piros (B esemény), mekkora ebben az esetben annak a
valészintiisége, hogy a méasodikra kihtzott goly¢ is piros szinG?

Ha az els6 goly6 piros szint, akkor az urndban mar csak 9 piros golyé marad, tehdt akkor annak a valészintisége,
9

16

2. Tekintsiik valamely varosban a kétgyermekes csaladokat. Jeloljiik roviden a fiukat f, a lanyokat pedig [ betvel,
akkor egy kétgyermekes csalad két bettvel jellemezhets. Ha az elsG betiivel az id&sebb gyerekeket jeloljiik, akkor
a kovetkezd tipusa csalddok lehetségesek: ff, fl, If, ll. Tegyiik fel, hogy mindegyik tipust csaladbol ugyanannyi
él a véarosban. Ha kivalasztunk egy olyan csaladot, ahol tudjuk, hegy egy fit van (B esemény), mekkora annak a
valoszintsége, hogy mindkét gyermek fia? (A esemény).

Mivel azok a csaladok, amelyeknél legalé’lubb egy fii van, haromszor annyian vannak, mint azok, amelyeknél két fia

hogy méasodszor is pirosat hizunk: v4,p =

van, tehéit a keresett valoszindség: v,/ p = 3

3. Egy konyvesbolt 40 db. konyvet szallit egy tizemi konyvtar szamara. A kényvek kozott van 4 db Jozsef Attila
verseskotet. A 40 kdnyvet négy 10-es csomagba csomagoljak. Tegyiik fel, hogy a csomagolas rendszerteleniil torténik,
vagyis minden csomagolasi lehetGség egyforman valdszind. Ha a kdnyvtarban a konyvek megérkezése utan egy Jozsef
Attila kotetet akarnak el6venni, mekkora annak a valoszintsége, hogy ha az els§ csomagban egy kotetet sem talaltak
(B esemeény), a masodikban legalabb egy kotet lesz?

Szamitsuk ki el6bb annak a valoszintiségét, hogy a masodikban sem taldlnak egy kotetet sem. (A esemény). Annak
a valoszintisége, hogy az els6 kibontott csomagban egy kotet se legyen

o 36 40\ 36! 40! 36! 30!
B~ \10 10/ 10! 26!/ 10! 30! 26! 40!
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mert 40 konyvbél 10-et <10> -féleképpen lehet kivalasztani, mig abbol a 36 konyvbdél, amelyek kozott nincs Jozsef

36
Attila kotet, 10 konyvet ( 1 0) -féleképpen valaszthatunk. Az el6bbi a lehetséges, az utobbi pedig a kedvezs esetek

szaméat adja meg. Annak a valdszintisége, hogy sem az els6ben, sem a méasodikban ne legyen Jozsef Attila kotet:

S 36\ /26 40\ (30\ 36! 26! 40! 300 36! 20!
AB =\ 10/ \10 10/\10/ — 10'26! 10!16!/ 10!30! 10!20! 40! 16!

Tehat annak a valészintiség, hogy ha az els6 csomagban nincs egy kotet sem, akkor a mésodikban sincs:

) _wap 360200 /361300 20126! 17-18-19-20  17-19 323
A/B = T T 40016!/ 261400 16! 30! 27-28-29-30 3-7-29-3 1827

~ 0,177

és igy a keresett valészintiség:
v=1-vy/p~ 0,823

4. Egy urnaban van 5 fehér és 6 fekete golyd. Visszatevés nélkiil kihdzunk egymas utdn kett6t. Mennyi annak a
valészintiisége, hogy két fehéret huzunk?
Jelenleg két nem fiiggetlen esemény egyiittes bekovetkezésének a valoszintségét keressiik. Annak a valoszintisége,

hogy az els6 goly6 fehér vp = e Az a feltételes valoszintiség pedig, hogy ha az els6 golyo fehér (B esemény), a
4 2
mésodik is fehér (A az az esemény, hogy a masodik golyo fehér): vy, p = 0= & Tehat az egyiittes bekdvetkezés
valosziniisége:
5 2 2
VAB = Up + U =—.-=—.
AB =T RA/B T T T 1

A geometriai valésziniliség

Az eddigiekben kizarolag olyan kisérletek koré csoportosuld események valoszintiségeit szamoltuk ki, melyek — mint
pl. a kockadobas — csupan véges szamu kiilonb6z6 eredményre vezethetnek. Ebben a fejezetben pedig a végtelen sok le-
hetséges eredménnyel rendelkez6 kisérletekkel és a kisérletek elvégzése utan bekovetkezett események valdszintiségeinek
a kiszamitasaval fogunk foglalkozni. A ,geometriai valosziniiség” elnevezést az a tény indokolja, hogy azok a feladatok,
amelyek a geometriai valészintiség példai gyanant szolgilnak, mind geometriailag szemléltethetsk, és a valoszindség
kiszamitasa pedig egyszerd szakaszok mérése, teriilet-, illetve kobtartalom szamitasra vezethetd vissza.

Lassunk egy példat. Valaki egy koralaki céltablara vaktaban lead egy 16vést, de dgy, hogy a céltablat azért biztosan
eltaldlja. A céltdabla 10 koncentrikus korbdl all, amelyek 9 korgytrtt alkotnak, amelyeknek szélessége egyenld a legkisebb
(10-es) kor sugaraval. Kérdés, hogy mekkora valoszintiséggel talal az illets a 10-es korbe? Mivel a 16vés vaktaban tortént,
semmi jogunk sem lenne azt mondani, hogy a golyd nagyobb valoszintiséggel csapodik be a céltabla bal fels6 negyedébe,
mint pl. a jobb alsoba. Ezért egyenls teriiletl részeknek egyenls valoszintiséget kell tulajdonitanunk. A valoszintiség
definiciéja hasonlé lesz ahhoz a definicidhoz, amelyet az 1. kdzlemény elején a véges esetre vonatkozolag vezettiink be.
Ez a definicié a kovetkezd. Ha v-vel jeloljiik annak a valdészintségét, hogy a 16vedék egy ¢ teriiletd idom valamelyik
pontjaba csapddjék be és T' pedig az egész céltabla teriiletét jelenti, akkor

t kedvezs teriilet

YTT T lehetséges teriilet”

Ennek alapjan annak a valoszintdsége, hogy a 16vedék a céltabla bal fels§ negyedébe csapddjék be:

T
_4_1
YTT T

Szamitsuk ki ezek utdn annak a valészinitségét, hogy a lovés a 10-es korbe talaljon. Jeloljiik R-rel az egész céltabla
sugarat, akkor a 10-es kor sugara R/10.Az el6bbi definici6 szerint

R2
t To0™ 1
ot 100 _

T  R2r 100

Amint az 1. kézlemény elején tettiik, most is élniink kell egy feltevéssel. Amikor véges szamu elemi eseménnyel
dolgoztunk, azt mondtuk, hogy csak azokkal a kisérletekkel foglalkozunk, amelyekhez tartozé elemi események egyenld
eséllyel kovetkeznek be, tehat egyik sincs a bekovetkezés szempontjaboél elénydsebb helyzetben, a tobbivel szemben.
Ezt a feltevést most a végtelen sok elemi esemény esetében modositani fogjuk. A céltabla példajanak esetében az elemi
eseményeket a céltabla Osszes pontjai jelentik. Most nem az elemi eseményekre vonatkozolag teszlink kikotést, hanem
az elemi események Gsszességére vonatkozolag; ez a kovetkezs: feltessziik, hogy az egyenld teriiletti idomok nincsenek



egymaéssal szemben el6nyosebb, vagy hatranyosabb helyzetben, hanem a kisérlet eredményét jelenté elemi esemény
egyenld eséllyel helyezkedik el két egyenld teriiletd idom akarmelyikének a belsejében.

Természetesen nemcsak sikbeli feladatok tartoznak a geometriai valésziniiség kiszamitasanak feladatai kozé; van-
nak olyan problémak, amelyek egy egyenesen és olyanok, amelyek a térben szemléltethetSk. Az el6bbi feltevésiinket
mindenesetre ezekben az esetekben is fenntartjuk, csupan a ,teriilet” szt kell a hosszisag” illetve a ,kobtartalom”
nesmenti probléma esetében a valdsziniség a kedvezd €s a lehetséges hosszisdg, egy térbeli probléma esetében pedig a
kedvezd és lehetséges kdbtartalom hanyadosdval egyenld.

Miel6tt ratérnénk a példak targyalasara, megjegyezziik, hogy a geometriai valészintiség érdekesebb és komolyabb
nehézséget jelentd feladatai nem azok, amelyeknél a geometriai modellt készen kapjuk és csak a teriiletszamitast kell
elvégezniink, hanem inkibb azok, amelyekre el6bb a modellt is fel kell allitanunk, tehat amelyeknél elébb azt kell
tisztaznunk, hogy melyek azok a teriiletek, amelyeket 6ssze kell hasonlitanunk.

Példdk. 1. Két ember A és B megbeszéli, hogy 12 és 1 d6ra kozott egy meghatérozott helyen talalkoznak. Mind a
ketten elfoglalt emberek, ezért megallapodnak abban, hogy az, aki elsének érkezik a megbeszélt helyre, 20 percet var
és azutan elmegy. Kérdés, mekkora a valosziniisége annak, hogy a talalkozas sikeriil?

y /)’=X*20
60
],
21
Y
0 20 60 «
1. dbra

Rajzoljunk egy koordinata rendszert és a vizszintes tengelyen a 0 és 60 kozé mérjik fel A, a fiiggsleges tengelyen
pedig hasonloképen a 0 és 60 kozé mérjiik fel B érkezésének idGpontjat, ha a perceket 12 6ratol kezd6dGen szamitjuk.
Ilyenforman «x jelenti A, y pedig B megérkezésének idGpontjat. A két ember a taldlkozast akkor nem mulasztja el, ha
x nem nagyobb, mint y + 20 és y sem nagyobb, mint = 4 20. Tehéat

x Sy+20, vagyis y=x—20, y<x+20.

Azok a pontok, amelyeknek koordinatai pozitivak, ezt a két egyenlStlenséget kielégitik és amellett z < 60 és y < 60
az 1. dbran a sraffozott savot jelentik. Ennek a teriilete a kedvezs, a 60 oldal hosszisagui négyzet teriilete pedig a
lehetséges teriilet. Tehat a talalkozés valoszintisége:

t 602 — 402 2\? 5
== ———- :1— — = —,
T 602

2. Egy egységnyi hosszisagu szakaszt két talalomra kivalasztott pont segitségével harom részre osztunk. Mennyi
annak a valdszintdsége, hogy a harom szakaszbol haromszog szerkeszthet6? A probléméat megint egyszeri teriiletsza-
mitasi feladatra vezetjlik vissza. Jeloljiik az egységnyi hosszusagu szakasz kezds és végpontjat O-val illetve 1-gyel és a
rajta kivalasztott két pontot x-szel és y-nal. (2. abra).

f‘—"{_\ - y;x - 1‘y
— ~
r y 1
2. dabra

Milyen kapcsolatnak kell lennie az x és y koz6tt ahhoz, hogy az osztépontok kozotti tavolsagokbol egy haromszoget
Ossze tudjunk allitani? A haromszog jellemzd tulajdonsiga az, hogy barmelyik két oldalanak az Gsszege nagyobb a
harmadik oldalnal. Ha az x pont az y ponttol balra fekszik, akkor egy haromszog megszerkesztheté abban az esetben,
ha az x és y eleget tesznek harom egyenlGtlenségnek, melyeket azaltal kapunk, hogy vesziink az =, y —x és 1 — gy



szakaszok koziil kettst, Osszeadjuk a hosszusagukat és ezt az Gsszeget nagyobba tessziik a harmadik szakasz hosszanal.
Ezek az egyenl6tlenségek a kovetkezok:

z+y—x)=y>1—-y, z+(1—-y)>y—2z, yY—-x)+(1-y)=1l—-z>z

vagy az Osszevonast elvégezve:
1 1 1
> =, — >, —_—
Y 3 T+ 5 Y 5 T

Ha pedig az y fekszik az z-t6l balra, akkor ugyanezek az egyenlétlenségek sziikségesek a haromszog szerkesztéshez,
csupan az x-et és az y-t kell egymassal, felcserélni:

> = + = > = >
X - - x - .
9 Y ) ) 2 Y
y y:x*-zt
1
| yex-1
1 s
H |
0f . 4 1 X
3. dbra

Ha most az z, y értékpart, tehat az 1 hosszisagu szakasz egy felosztasat a koordinata sik egységnyi oldalhossziuségu
négyzetének pontjaként abrazoljuk (3. abra), akkor az elsG egyenlStlenség sorozat — figyelembe véve még, hogy itt
x < y volt — annyit jelent, hogy az z, y koordinataji pont az abran a baloldalt és feljebb elhelyezkedd sraffozott
haromszog belsejében fekszik. Hasonloképpen a masodik egyenlGtlenség sorozat — az y < x kiegészitéssel — a mésik
vonalkazott hdromszdget szolgaltatja. Ennek alapjan egy haromszog megszerkeszthetGségének a valoszintsége:

Az dsszeaddsi, a szorzdsi tétel és a feltételes valdsziniség

A geometriai valoszintiség esetében nagyon jol lehet ezt a két tételt és az utobbi fogalmat szemléltetni. Tételeink
bizonyitédsa most kézenfekvs. Az Gsszeadési tétel egyszertien azon alapszik, hogy egymast kizard események esetében
az egész kedvezd teriilet £, nem mas, mint az egyes események ¢; és to kedvez§ teriileteinek az Gsszege, hiszen az ezen
teriiletekhez tartozé geometriai idomok az egymast kizaras kovetelménye miatt nem nyulhatnak egymasba. Tehat
t  tidts it

VST TTYT

:1)1—|—’L)2

A szorzasi tételt vizsgaljuk meg a kovetkezd esetben. Egy az x tengelyen a-tol b-ig terjeds szakaszbol valasszunk
talalomra egy pontot és kérdezziik, mi annak a val6sziniisége, hogy az a, b szakasznak a c és d pontok altal meghata-

—° .

d
rozott részintervalluméban fekvs pontot valasztunk. Ha ennek a valoszintiségét v4-val jeloljiik, akkor vgq = 5
—a

abra).

Y



Annak a valészinidsége, hogy egy masik véilasztasnal a kapott pont egy e, f intervallum g, h, részintervallumaba
h—
essék: vp = f_g (4. abra). Tegyiik fel, hogy a két pontnak a kivalasztasa egymastol fliggetlenil torténik és keressiik
—e

meg a fenti 2 esemény egyiittes bekovetkezésének vap valoszindségét. Vegylink fel egy koordindta-rendszert és a
két pont helyzetét dbrazoljuk egyetlen sikbeli pont segitségével oly moédon, hogy annak z koordinatija az els6, y
koordinataja pedig a mésodik pont helyzetét mutassa az x illetve az y tengelyen. Az 5. abrabol leolvashaté, hogy a
kedvezd teriilet t = (¢ —d) - (h — g), a lehetséges teriilet pedig T' = (b— a)(f — e), tehat akkor az egyiittes bekovetkezés
valoszintsége:

(c=d)h—g) c—d h—g

VAB = = -

(b—a)(f—e) b—a f-—e
Mas esetben, amikor nem az egyenesen valasztjuk ki taladlomra a pontjainkat, hanem a sikban, vagy a térben, a
szorzési tétel mar nem targyalhato szemléletesen, mert haromnél magasabb dimenzioja terekben kellene dolgoznunk,
ahol geometriai szemléletiink cs6d6t mond.

= VA - VUB.
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5. dbra 6. dbra

Jol megérthetjiik a feltételes valoszintiség fogalmat, ha megvizsgalunk egy erre vonatkozo példat a geometriai valo-
szintiség esetében. Egy a oldalhossztisagu, négyzetalakn céltdblara talalomra leadunk egy lovést ugy, hogy a céltablat
azért biztosan eltalaljuk. Tegyiik fel, hogy a puska balra és felfelé hord, tehat a 16vés a bal fels§ négyzetbe fog esni és
kérdezziik, hogy mekkora annak a valészintsége, hogy ezen feltétel mellett a 16vés a céltabla alapjara elhelyezett, a

magassagu egyenls szaru haromszog belsejébe essék? A 6. abrardl leolvashato, hogy ez a valosziniiség —. A geometriai

valészintiiség esetében nem kell kiilon bizonyitanunk, hogy a feltételes valoszintség ugy szamithaté ki, hogy a két ese-
meény egyiittes bekovetkezésének a valoszintségét elosztjuk a feltételt jelentd esemény valdszintiségével, mert ebben az
esetben ez nyilvanvalo.

A valészinilségszamitas djabb utjai
Egyszertiség kedvéért szoritkozzunk arra az esetre, amikor véges szamu elemi eseményrsl van sz6. Mi eddig csak

olyan kisérleteket tekintettiink, amelyeknek az eredményei egyenls valészintiséggel kdvetkezhetnek be, tehat egyik sincs
elényben a tobbivel szemben. A gyakorlat azonban tomegével szolgaltatja azokat a példékat, amelyeknél ez a feltétel

nem teljesiil. Nem mondhatjuk azt, hogy ha az ég teljesen felhétlen, akkor is 3 annak a valésziniisége, hogy 5 percen

1
beliil essék az esd, mert csak két lehetGség van: vagy esik, vagy nem esik. Hasonloképen nem — annak a valdszintisége,

hogy egy er6sebb labdarugo6 csapat legy6zzon egy nala sokkal gyengébb csapatot, ugyanis jollehet harom lehetséges
eset van, meégis egy joval erGsebb csapat —-nal nagyobb valoszintséggel gy6z. Ugyszintén nem — annak a valoszintsége,

hogy egy nagykoruti villamos megallonél az els6 beérkezd villamos 66-o0s lesz, mert a 66-os ritkdbban jar, mint a 6-os
és a 4-es; még sok més példat lehetne erre vonatkozodlag felhozni. A valoszintségnek tehat az a definicija, amely
szerint a valosziniiség a kedvezd esetek és lehetséges esetek szdméanak a hanyadosa nem minden esetben alkalmas a
természet leirasara, a valosag helyes megismerése. A modern felfogas szerint a valoszintiség mindenféle t6liink szér-
mazé megkonstrudlasa helytelen és elvetendd, mert a valészintiség nem t6liink fliggd fogalom, amely aszerint valtozik,
hogy ki—ki mit gondol réla, hanem téliink fliggetleniil 1étezs, objektiv valosag, amelyet a természet szolgaltat. Egy
esemény valésziniisége tehéat egy adott szam, az eseménynek egy fizikai dllanddja éppen gy, mint ahogy egy testnek
fizikai allanddja a sajat tomege. Az azutdn megint mas kérdés, hogy hogyan allapitjuk meg ezt a szdmot: az esemény
valosziniségét. Ezzel a statisztika foglalkozik, amelynek megvannak erre vonatkozolag a jol kidolgozott modszerei. A
valosziniségszamitasnak az a feladata, hogy megadott valdszintségekbdl tjabb valoszintségeket szamitson ki Ahhoz
azonban, hogy a valészintiségekkel szamolni tudjunk, tisztdznunk kell a valészintség jellemzd tulajdonsagait, fel kell
allitanunk az axiémakat, amelyeknek nyilvanvaloan eleget tesz. Ezeket az axiomakat 1933-han KOLMOGOROV szov-
jet matematikus adta meg és az azota eltelt 20 év bebizonyitotta, hogy egyediil Kolmogorov elmélete az, amely a
valosziniiség szamitast kielégité moédon megalapozza. KOLMOGOROV axiémai a kovetkezdk:



1. Tekintsiik az egy kisérlet koré csoportosulé eseményeket tehdt az elemi eseményeket és az ezek altal képezhets
Osszetett eseményeket; minden eseménynek van egy v valdszintisége, amely 0 és 1 kdzott van:

0sv<l

2. Ha két esemény (A és B) kizarja egymaést és az egyiknek v4 masiknak pedig vp a valosziniisége, akkor annak a
valosziniisége, hogy vagy az egyik, vagy a masik bekovetkezzék:

V=104 + VUB.

Amint latjuk az Osszeadasi tétel most axioma lett. Hasonloképpen elveszti tétel jellegét a szorzasi tétel is. Jelen
esetben ez nem mas, mint a fiiggetlenség definicidja. Két eseményt fiiggetlennek neveziink, ha egyiittes bekovetkezésiik
valosziniisége egyenld a két esemény valosziniiségének a szorzataval:

VAB — UA " UB.

A feltételes valoszintiség kiszamitasdnak a képlete szintén definici6. Az A eseménynek a B eseményre vonatkozo

feltételes valészintisége alatt a

_ VAB
'UA/B = —’U .
B

hanyadost értjiik, ahol vap az egyiittes bekdvetkezés, vp pedig a feltételként szerepls esemény bekovetkezésének a
valoszintsége. Ha az események fliggetlenek, akkor
VAB VA - UB

Va/B=—— = =va,
UB UB

vagyis, ebben az esetben a feltételes valészintiség megegyezik az abszolut valészintséggel.
KoLMOGOROV elmélete specialis esetként tartalmazza a klasszikus valoszintiségszamitast. Ugyanis, ha a valoszi-

k
ntiség specidlisan a — hanyados &ltal van értelmezve, akkor az els6 axidéma nyilvanvaléan, a méasodik pedig az 1.
n

k
kozleményben targyalt Osszeadasi tétel értelmében teljesiil. Hogy mely esetekben van a valdszintiség a — hényados

altal adva, azt a nagy szadmok torvénye alapjan ellendrizhetjiik. Hasonloképpen, a nem egyenld valészin%ségﬁ elemi
események esetében is, a valoszintség megallapitasanak egyik leggyakoribb és legegyszertibb modszere a nagy szadmok
torvényén alapszik. Igen nagy szamu kisérletet elvégeztiink, megallapitjuk, hogy ezek koziil hanyszor kovetkezett be
az az esemény, amelynek a valoszinitségét keressiik és ezt a szamot elosztjuk a kisérletek szaméaval. Ebb6l méris vila-
gos, hogy a valoszintség tényleg 0 és 1 kozott van. A masodik axiéma is nyilvanvalova valik (az axidmék nyilvanvald
allitasokat foglalnak magukban) ha meggondoljuk, hogy ha két esemény kizarja egymast, és 100 kisérletet végeztiink,
mikdzben az eseményeink 10-szer illetve 15-sz0r kovetkeztek be, akkor az az eredmény, hogy vagy az egyik, vagy a
masik bekdvetkezik, 25 esetben kovetkezett be.



