A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1951. oktober 27-én egyidejiileg rendezte Budapesten, Szegeden, Debrecen-
ben, Miskolcon, Veszprémben, Pécsett és Egerben az ez évi Kiirschak Jozsef matematikai tanuloversenyt. A versenyben
az 1951-ben érettségizettek és kozépiskolas didkok vehettek részt. A résztvevsk és beadott dolgozatok szdma: Buda-
pesten 170 részvevd 108 dolgozattal, Szegeden 43 résztvevs 16 dolgozattal, Debrecenben 33 résztvevs 15 dolgozattal,
Miskolcon 29 részvevs 14 dolgozattal, Veszprémben 40 részvevd 20 dolgozattal, Pécsett 55 részvevs 19 dolgozattal,
Egerben 24 részvevs 7 dolgozattal, sszesen 394 részvevs 199 dolgozattal. A verseny feladatai a kdvetkezdk voltak:

1. Az a oldala ABCD négyzet BC oldalara felmérjiik a BE = % tavolsagot, DC' oldalanak meghosszabbitasara

pedig a CF = g tavolsagot. Bizonyitando, hogy az AE és BF egyenesek metszéspontja a négyzet koré irt kéron van.

2. Mely 1-nél nagyobb m egész szamokra igaz az, hogy m osztdja az 1, 2, 3, ..., m — 1 szamok szorzatanak?

3. Négy feélsik ugy helyezkedik el egy sikban, hogy egyiittesen az egész sikot lefedik, azaz a siknak mindegyik pontja
legalabb az egyik félsiknak bels6 pontja. Bizonyitando, hogy a négy félsik koziil kivalaszthaté harom gy, hogy e harom
felsik is lefedi egyfittesen az egész sikot.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat elnoksége altal kikiildott versenybizottsag, melynek tagjai Gallai Tibor,
Karteszi Ferenc, Suranyi Janos, Vincze Istvan és Hajos Gyorgy eldadd, 1951. november 8-4n tartott {ilésén a kévetkezs
jelentést fogadta el:

,»A versenyre szép szammal jelentkeztek a versenyzdk s a beadott dolgozatok szama lényegesen nagyobb volt mint
a korabbi évek versenyein. Legtobben az els6 feladatot oldottdk meg, s legnehezebbnek a harmadik feladat bizonyult.

A beadott dolgozatok koziil kiemelkedik SZEKERKA PAL dolgozata, aki NEUKOMM GYULA tanar tanitvanya s az
elmult tanévben a budapesti VI. keriileti Rudas Laszldé gimnaziumban a III. osztalyt végezte el. Az elsé feladatra
valamennyi versenyzé koziil egyediil 6 adott be tisztadn elemi geometriai megoldéast. A masodik feladatra adott megol-
dasa kifogastalan s megfogalmazasa tomor. A harmadik feladatra is tomoren megfogalmazott tigyes megoldast adott
be, azonban a dolgozatbdl nem &llapithaté meg, vajon szerzGje okoskodasédnak minden részletét meggondolta-e. A
bizottsag az 1951. évi els6 KURSCHAK JOZSEF-DIJAT Szekerka Palnak itéli s munkijat 600 forinttal jutalmazza.

Masodik helyen KALMAN LAJOS dolgozatat kell kiemelni, aki SOMOSI FERENC tanar tanitvinya s az elmilt tan-
évben a budapesti V. keriileti Berzsenyi Déaniel gimnéziumban a III. osztalyt végezte. Az els6 feladatot analitikusan
oldotta meg, a masodik feladatra helyesen felelt, de feleletének bizonyitasa hidnyos. Kiemelkedik viszont a harmadik
feladatra adott megoldasa, mely komoly matematikai gondolkozo készségrol és leleményrdl tantskodik, bar okoskoda-
sanak nem minden apro részletét dolgozta ki. A bizottsag az 1951. évi méasodik KURSCHAK JOZSEF-DIJAT Kalman
Lajosnak itéli és munkajat 400 forinttal jutalmazza.

Megemlitends még FAY ARPAD és SEREGELY JOzSer dolgozata. Mindketten 1951-ben érettségiztek. Erdemiik
kiilonosen a masodik feladatra adott szép megoldasuk. Fay Arpad az els6 feladatra adott, szogfiiggvényekkel dolgo-
z6 megoldasa mellett a harmadik feladattal is eredményesen foglalkozott, bar a lehetséges esetek taglalasa hidnyos.
Seregély Jozsef viszont, jollehet a harmadik feladatnél csak egyfajta lehetséges esettel foglalkozott, az els6 feladatot
szogfiiggvények és koordinatak hasznalata nélkiil oldotta meg. A bizottsag Fay Arpad és Seregély Jozsef dolgozatat
dicséretben részesiti.”

Az alabbiakban kozoljiik a megoldasokat Hajos Gyorgy el6adonak a Bolyai Janos Matematikai Téarsulat 1951. nov.
17-én megtartott eredményhirdetd és dijkioszto iilésén elhangzott beszamoldja alapjan.

1. feladat.
I. megoldas: Helyezziik a négyzet A csicspontjat derékszogi koordinatarendszer kezdGpontjaba, az AB oldalt a
pozitiv Y tengelyre az AD oldalt a pozitiv X tengelyre és tekintsiik a négyzetoldalt egységnek (tehat a = 1), akkor

feladatunk szerint az AE egyenes egyenlete y = 3z és a BF egyenes egyenlete y = 1 4 g (1. abra).
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E két egyenes M metszéspontjanak koordinatai:

r=04 é y=12



Szamitsuk ki ezen M pont tavolsaganak négyzetét a négyzet O(0,5, 0,5) kdzéppontjatol

OM? = (05—04)> 4 (0,5 —1,2)> = 0,12 + 0,72 = 0,01 + 0,49 =
0,5=0,52 40,52 = 0A2.

Tehat OM = OA. Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.

II. megoldas: Mivel a keriileti szogek tétele alapjan a négyzet koré irt kér barmely pontjatol a négyzet oldala
45° (illetve az egyik 135°) alatt latszik, azért tételiink bizonyitast nyert, ha kimutatjuk, hogy AM B< = a = 45° (1.

abra). A szOgszéarak iranytangensei az el¢bbiek szerint 3 és > tehat

3_ —
tga = 721 =1, vagyis tényleg « = 45°.
1+3.=
+ 2

III. megoldas: Jeloljiikk az M pont tavolsagat a C'D négyzetoldaltol M P = a-val, és a BC négyzetoldaltol mért
tavolsagat MQ = b-vel. Az AF egyenes messe a C'D négyzetoldal meghosszabbitéasat G-ben (2. abra).

2. abra

Nyilvanvalo, hogy DG = 3 és mivel DF a feladat értelmében 1,5, ezért FG = 1,5.
Az MABA ~ MGFa és az oldalak arénya

AB:GF =1:15=AM : MG.
Ebbdl kovetkezik, hogy AG: MG =2,5:15=AD: MP =1: a, vagyis

p— 1,5 p—

0:—2—,5—

0,6.
Hasonloképpen BFCa ~ BMQa és igy

MQ: FC=BM:BF =AM : AG=1:2,.

. FC 05
Ebbsl MQ =b= 35 25 0,2.
A befogok aranya az, M PC derékszdgl haromszégben 0; ugyanaz, mint az ABE derékszogd haromszogben,

mibdl kovetkezik, hogy PMC< = BAE<. Mivel pedig PM 1 AB, azért a masik szogszar MC is | AFE, vagyis
MC L MA, ami azt jelenti, hogy az M pont rajta van az AC négyzetatlo folé, mint atmérs folé rajzolt Thales-koron,

b 0,2 1
amely Thales-kor egyszersmind a négyzet koré irt kor. (Az MC merdlegességére lehetett volna — = 06— 3
a )
irAnytangensbdl is kovetkeztetni, de nem akartunk ebbe a megoldasba, sem trigonometriat, sem koordinata geometriat
kozvetleniil bevonni.)

IV. megoldas: Messe az AFE egyenes a C'D oldal meghosszabbitasat ismét G-ben és a CM egyenes az AB oldal
meghosszabbitasat R-ben (2. dbra), akkor az el6bbiek alapjan

BR:BA=FC:FG=05:15=1:3,



AB  BC
amibsl BR = =3 =3 Ebbdl kovetkezik, hogy ABEA ~ CBRAa, vagyis MAB<t = MCB<. De ha két keriileti

sz0g egyenld és egy-egy szaruknak metszéspontja (B) a koron van, akkor a masik két szar metszéspontja (M) is e
koron van. (Ez az 1. dijnyertes, Szekerka Pal bizonyitésa.)

V. megoldas: Helyezziik egész abrankat egy négyzetracsra agy, hogy ABC D négyzetiink csiicspontjai egy legkisebb
racsnégyzet csucspontjaival essenek egybe.

3. dbra

A BC oldalt meghosszabbitva az U racspontig, az AC atlot pedig a V racspontig (3. abra), a keletkezett BUV
derékszogli haromszog hasonlo az AV G derékszogli haromszoghoz, mert mindkettében a befogdk aranya 2 : 1. Ebbdl
kovetkezik, hogy az utobbi haromszog A-nal fekvs szoge egyenld az elbbi B-nél fekvs szogével, amibdl viszont a
keriileti szogek tétele alapjan (hasonloképpen mint a IV. megoldasban) kovetkezik, hogy M rajta van a négyzet koré
irt koron.

VI. megoldas: Huzzuk meg az AU egyenest (4. abra), ez nyilvan parhuzamos a BM egyenessel, mert mindketts

1
iranytangense 5 Az AUG héaromszog nyilvan derékszogt egyenls szaru és igy A<t-e 45°-0s.

4. dbra

Ennek valtoszoge, az AM B< tehat szintén 45°-o0s, amivel tételiinket bebizonyitottuk. (L. a II. megoldést.)

2. feladat.

Megoldas: Mindenekel6tt nyilvanval6, hogy ha m = p primszéam, akkor nem lehet osztdja az 1. 2. 3. ...(p— 1)
szorzatnak. Tehat csak az Osszetett szamok jonnek tekintetbe.

Ha m felbonthaté két kilonbozd egész szam szorzatara, vagyis m = a b, ahol a # b, akkor m osztoja a fenti

szorzatnak, mert hiszen az 1. 2. 3. ... (m — 1) szorzatban feltétleniil elfordul mind az ,,a”, mind a ,,b” mint tényezo.
Hatramarad még az az eset, mikor az m csak két egyenl$ tényezé szorzatara bonthaté fel, vagyis midén m = p?
egy primszam négyzete, akkor az 1. 2. 3. ...(p? — 1) szorzat csak akkor oszthaté p*-tel, ha a tényezdsorban p és 2p

elsfordul, vagyis ha 2p < p?, azaz p > 2. Ezt az egyenl6tlenséget p = 2 kivételével minden primszam kielégiti.
Kimodhajtuk tehat, hogy m barmilyen Osszetett szam lehet a 4 kivételével, és mas szam nem felel meg.

Megjegyzések: 1. Feladatunk megoldasa valtozatlan marad, ha csak az 1. 2. 3. ... (m — 2) szorzatra szoritkozunk,
mert hiszen (m — 1) és m-nek nem lehet koz6s osztoja.



2. Csak nagyon kevéssé modosul a megoldas, ha az 1. 2. ... [%} szorzatra szoritkozunk, ahol a szogletes zardjel

. . m ) . . . . , . . . .
jelenti az — szamban foglalt legnagyobb egész szamot. A primszamok természetesen megint ki vannak zérva, viszont

az m = ab (a # b) alakua Gsszetett szamok ismét eleget tesznek a kovetelményeknek, mert 2 < a és 2 < b miatt

m _m
b=—<— ¢és a= < —.
a 2

=3
SIE

2
Hatra van még az m = p° eset, hol az oszthatésaghoz most sziikséges, hogy 2p < %, vagyis p > 4. Tehat a p = 2-n

kiviil a p = 3 is ki van zarva. Ez esetben tehét a 4 és 9 kivételével az Osszes Osszetett szamok, és csakis ezek, tesznek
eleget a kovetelménynek.
Ez a feladat Kiirschék Jozseftol ered és még 6 sorolta be a kitlizendd versenyfeladatok kozé.

3. feladat.
I. megoldas: Két félsik elhelyezése utan az 5. dbraban feltiintetett 4 helyzet &allhat els, ahol a hataregyenes
sraffozott oldala jelenti a félsikot.

P

5. dbra

A (0) helyzetben a két hataregyenes parhuzamos és az egyik félsik a masik félsikot teljesen elfedi, tehat ez utobbi
maris felesleges. Ezzel a helyzettel mar nem kell foglalkoznunk.

Tehat csak az (1), (2) és (3) eseteket kell a tovabbiakban figyelembe venni, mikor egy ék, egy siksav, illetsleg egy
egyenes (a két félsik k6z6s hataregyenese) marad fedetleniil.

A harmadik félsik hozzaillesztésével (1)-bdl elGallhat az I/a, I/b és I/c helyzet, (2)-b6l a II. helyzet és (3)-bol a III.
helyzet (6. abra).

6. dbra

Az I/c eset (amidén a 3 hataregyenes egy pontban metszi egymast és igy csak az egyetlen pont marad feladatunk
értelmében fedetlen) az egyik félsiknak egy tetszésszerinti kis elhtizasaval mindig visszavezethets az I/a esetre. Ugyanigy
a III. helyzet is visszavezethet6 a II. helyzetre a kozos hataregyenessel bird két félsiknak egy tetszésszerinti kicsiny
széthuzasaval. A negyedik félsik elhelyezésénél tehat mar csak az I/a, I/b és I1. esetekkel kell foglalkoznunk.

A fedetlen részeket teljesen lefedd negyedik félsik hataregyenese vagy parhuzamos az elsé 3 sik valamelyikének
hataregyenesével vagy nem.

Ha parhuzamos, akkor az a félsik, melynek hataregyenesével parhuzamos, a 4. félsikkal egyiitt maris lefedi a teljes
sikot.

Ha nem parhuzamos, akkor van az elsg 3 félsik altal fedetleniil hagyott résznek egy szogpontja, mely a negyedik félsik
hataregyeneséhez a legkdzelebb fekszik. Ez esetben a 4. félsik azzal a két félsikkal egyiitt, melyeknek hataregyenesei a
legkozelebb fekvd szogpontban metszik egymast, nyilvan teljesen lefedi a sikot (7. dbra).



II. megoldas: Ha tételiink nem volna igaz, akkor a négy lefedd félsik koziil rendre egy-egy félsikot elhagyva
fedetleniil marad minden egyes alkalommal legalabb egy-egy pont, ami azt jelenti, hogy van a sikban négy olyan pont:
P, Py, P3, Py melyek mindegyike csak egyetlenegy félsikkal van lefedve és ugyanakkor mindegyik félsik e 4 pont koziil
egy és csakis egy pontot fed le. Be fogjuk bizonyitani, hogy ilyen négy pont nem létezik.

Segédtétel: E négy pont koziil harom nem lehet egy egyenesen, mert az esetben a kézéps6 pont nem fedhets le egy
felsikkal ugy, hogy ugyanakkor a két szélsé pont valamelyike ne keriiljon lefedésbe.

Marad tehat a 4 pont elhelyezésére a kovetkezd két eset:

a) Egy pont a masik harom pont alkotta haromszogon beliil van.

b) A négy pont egy konvex négyszoget alkot.

Az a) esetben jeloljik Py-gyel a bels6 pontot és messe a P3Py egyenes a szemben fekvs Py P» oldalt M-ben (8.
abra).
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Segédtételiink értelmében a Py-et lefedd félsiknak le kell fednie vagy a Ps, vagy az M pontot is. Ugyancsak segéd-
tételiinkb6l kovetkezik, hogy minden M-et lefeds félsik Py és P, pontok valamelyikét lefedi. Igy minden Py-et lefeds
felsik sziikségképpen lefed még legalabb egy pontot P, P> és Ps koziil.

b) esetben huzzuk meg a két atlot, ezek metszéspontja legyen M (9. dbra).
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9. dbra

Segédtételiink értelmében minden M-et lefedd félsik fedi a P, Ps atlo egyik végpontjat, és ugyanakkor a P, Py atlo
egyik végpontjat is. Tehat minden M-et lefedd félsik legaldbb két P pontot fed le.
Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.

II1. megoldas: Ha a 4 lefedd félsikot két parban tekintjiik, akkor feltehetjiik, hogy egy-egy par az I. megoldasban
kozolt (1) és (2) eset egyikét képviseli, mivel a (3) eset a (2)-re vezethetd vissza.

Ha a két par egyike a (2) esethez tartozik, akkor — tekintve, hogy a két félsikpar egyiitt lefedi az egész sikot — az
egyik par altal le nem fedett tartomany teljesen a siksév egyik oldalan van és igy a siksav masik oldalat alkoté félsik
elhagyhato (lasd I. megoldas, 7. abra).

Hatra van még az (1) — (1) eset, vagyis amikor mindkét félsikpar éket alkot. Itt ismét fennall az, hogy ha két
hataregyenes (sz0gszar) parhuzamos, akkor e két hataregyéneshez tartozo két félsik vagy lefedi a teljes sikot, vagy pedig
e két félsik koziil az egyik felesleges. Ha nincs parhuzamos hataregyenes, akkor az egyik ék két félsikjanak elhtuzaséaval
(oly modon, hogy a mozgo félsikok hatéregyenesei mindig parhuzamosak maradnak az eredeti hatéregyenesekkel)
mindig elérhetd az a helyzet, mikor a mozg6 ék csucspontja belelitkozik a nyugvo ék egyik szaraba (10/a abra), vagy
forditva a mozgd ék egyik szara iitkozik be a nyugvo ék csucspontjaba (10/b abra).




Mindkét esetben e csticsponton dtmend 3 hatéregyeneshez tartozé 3 félsik mar lefedi a teljes sikot, annél inkabb
all fenn a lefedés a félsikok visszatolasa utan. (Igy bizonyitotta be a tételt a 2. dijuyertes, Kalman Lajos.)

IV. megoldas: Ha egy egyenes véges szamu félegyenessel teljesen le van fedve, akkor a félegyenesek két csoportba
oszthatok aszerint, ahogy e félegyenesek a pozitiv, illetGleg negativ irdnyban fedik le az egyenest a végtelenig. Mindegyik
csoportba legalabb egy félegyenes tartozik, mert véges szamu egyirdnyu félegyenessel nem lehet egy egyenest teljesen
lefedni. Ha az egyenest teljesen lefeds véges szamu, pozitiv irdnyd és negativ iranyua félegyenesek koziil kivalasztjuk azt
az egy-egy félegyenest, mely az Osszes tObbi, vele egyirdnyu, félegyenest lefedi, akkor e 2 ellenkezg irdnyu félegyenes
mér lefedi az egész egyenest. Tehat feladatunkban barmely félsik hatéregyenesét mindig 2 maésik félsik mar lefedi.

Most 3 esetet kell megkiilonboztetni.

Ha a két lefedd félsik hataregyenesei parhuzamosak egymassal, akkor e két félsik mar lefedi az egész sikot.

Ha a két lefedd félsik hataregyeneseinek metszéspontja az elsé sik altal lefedett tartoményba esik, akkor ez a 3
felsik teljesen lefedi az egész sikot (11/a abra).
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11. dbra

Végiil, ha fenti metszéspont az elsé félsik altal le nem fedett részbe esik, akkor az elsg félsik elhagyhato (11/b abra).

Megjegyzés: Ismeretes a koordinata geometriabol, hogy az + by + ¢ = 0 egy egyenes egyenlete. Minden x1, y1
szampdarnak, melyre nézve axq + by; + ¢ = 0, megfelel egy pont az egyenesen. Viszont, ha az axy 4+ byy + ¢ > 0, akkor
x1, y1 pont az axr + by + ¢ = 0 egyenesnek azon az oldalan van, amelyen az origo, ha ¢ > 0, és ellenkez6 oldalan, ha
¢ < 0. Ez azt jelenti, hogy mindazon pontok Osszessége, melyek kielégitik az ax + by + ¢ > 0 egyenl6tlenséget, egy
felsik bels6 pontjai, mely félsiknak hataregyenese az ax + by + ¢ = 0 egyenes.

Ezek szerint most mar bebizonyitott tételiink igy is fogalmazhato:

Ha az alabbi négy egyenl6tlenségre

a1x+biy+c1 >0
asx + bay 4+ c3 >0
a3x +bsy +c3 >0
asx +byy+c4 >0
fennall, hogy bdrmilyen x, y szampar legaldbb egy egyenlStlenséget kielégit, akkor mindig taldlhaté a négy egyenldt-

lenség kozott egy olyan, melyet elhagyva, az elébbi allitds a megmarad6é harom egyenlGtlenségre is fennall. E tétel
kozvetlen bizonyitasa nem volna egyszert.



