A kéttagu vagy binom kifejezések altalanos alakja: a+0b. E kifejezések 2. és 3. hatvanyat még az altalanos iskolaban,
tobbtaguak szorzataként hataroztuk meg:

(a+b)> = (a+b)(a+b) = a®+ 2ab+ b?,
(a4b)° = (a+b)*(a+0b) = (a® 4+ 2ab+b>)(a+b) =
= a® +3a*b + 3ab® + V7.

Ezek az azonossagok tartalmazzak a kéttagu (és egyben a tobbtagt) algebrai 0sszegek négyzetreemelésének, illetSleg
kobreemelésének szabalyait. (Numerikus szamok négyzetre és kobreemelésénél elénytsebb ezen azonossagokat némi
modositassal hasznalni.)

Az alapot képezs kéttagu kifejezés: a+b mindegyik tagja els6foki, a masodik hatvany mindharom tagja masodfoku,
a harmadik hatvany mind a négy tagja harmadfoka. Az olyan tobbtagit (vagy polinomot), melyben mindegyik tag
fokszdma ugyanaz, ,homogén”-nek nevezziink. Tehat a+b: kéttagu, els6foka homogén kifejezés, a+b négyzete: homogén
masodfokd hiromtagu kifejezés. Azt is észrevessziik a kifejezések fenti leirasaban, hogy az a kitevési tagonként eggyel
csokkennek, mig az utolsé tagban a® = 1 szerepel. A b kitevéje viszont az elsé tagban 0(b° = 1) és onnan kezdve
b kitevéi tagonként eggyel nének. E kifejezések tehat rendezett kifejezések, mégpedig a-nak fogyo és b-nek novekvs
hatvanyai szerint vannak rendezve. Nyilvanvalo, hogy ha egy két szambdl alkotott homogén polinomot az egyik szam
fogy6 hatvéanyai szerint rendeziink, akkor az a kifejezés sziikségképpen egyidejiileg a masik szam névekvs hatvanyai
szerint rendezédik. 223y + 5x%y? — 321° 3 tagt homogén 7-edfokt nem rendezett kifejezés; = fogyé hatvanyai szerint
rendezve: 5z°y? + 2z3y? — 3218, 5m3p? — 4m?p + mp — 5p> egy négytagn m fogyo hatvanyai szerint rendezett nem
homogén kifejezés. Viszont a® 4 3a%b + 3ab® + b® négytagi, a-nak fogy6 (és b-nek novekvs) hatvanyai szerint rendezett
homogén harmadfoku 6sszeg.

Most felvetjiik a kérdést, hogyan alkotjuk meg valamely kéttaga kifejezés magasabb hatvanyait? Tehat kérdés
hogyan alakithat6 polinommé (a + b)*, (a +b)° s. i. t., altalaban (a 4 b)"?

Kozelfekvs az a sejtés, hogy ezek is homogén Osszegek lesznek, melyek szintén az elss tag fogyo (és ugyanakkor a
masodik tag novekve) hatvanyai szerint rendezve frhatok fel. Pl. (a + b)° tagjai igy fognak festeni: S, a®b, a*b?, a®b?,
a®b*, ab® b8 csak az egyiitthatokat fedi még homaly. Igaz, hogy lépésrdl lépésre haladva, sorozatos szorzéssal ezek is
meghatéarozhatok. Pl.

(a—|—b)4 = (a+ b)g(a+b) =
= (a® + 3a®b + 3ab® + V) - (a + b) = a* + 4a>b + 6ab* + 4ab® + b*,
(a+b)° = (a+b)"(a+b)

stb. Ez azonban — eltekintve attél, hogy igen hosszadalmas és faradsagos eljaras, f6leg, ha a kitevé méar elég nagy
szam — nem oldja meg az altaldnosan felvetett problémat, t. i. hogyan bonthaté tagokra (a + b)", ahol n tetszéleges
természetes szam. Egy olyan altalanos érvényességi szamolasi eljarast (vagy algoritmust) kerestink tehat, melynek
alapjan valamely binom barmely hatvanyanak kifejtését kozvetleniil felirhatjuk.

Az alabbiakban nemcsak azt fogjuk kimutatni, hogy a fent kozolt sejtés az egyes tagok alakjat illetGen igaz, hanem
az egyiitthatok kérdését is megoldjuk ugy, hogy képesek lesziink barmely kéttagu kifejezés akarhanyadik hatvanyéat
felirni, anélkil, hogy a megeldzd alacsonyabb hatvanyokat kiszamitandk.

Induljunk ki egy konkrét példabol. Probaljuk meghatarozni kozvetleniil (a + b)6 polinomba, fejtését.

(a+b)° = (a+b)(a+b)(a+b)(a+b)(a+b)(a+b)

A tobbtagtiak szorzasi szabalya alapjan a® csak ugy keletkezhet, hogy minden tényezébdl az elsé tagot valasztjuk
ki és ezeket Osszeszorozva kapjuk meg az egyetlen a® alaku tagot, tehat a®-nak egyiitthatoja 1. a®b ugy jon létre, hogy
egy-egy tényez6bdl valasztjuk ki a b-t, a tobbi tényez6bdl pedig esetrdl esetre az 6t a-t. Tehat annyiszor fog fellépni

6 6
az a°b tag, ahanyféleképpen a 6 tényezobdl a b kivalaszthato, vagyis Cp = (1>—szer. Ha ezt a (1) szamu a°b tagot

6 6
Osszevonjuk, kapjuk (1) a®b vagyis az a°b alaku tag egyiitthatoja (1)

Az a*b? tagok tgy jonnek létre, hogy a hat tényezs koziil 2 — 2-bél valasztjuk ki a b-t és mindegyik esetben a tobbi négy

tényez6bol az a-t, vagyis annyi a*b? tagunk lesz, ahanyféleképpen a 6 tényezébol kettSt-kettst ki tudunk véalasztani,

472 2
b

6 6
vagyis Ca = 2> lesz az a tagok szama és Osszevonds utan <2> lesz az a*b? alaku tag egyiitthatoja. Ezt a

gondolatmenetet folytatva (1. egyébként ;A kombinatorika elemei” cimd cikkben kozolt példat is. — IV. kot. 2. sz. 45.
old.) nyerjiik, hogy

6 6 6 6 6 6
6 6 5 472 313 214 5 6
(a+b) =a +<1>a b+<2>ab +<3)ab +<)ab +<5>ab +<6>b.



Ugyanaz a gondolatmenet azonban ugyszolvan szérdl széra alkalmazhatoé altaldban, ha 6 helyett egy tetszéleges n
pozitiv egész kitevst tekintiink, vagyis

n __ n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+b)"=a —I—(l)a b—|—<2>a b —I—...—I—(n_l)ab —l—(n)b.

Tételiink bizonyitdsat egészen szigoriva tehetjiik, ha most a teljes indukciohoz folyamodunk, ami annal is inkabb
érdemes, mert ezzel egyuttal az egyilitthatoknak egy fontos tulajdonsagat is bebizonyitjuk.

Tegyiik tehat fel, hogy a fenti azonossdgunk az n természetes szamra igaz. Ha ezen azonossig mindkét oldalat
(a + b)-vel megszorozzuk, akkor

(a+b)"(a+b)=(a+b)"T = {a”—k <7;>a”1b+...+

n n—kpk n n—1 Y\, n
b + ... b b b).
+<k>a + +<n_1>a +<n> ](a+ )
A jobboldalon a szorzast tagonként elvégezve:
n+1 n nb n— 1b2 n n— k+1bk
4 (7)o +(2) ot (e o
" Jart 4+ ab” +a"b+ (" )a" T 4+
n—1 n 1
n n—k+11.k 21n—1 n n n n+1
+(k_1)a b+...+( 2) b +( _1)b+<n>b
Az egynemi tagokat Osszevonva, vagyis kiemeléssel szorzatta alakitva nyerjiik, hogy
n+l _ n+l n n n n—132
(@a+b)"" =a""" +(n+1)a b—|—{(1)+(2)]a "+ ...+
n P\ | n—kt1pk n "V o o (™) prtt
L) @) [0 G G
n n nn—1)...(n—k+2)
D =
¢ <k—1)+<k> 2. (h-1)
nn—1)...(n—k+2)(n—k+1)
1-2...(k=1)-k N

nn—1)...n—k+2)k+nn-1)...n—k+2)(n—k+1)
1-2...k '

+

A szamlaloban az n(n — 1)...(n — k + 2) koz0s tényezd kiemelve:

(kﬁ1>+<2) :n(n—1)...(n—k—|};l2)[k+(n—k+1)]

_ (n+1)n(n—1k)!...(n—k+2) _ <n_]|;1)

1 1
és igy | tekintetbe véve, hogy n +1 = (n—li_ ) és (Z) = (Zi 1) = 1}

1 1
(a+b)" T =at! 4 (nJlr >a”b+ <n; )a"1b2—|—...—|—

+ ntl a" Rk ntl ab” + ntl prte,
k n n+1

Ezzel bebizonyitottuk, hogy ha tételiink n-re igaz, akkor (n + 1)-re is igaz, de n = 2-re is igaz, mert hiszen

2 2
(a+b) = a® + 2ab+ b = a® + (1)ab+ <2>b2,

azért minden n kitevére is érvényes, ahol n természetes szam.

Tehét
(a+b)" =a" + <7;>a”1b+ oot <Z>a”kbk +...+ <n7i 1) ab™ <Z>b”,



ahol az (Z) szimbolumok k£ =1, 2, ..., n-re rendre kiszamithatok.
Pl

1
7N 7-6-5-4 7 6-5-4-3
(4)21 34_35’<5) 2345 b
(7)_7-6-5-4-3-2_7<7)_1
6/ 1.2.3-4.5-6 '\7 ’
és igy (a+b)" = a” + 7a% + 21a°6% + 350> + 35a°b* + 21a2b° + Tab® + b7,

Az <Z> szamokat k = 1, 2 ...n, melyek a binom n-edik hatvanyaban a tagok egyiitthatoi, az n-edik hatvany

binomidlis egyitthatdinak szokas nevezni. Figyeljiik meg, hogy mindenegyes tagban (az elsé tag kivételével) a méasodik
(novekvs kitevsjli) tényezs kitevGje megegyezik az egyiitthatot jelzd szimbolum alsé szamaval. Az emlitett kivételt
is megsziintethetjiik, ha az a” elsé tagot a™b’-ként fogjuk fel és egyiitthatojat, a tobbi egyiitthatonak megfelelGen,

(g) -val jeloljiik. (g) nincs értelmezve, mert annak a kérdésnek nincs értelme, hogy hogyan lehet adott elemek koziil
3 . . P P 2 s, 2 2 2 n 2 . . 2
egyet sem valasztani ki. Az egységesség és egyszeriiség kedvéért azonban <0>—t, ahol n tetszésszerinti természetes

o) = 1, és akkor elértiik azt, hogy altaldnos érvényességgel kimondhatjuk, hogy

(a+ b)" tehat (n+ 1) tagbol all6 homogén n-edfoki dsszeg a-nak fogy6 (és b-nek névekvs) hatvanyai szerint rendezve,

szam, ugy értelmezhetjiik, hogy (n)

n
az egyiitthatok rendre ) ahol k=0, 1, 2, ..., n. Ez a tétel ,,binomidlis tétel” néven ismeretes.

Lassunk néhany példat:
o @2 = (0)e’ 2+ (])er e (5) e ot

6 6 6 6
)@ 2P+ ()@ ()2 + () (-2)° =
3 4 5 6
=22 —122'° 4+ 602° — 16025 + 2402* — 1922% + 64.

Vegyiik észre, hogy ha a kéttagu tagjai ellenkezd elGjeltiek, akkor a tobbtagiban a tagok vdltakozo elGjeldek.
b) Mekkora (u +v)'? tobbtagtjaban u'?v” alaki tag egyiitthatoja? Az egyiitthat6 nyilvan

=19-3-17-4-13 = 50388.

19\ 19-18-17-16-15-14-13
7] 1-2-3-4-6-7

9
a
¢) Hatérozzuk meg (a x— £> tobbtagu negyedik tagjat.
x

(et () a2 v

A negyedik tag:



d) Szamitsuk ki 101-nek 6t6dik hatvanyat.

(102 +1)° = (8) (102)° + (f) (102)" + (;) (102)° + (g) (10%)° + (i) 102 + (?) _

=10 +5-10+10-10°+10-10*+5-102+1 =
=10 000 000 000 +
500 000 000

10 000 000
1 00 000
500

1

10 510 100 501

e) Szamitsuk ki 0,970 értékét 4 tizedesjegyig terjeds pontossaggal

1 1
1-3-1073)" =1- ( 10>3- 1072 + (20) 32104

10 10
— 33.107° 341078 — . ..

a tobbi tag elhanyagolhat6, mert konnyen belathatd, hogy a tagok abszolut értéke cstkken és igy a valtakozoé elGjel miatt
az elkovetett hiba abszolut értéke kisebb az elsé elhanyagolt tag abszolat értékénél. Jelen esetben az elsé elhanyagolt
tag abszolut értéke

10
( . >35 10710 = 252243 - 101 = 0,0000061236

mar nem befolyasolja a negyedik tizedes jegyet.
Az els6 3 porzitiv tag Osszege:

14+45-9-107*+210-81-107% = 1 + 0,0405 + 0,00017010 = 1,04067
Az els6 két negativ tag abszolut értékének Gsszege
10-3-10724120-27-107°% = 0,30 4 0,003240 = 0,303240

Ezek szerint tehat
0,970 ~ 1,04 067 — 0,30324 = 0,73743, vagyis 4 tizedes jegyig terjed pontossaggal 0,970 ~ 0,7374.

Ezzel az eljarassal barmely hatvany értéke mindenkor tetszdleges pontossdiggal hatdrozhaté meg, mig logaritmus-
tablaval valo kiszamitasnal az elkdvetett hiba annal nagyobb, minél nagyobb a kitevd.

Most a binomialis egyiitthatoknak néhany érdekes tulajdonsagara kivanunk még ramutatni.

1. Mar az (a + b) négyzeténél, kobénél és 7-ik hatvanyanal észrevehettiik, hogy az egyiitthatok sora balrdl jobbra
olvasva ugyanaz, mint jobbrél balra olvasva. Ez természetesen kovetkezik a szimmetriaviszonyokbol, t. i. abbol, hogy

(a+b)" = (b+a)". De kdzvetleniil is bebizonyithatjuk, hogy az eldlrél szamitott (k + 1)-edik tag egyiitthatoja (Z)

" k)—val, ahol k=0,1,2,..., n.

n —

k=0 és k=mn esetén (n):1:<n>
0 n

E=1,2,...,(n—1) esetén pedig

n vk P, n!
=CF =12 agmivel V*= LCHI—
(k) L T P A Ry Py BT

(1) = e

Ha itt most & helyett (n — k)-t irunk, akkor a nevezs két tényez6je cserelédik fel:

(ﬂk) B (n—k)![nni -k (@ —nli:)!k! - (Z)

egyenls a hatulrol szamitott (k 4 1)-edik binomialis egyiitthatoval (

azért




Hogy <Z> = (n ﬁ k>’ vagyis C,li = C’,’f‘k abbdl az egyszerd meggondolasbdl is kovetkezik, hogy n elembdl annyiféle-

képpen lehet k elemet kivalasztani, ahanyféleképpen (n — k) elemet visszahagyni és forditvall
n

Ha az (Z) szimbolumban k& > g, akkor természetesen elénydsebb < A

() ()~ 31 ()- ) v

2. A binomialis tétel fentebbi, teljes indukcioval valo bizonyitasanal lattuk, hogy az n-edik hatvanyban a k-adik és
(k + 1)-edik binomialis egyiitthato Osszege egyenld az eggyel magasabb hatvany (k + 1)-edik egyiitthatojaval, vagyis

<kﬁ1)+<2> - <n-ku>

Ez az azonossag kiilonben abboél a meggondolashél is kdvetkezik, hogy n + 1 elembdl ugy véalaszhatunk k elemet
minden lehetséges modon, hogy el6szor az elsé n elembdl valasztunk ki k£ elemet minden lehetséges médon, azutan
pedig az (n + 1)-edik elemhez hozzavalasztunk (k — 1) elemet az elsé n elembdl minden lehetséges modon. Ily modon
megkapjuk az n 4 1 elem 0sszes k-adosztalyt kombinacio6it, tehat tényleg

<Z>+<ki1) - <n_1:1)

Ennek alapjan a binomidlis egyiitthatok egy sorabdél az eggyel magasabb hatvany binomidlis egyiitthatéi egyszerd
osszeaddssal képezhetok.
PL. lattuk, hogy a 7-ik hatvany binomidlis egyiitthatoi

> helyett a vele egyenlé < ) kiszdmitani.

n
n—=k

1, 7,21, 35,35,21,7, 1
Azonossagunk alapjan a 8-ik hatvany egytitthatoi:
1,1+7,7+21,21+35,35+35,35+21,21+7, 7+1, 1

vagyis
1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 1

Ugyanigy képezhetSk egyszerd kivonassal a binomidlis egyiitthatok egy sorabol az eggyel alacsonyabb hatvany egytitt-
hatéi. Pld. a 6 hatvany egyiitthatoi:
1,7-1=6,21-6=15,35—15 =20, 35 — 20 = 15,
21-15=6,7—6=1.

Ha figyelembe vessziik, hogy (a + b)0 = 1, tovabb4, hogy a binomidlis egyiitthaték barmely sordban az elsé és
utolsé egyiitthato 1, akkor a 0-adik hatvanytol kezdve a fentiek szerint egyszerid Osszeadassal képezhetjiik sorrol-sorra
az Osszes tObbi egylitthatot. Ha az egyes sorokat rendre egymas alé irjuk, akkor a kovetkezs tablazatot nyerjiik:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

E tablazat (melyrdl az egyiitthatok 1. tulajdonséga is leolvashato) ,,Pascal-féle hdromszdg” néven ismeretes. (PASCAL
francia matematikus 1623 — 1662.)

3. Ha a Pascal-féle haromszogben az egyes sorokat Osszeadjuk rendre a kovetkezd Osszegeket kapjuk: 1, 2, 4, 8, 16,
32, 64, 128, ...stb. Ezek az 0sszegek igy is irhatok: 2°, 2, 22, 23, ... Sejtjiik tehat, hogy az n-edik hatvany binomialis
egylitthatoi Osszege 2™.

Hasonl6 alaku tagok Osszegét szoktuk gy jelolni, hogy felirjuk a tagok &ltalanos alakjat, eléje az Osszegezés jeléiil
egy nagy gorog stigma betlit és jeloljiik, melyik betd milyen értékeivel képzett tagokat kell Gsszegezni. E jel6lési moédot

! Ezzel megoldasat adtuk a 434. sz. feladatnak.



jelen esetiinkre alkalmazva: <7g> + <7;> + ...+ <Z> = Z <Z> = 2" (olvasd: ,Szumma n alatta k ha k megy 1-t6l
k=0

n-ig = 2"-nel”).
Mas szoval ez azt jelenti, hogy 0-adik sor Osszege 1, és minden kdvetkez& sor Gsszege az elGtte allo sor Osszegeinek
kétszerese, vagyis e sor Osszegek mértani haladvanyt alkotnak, melynek elsé tagja 1 és hanyadosa 2. Ha ezt szem el6tt
tartjuk, akkor ez a 3. tulajdonsag kozvetleniil kovetkezik a 2. tulajdonsaghoél, mert hiszen minden sor belsé tagjai ugy
keletkeznek, hogy a felette all6 sor minden tagjat — a két szélsé tag kivételével — kétszer vessziik dsszeadandénak, a két
szélss tag (1 és 1) csak egyszer szerepel ebben az Osszeadasban. Ha most az 0j sorban a bels6 tagokat kiegészitjik a
két szélsS taggal (1+ 1), akkor nyilvanvald, hogy az 0j sor tagjainak Gsszege a felette allo sor Gsszegének kétszerese. De
az els6 hatvany egyiitthatoinak Osszege 2, ezért a 2. hatvany egylitthatéinak 6sszege 4, a harmadik hatvany binomialis
egyiitthatoinak osszege 2 -4 = 8 sth.

Egy maésik igen egyszerid bizonyitasa tételiinknek a kdvetkezd:

Irjuk fel az

(1) (a+b)" = (g) a" + (?) a" b+ (Z) a2 4 (nﬁ 1>ab"_1 + (Z) b

azonossagot, és helyettesitsiink a = 1 és b = 1-t, akkor

aenr=z = () () () e (20) () =2 ()

4. A binomialis egytitthatok soraban a paratlan sorszamu egyiitthatok 6sszege egyenls a paros sorszamu egyiitthatok
Osszegével.
Ugyanis helyettesitsiink az (1) alatti azonossagba a = 1 és b = —1-t, akkor

1o=0=(0)= () + () - () vt ()

A negativ tagokat athozva a baloldalra, nyerjiikk paratlan n esetén

() =) =)+ G+ ()
(?;)+(g)+...+(g_1):(g)+(g)+...+(g).

Mivel a 3. tételiink értelmében a fenti azonossagokban a bal és jobb oldal Osszege 2", azért ezen azonossagok

mindegyik oldala kilon-kilon 5=

és paros n esetén

277,71

R4 akarunk még mutatni, hogy a binomiélis egyiitthatok itt targyalt tulajdonsigait azért lehetett olyan egyszerd

n
alakban altaldnos érvényességgel megfogalmazni, mert bevezettiik az o) = 1 értelmezést.



