Két pont meghataroz egy egyenest. Hirom pont, mely nincsen egy egyenesen meghataroz 3 egyenest. Eddig minden
kozvetleniil, konnyen megszamlalhat6. Kérdés: 17 pont a sikban, melyek koziil 3—3 nincs egy egyenesen, hany egyenest
hataroz meg? Itt most a pontparok kozvetlen megszamlaldsa mar igen faradsagos volna és igy szdmldlds helyett,
szamitdshoz kell folyamodnunk. Jelen esetben a kovetkez6 szamitasi modszer kindlkozik; szamitsuk ki egy 17 szog
oldalai és Osszes 4tloi szamanak Gsszegét. Ismert képlet sze

17(17—-3)  17-2+17-14 17-16
2 - 2 2

17+ = 136.

Ha nem akarunk kész képletekre tamaszkodni, rovidebben is célhoz ériink: minden pontot 0sszekdtve a tobbi 16 ponttal,
nyilvan 17 - 16 6sszekotést kapunk, de ezek koziil 2-2 ugyanazt az egyenest szolgaltatja, és igy az Osszes kiilonbo6z6

egyenesek szama = 136. (Ez utobbi okoskodasnak még az az elénye, hogy térbeli pontokra is alkalmazhat6, mig

az el6bbi meggondolas térbeli pontok esetén csak sikra valo vetités kdzbeiktatasaval vezet célhoz.) Az itt kozolt két

-3 -3 -1
szamitasi moédszer minden tovabbi nélkiil altaldnosithaté n pont esetére: n + % =n {1 + r 5 ] = n(n2 )

Itt tehat ha szamlalassal nem is, de szamitassal még boldogultunk.

Nem olyan egyszerd az eset, ha arr6l van sz6, hogy n pont, melyek koziil 3-3 nem fekszik egy egyenesen, hany
haromszoget hataroz meg. Ha a pontokat sorszamozzuk, akkor csak a sorszamok koziil kell minden leheté médon
harmasokat kivalasztani. A kérdés megoldasa tehat ugyanaz, mint a kovetkezéé: az 1, 2, ..., n természetes szamokbol,
hany szamharmas valaszthato ki ? n = 4 esetén még koénnyen megszamlalhato a kivalaszthato 4 szamharmas (123, 124,
134, 234), de ha n elég nagy szam, akkor a megszamlalas mar fizikailag is lehetetlenné valik, viszont szamitasra most
nem kinalkozik semmi az eddig tanultakbol. Még komplikaltabb lesz feladatunk, ha folytatva az altalanositast azt
kérdezziik, hogy n pont (melyek koziil 3-3 nincs egy egyenesen) hany k szoget (k < n) hataroz meg, mert k > 3 esetén
mar a sorrend is szerepet jatszik.

Egy masik ilyenfajta feladathoz vezet pl. a kovetkezd kérdeés: (z + 1)'°-ben mi lesz 2?-nek egyiitthatoja? Ha
hatvanyunkat 10 tényezds szorzatként fogjuk fel, nyilvan 2? ugy keletkezik, hogy tetsz6leges 4 tényezobol z-et és a
t6bbi 6 tényezébdl az 1-est szorzunk Ossze és igy nyilvan annyi #* tagot nyeriink, ahanyféleképpen 4 tényez6t ki tudunk
valasztani a 10-bdl; jeloljiik ezt a szamot Cfj-zel. Ezt a C’{lo szamu z? tagot Osszevonva, z?-nek egyiitthatoja éppen
C1y lesz.

Kissé més természetd a kovetkezs feladat: hanyféle 6t szind zaszlot allithatunk elé 10 kiilonb6zé szinbdl 7 Most
nem csak az 5 szin kivilasztasa jatszik szerepet, de még az is szamit, hogy az 5 kivalasztott szint, milyen sorrendben
alkalmazzuk. Kicsiny szamoknal a szamlalas itt is kovetleniil elvégezhets (pl. 4 szinbdl 12 féle 2 szini zaszlot készit-
hetiink, a négy szint a, b, ¢, d-vel jelolve a lehetséges Osszeallitasok: ab, ba, ac, ca, ad, da, be, ¢b, bd, db, cd, dc), de a
szamok novekedésével a kozvetlen megszamlalas médszere itt is csakhamar cs6dot mond.

Azt hissziik mar ez a kevés példa is meggy6zGen mutatja, hogy sziikség van altalanosan alkalmazhato szamitasi
modszerekre, amelyekkel a fenti és ezekhez hasonlo feladatokra konnyebben megadhatjuk a valaszt, mint azt az eddi-
gi példaknal lattuk. Az emlitett példak tulajdonsagat abban fogalmazhatjuk meg, hogy azokban bizonyos szabalyok
szerint csoportokat alkottunk és a lehetséges csoportok szaméat akartuk meghatarozni. Ehhez gyakran segitséget nyujt
az, ha ezeket a csoportokat valamilyen rendszer szerint probaljuk felsorolni. Az ilyen és hasonlé problémékkal foglal-
kozo agat a matematikianak kombinatorikanak nevezik. (Szoktak néha magyar néven kapcsolastannak is nevezni.) A
kombinatoérika néhény egyszert problémajat fogjuk az alabbiakban ismertetni.

Azokat a targyakat, elemeket, amelyekbdl csoportokat képeziink, leggyakrabban a természetes szamsor szamai-
val, vagy az abc betiivel, illetve indexekkel ellatott betiikkel jeloljiik. Az elemek egy-egy csoportjat flizetnek, vagy
komplexionak nevezziik.

Célszertii az elemek kozt megéllapitani egy alapsorrendet. Az éppen emlitett elemeknél erre a természetes sorrend
kinalkozik. Ebben az elrendezésben a késébb kovetkezd elemet magasabb rangunak fogjuk nevezni minden el6bb
kovetkezd elemnél, pld. a 4 magasabbrangi, mint a 2, a ,,¢”, mint az ,,a”, az ag, mint az as stb. A csoportok, fiizetek
kozt is megallapithatunk ezekutan rangsort tobbféleképpen. Az egyik lehetGség a kovetkez6: az a magasabbrangu
fiizet, amelynél balrél jobbfelé haladva elbb fordul el magasabbrangi elem, pl. 213 magasabbrangt, mint 132, 231
magasabbrangt, mint 213. Legmagasabb rangt az a fiizet, ahol alacsonyabb elem nem el6z meg magasabb rangut,
azaz, ha az elemek forditott sorrendben kovetkeznek egymas utén pl. 321. Legalacsonyabb rangt az a fiizet, melyben
magasabb rangi elem nincsen alacsonyabb rangt elem el6tt, azaz az elemek természetes sorrendben koévetkeznek, pl.
123.

Permutdciok

Az els§ feladat, amit meg akarunk oldani, az, hogy adott elemeket hany kiilonb6z6 modon lehet sorba rakni,
tehat ugy elrendezni, hogy a csoportok az Gsszes elemeket magukban foglaljak és legalabb egy elem elhelyezésében
kiilonbozzenek egymastol. Ez az eljaras permutécio.

Valamely csoport Osszes permutécidit agy nyerhetjiik, hogy felirjuk el6szor az elemek legalacsonyabb rangi per-
magasabbat tehetiink. Az utébbi elemet az el6bbi helyére tessziik, a tobbit pedig — a balra lévéket valtozatlanul hagy-
va — természetes sorrendbe utana irjuk. Igy minden lépésnél magasabb csoportot kapunk, mégpedig tigy, hogy a két



csoport kozé mar nem iktathatunk az el6bbinél magasabb, de az Gjabb csoportnél alacsonyabb rangt csoportot. Ennek
ismételt alkalmazasaval véges szamu lépésben eljutunk a legmagasabb rangi csoporthoz. PL.:

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Amint latjuk ezen komplexiokban egymastol kiilonb6z6 elemek fordulnak els, kereshetjiik azonban olyan fiizetek
szamat is, melyekben egyes elemek tobbszor fordulnak el6 pl. 1134. Képezziik ezen fiizet Osszes permutécioit.

1134 1341 3114 4113
1143 1413 3141 4131
1314 1431 3411 4311

Az el6bbi — mivel a flizetek azonos elemeket nem tartalmaznak — ismétlés nélkiili, az utobbi ismétléses permutacio,
vagy helyesebben permutéaci6é azonos elemekkel.
Lassunk még egy-két példat.

326541 342156
341256 342165
341265 342516
341526 342561
341562 342615
341625 342651
341652 345126

abbaac
abbaca
abbcaa
abcaabd
abcabda

Adott elemekbdl készithetS permutdciok szama az elemek természetétdl nyilvan nem fiigg, csak annyiban, hogy
van-e az elemek kozt azonos vagy sem. Foglalkozzunk az utébbi esettel, tehadt mikor minden elem kiilénb6z6. Ez
esetben a permutaciok szama mér csak az elemek szaméatol fiigg. Jeloljiikk Pi-el az 1 elem permutacidéinak szamat
(nyilvin P; = 1); Py-vel két elem permutacioinak szaméat, altaldban P,-nel n elem permutécidinak szamat. Két
elem esetén, mivel a mésodik elem é&llhat az els§ vagy masodik helyen, P, = 2 = 2 - 1. A két elem mindegyik
helyen, tehat Ps =3 - P, =3-2-1 = 6. Minden haromelemi permutéiciébdl 4 négyelemit csinadlhatunk, ugy, hogy a
negyedik elemet beiktatjuk negyedik, harmadik, masodik, vagy els6 elemként. Igy P; szamt haromelemii permutéciobél
P, =4-P3 =4-3-2-1 = 24 szamu négyelemd permutaciét kapunk. Kénnyen lathato, hogy eljardsunk megad
minden permutaciét és mindegyiket csak egyszer. Ugyanigy lathatjuk be, hogy P, = 5- Py, =5-4-3-2-1 = 120,
Ps;=6-5-4-3-2-1="720 és altalaban P, =n(n—1)-(n—2)...3-2-1. Kiilonboz6 elemekbdl tehat annyi permutacios
fiizetet alkothatunk, amennyi az 1-t6l az elemszamig terjeds egészszamok szorzata. A természetes szamsor 1-t6l n-ig
terjedd tagjainak szorzatat az ,n szam faktorialisanak” nevezziik és nl-sal jeloljitk (Olvasd: ,,n faktorialis”).

Ebbdl az is kovetkezik, hogy minden elem annyiszor all az els§, masodik . . . stb. helyen, ha az el6tte all6 elemek
helyét mar rogzitettiik, ahdnyszor az utana allo elemek felcserélhetSk. Tehat az 1, 2, ... n elemet tartalmazo flizetben
minden elem (n — 1)!-szor 4ll az els6 helyen; ha az els6 elemet rogzitettiik, minden tovabbi elem (n — 2)l-szor all a
mésodik helyen . . . stb.

Oldjuk meg most a kovetkezs kérdést: a 3241 fiizet hanyadik permutécioja az elemek természetes soranak 1234-nek
a flizetek bevezetGben leirt elrendezésében? A 3-as el6tt elGszor az 1-es allt az elsé helyen, még pedig 3!-szor, mert az
elem sem nala magasabb rangut. Ez a 3 elem legmagasabb rangt permutéaciéja, el6tte a tobbinek is mindnek el6 kellett
fordulnia. Hasonlé okokbdl a 2 is 3!-szor allt az els6 helyen, tehat 2(3!) permutécio elkészitése utan keriilt a 3 az els6
helyre. Mikor a 3 az elsd helyre keriilt, akkor utana az 1 allt és 2! szdmu permutécioban volt az 1 a mésodik helyen,
mert ennyiféleképpen kellett az utana kovetkezd két elemet permutalni, mig csokkend sorrendbe keriiltek. Ezutan 2



keriilt a masodik helyre, a harmadikra 1. Ez 1! szama permutéciéiban allt ott, mert a marado egy elemnek csak ennyi
lehetséges sorrendje van. Ezutan a harmadik helyre keriilt a 4 és az 1 ezzel sziikségképpen szintén a sajat helyére
keriilt. A 3241 permutéci6 tehat ebben az elrendezésben a 2(3!) + 1(2!) + 1(1!) + 1 = 16-odik.

Gondolatmenetiinket révidebben igy foglalhatjuk 0ssze: az els6 helyen 4ll6 3 megel6z két alacsonyabb rangi elemet.
E két elemnek is kellett el6bb az els§ helyen allnia egyenként 3!-szor, mert az utanuk kovetkezs elemek 3! fiizetet
alkotnak mindkét esetben. A masodik helyen all6 2 csak az 1-est el6zi meg. EI6bb tehét ez allt a masik helyen 2!-szor,
mert az utéana kovetkezs két elem 2! fiizetet alkot. A 4-es az 1-est el6zi meg a harmadik helyen, ez tehat elGtte allt
elébb 1! szamu fiizetben, majd az utolsé lépésben mindkét elem a végleges helyére keriilt.

Altalaban, ha ,,n"-nel jeldljiik az elemek szamat és k;-gyel azt a szamot, amely megmutatja, hogy az els6 helyen 4all6
elem hany alacsonyabbrangu elemet el6z meg, ugyanigy ks, ks...k,—_1-gyel a tobbi helyen all6 elemek utan kévetkezs
alacsonyabb ranguak szamat, akkor a permutécié sorszdma

NZkl(n—l)'+l€2(n—2)'++kn_11'+1

Pl k a r 6-nak a r 6 k a hanyadik permutacioja? A ,roka” szoban az els§, masodik, harmadik, negyedik helyen a
kiinduléasi ,kard” sorrendnek sora a harmadik, negyedik, els§ és masodik betije all, tehat az a kérdés, hogy az 12 3 4
elemeknek hanyadik permutacioja a 3 4 1 2. A 3-as megel6zi az 1-est és 2-est, a 4-es megel6zi az 1-est és a 2-est, az
1-es nem el6z meg alacsonyabb rangu elemet, tehat k1 =2, ko =2, ks =0; N =2-3!4+2-2l+1=12+4+1=17.
mindegyike 3!l-szor allhat az elsd helyen Osszesen 3 - 3! = 18. A 19-ik permutacié tehat 4-gyel kezdédik s utana az
elemek természetes sorrendben kovetkeznek, 4 1 2 3.

Mi a k d nt o r szo betiiinek 451-ik permutacidéja? A bettiket rendre 1, 2, 3, 4, 5, 6-tal jeloljiik.

Minden elem 5! = 120-szor all az els6 helyen. 451-et 120-szal osztva a hanyados 3 marad 91. Tehat az els6 helyen
a 4 all.

A megmarado6 1, 2, 3, 5, 6 elemekbdl mindegyik 4! = 24-szer all a méasodik helyen.

91:24 = 3,
19

tehat a masodik helyen a maradé szamok negyedike, az 5 all.
Az 1, 2, 3, 6, elemek mindegyike 3! = 6-szor all a harmadik helyen.

19:6 =3,
1

tehat harmadik helyen a 6 all.

A megmarad6 1, 2, 3 elemnek els6 permutacidja 123. Tehat a 451-ik permutécio 456123, ami azt jelenti, hogy a k
d nt o r sz6 betdinek 451-ik permutécidja t o r k @ n.

Ha az adott ,,n” szamu elem kozott ,,p” szdmu egyenls elem fordul el6, akkor az egymastoél kiilonbéz6 permutaciok
szama kevesebb lesz n!-nal. Hogy szemléletessé tegyiik okoskodasunkat, képzeljiink adva, ,,n” szamu golyot, melyek koziil
,»P szamu egyforma fehér szintd, a t6bbi pedig legyen mind kiilonb6z6 szind. Kérdés, hogy hany kiilénboz6 sorrendben
lehet a golyokat egymés mellé tenni ? Ha minden goly6 kiilonb6z6 szintd lenne, akkor n! szama permutéciot nyernénk.
A jelen esetben azonban a fehér golyok felcserélése nem ad 4j komplexiot, a fiizetek szama tehéat kevesebb lesz, mint
n!, mondjuk x szamu komplexiot nyeriink. Kiilonboztessiik meg egyméstol egy pillanatra a fehér golyokat azzal, hogy
az elsére egy pontot, a masodikra két pontot s. i. t., a p-edikre p pontot tesziink. Ha most egy bizonyos komplexiéban
1év6 megjeldlt p szamu fehér golyot egyméssal minden leheté modon feleseréliink, akkor ebbdl a komplexiobol p!
fiizet keletkezik. Mivel az Gsszes egyméastol kiilonbozd komplexiok szama z, s mindegyikbdl p! 4j fiizet keletkezik, tehat
az Osszes 4j flizetek szama x - p! lesz. A fehér golyok pontozas révén kiilonboziekké valtak, tehat x - p! az a kiilonb6z6

elembdl képezett permutacios flizetek szamat adja, vagyis nl-t. Tehat x - p! = n!, ahonnan x = vagy a szokisos

H;

|
jeloléssel PP = -
, P!
Altaldban, ha az n elem kozott p; szamu azonos (pl. fehér golyok), ezenkiviil tovabbi ps szdmu azonos is van (pl.
fekete golyok) és tovabbi ps, pa, ..., pr s2zama azonos elem (p1 + p2 + ...+ pr < n) van, akkor az elgbbi okoskodéasnak

megismétlésével nyertiik az ezekbdl képezhets permutaciok PP P2-Pr gzdméara a

|
PP1s P25 oo Pro— n:
n

~ pulpa!.py!

képletet.

9!
PL. hanyféleképpen képezhetd kiilonbozs csoport négy fehér, harom fekete és két sarga golyobol; P; 32— 1Bl =
1-2-3-4-5-6-7-8-9
= =5-4-7-9=1260.

1-2-3-4-1-2-3-1-2 g 79 60




Hény kiilonb6z6 7 jegyd szam irhaté fel a 0, 0, 0, 3, 5, 7, 7, szamjegyekkel 7
Osszesen P72 * ¢soport alkothato, de a 0-val kezd6d6 csoportok nem alkotnak 7 jegyi szamot, ezért utébbiak szama
levonando6. Az adott 7 elem permutéacioi k6zott annyi fog 0-val kezdGdni, ahany permutaciés csoport képezhetd a 0, 0,
3,5, 7, 7, elemekbdl, vagyis Pﬁ2 2 Tehat a keresett szam
2,3 22 1! 6!
P =B = o~ amn
~1-2-3-4-5-6-7 1-2-3-4-5-6
- 1-2-3-1-2  1-2-1- 2
=2-5-6-7—3-2-5-6=2-5-6(7—3) =60-4=240.

Varidciok
Ha adott n szamu elembdl dgy alkotunk csoportokat, hogy az egyes fiizetekben csak egy bizonyos k szamu elem
forduljon els, de ezek minden lehetséges kivalasztédsban és sorrendben, akkor variacios fiizeteket alkotunk, az n elem
k-adosztalyu variacidit.
PL. 1 2 3 elemeknek els§osztalyd variacioi 1, 2, 3; masodosztalyd variacioi 12, 13, 21, 23, 31, 32; harmadosztalya
variaciéi 123, 132, 213, 231, 312, 321, melyek nem mésok, mint a harom elem permutéaciéi. Képezziik 1 2 3 4 elemek
méasod-, harmad- és negyedosztalyu variacidit. Az utobbiak ismét nem egyebek, mint a 4 elem permutécioi

12 21 31 41 123 213 312 412 1234 2134 3124 4123
13 23 32 42 124 214 314 413 1243 2143 3142 4132
14 24 34 43 132 231 321 421 1324 2314 3214 4213
134 234 324 423 1342 2341 3241 4231
142 241 341 431 1423 2413 3412 4312
143 243 342 432 1432 2431 3421 4321

Ha a képzés menetét megfigyeljiik, latjuk, hogy adott elemek bizonyos osztalya varidciéibol a kozvetlen magasabb
osztalyiakat agy képezhetjiik, hogy az adott varidciok mindegyikének végéhez a benne el nem forduld 6sszes tobbi
elemeket hozzdkapcsoljuk, tehat a 12-hoz a 3-at és a 4-et, a 13-hoz a 2-t és a 4-et . . . stb.

Ismét vilagos, hogy igy a magasabb osztalyd variadciok mindegyikét megkapjuk, ha az alacsonyabb osztalytak
hianytalanul fel voltak sorolva és mindegyiket csak egyszer.

Ennek alapjan konnyt lesz a wvaridciok szamdt is meghatarozni. Jeloljik n elem k-ad osztalyd varidcidinak szamat
Vnk—val. Haladjunk lépésrél 1épésre. Nézziik meg, hogy n elembdl hany els6, méasod- . . . k-ad osztalyu varidcids
fiizet képezhets. n elembdl nyilvan n szamu elsGosztalyu variacios fiizet képezhets, azaz V,, = n. Az els6 osztalyu
variaciokbol ugy képezhetiink méasodosztalyd variacios fiizetet, hogy azokhoz vagyis az n elem mindegyikéhez sorra
hozzairjuk a t6bbi (n — 1) elem egy-egy elemét, tehat n elembdl a n(n — 1) masodosztalyn variacios fiizetet nyeriink;
azaz V> = n(n — 1). Ha a V szamu fiizet mindegyikének végére irjuk sorra a benne el nem fordulé (n — 2) elem
egy-egy elemét, akkor megkapjuk a harmadosztalyt variaciokat. Szamuk tehat V.2 = n(n — 1)(n — 2). Ezt lépésenként
folytatva kapjuk, hogy negyedosztalyu variaciok szama (ha k = 4)

Vi=(n-3)V3=nn-1)(n-2)(n-23), V2=(n—4)Vi=nn-1)(n-2)(n—-3)(n—4)

és altalaban
VE=nn-—1n-2)...(n—k+2)(n—k+1).

n

Specialisan, ha elmegyiink az n-ed osztalya variaciokig, akkor igy azt nyerjiik, hogy V' =n(n—1)(n—2)...[n— (n—
D=nn-1)(n—-2)...3-2-1=mn!=P,, ami varhato is, hiszen n elem n-ed osztalyu variacioi azonosak az elemek
permutdciéival, tehat azok szamét kellett megkapnunk.

Bizonyitasunk igy is végezhets: A Vk szamu k-ad osztalya variacios fiizet mindegyikéhez hozzacsatolva a benne el
nem fordul6 n — k szami elem (n— k)! szamu permutacios csoportjat, akkor minden egyes variacios csoportbol (n— k)!
szadmu 4j — n kiilonbo6z6 elemet tartalmazo — fiizetet kapunk, vagyis V' szami csoportbol Vnk (n — k)! csoportot. Ily
moédon azonban megkapjuk az n elem Osszes permutéacidit, mert hiszen minden n elemt permutaciés csoport a fent
adott médon keletkeztethets, és mindegyiket csak egyszer, tehat

Vit(n — k)! = Py,
vE _ P,  n nn-1)..n-k+1)(n-k)n-k-1)...3-2-1
"o(n—k)! (n—k)! m—kn-k-1)...3-2-1 N

=nn—-1)...(n—k+1)

Most mar megoldhatjuk a bevezetésben felvetett problémat: Hany 5 szind zaszl6 készithetd 10 kiilénbozs szinbdl 7
Ott nyilvan a 10 elembél alkotott 5-6dosztalyt variaciok szamarol van sz6. Tehat Viy = 10-9-8 -7 -6 = 30240.



Egy mésik példa: Hany 5-tel oszthato, csupa kiilonb6z6 szamjegybdl allo, 4 jegyd szadm van ?

Itt nyilvan a 10 szamjegynek 4-edosztalyd variacidirol van szé. 5-tel azok a szamok oszthatok, melyek 0, illetSleg
5-tel végzédnek.

0-val annyi kiilonb6z6 jegyd 4-jegyd szam végzédik, ahany 3-adosztalyt csoport képezhetd a tobbi 9 szamjegybdl,
vagyis Vg =9-8-7 = 504.

Az 5-tel végz6dok szama ugyanannyi, csak ki kell még vonni bel6liikk a 0-val kezd6dg és 5-tel végz6ds szamok
szamat, vagyis V& = 8 - 7 = 56-ot.

Tehat a kovetelményeinknek megfelels szamok szama 2Vg — Vi = 1008 — 56 = 952.

Hany szamot kapunk akkor, ha nem tessziik fel, hogy a szamjegyek mind kiilénboz6ek legyenek 7 A feladat nyilvan
hasonlit a variaciok kérdéséhez. Az utolsd jegy ismét csak 0, vagy 5 lehet, az elGtte 1év6 3 jegy pedig a 0,1, 2, ..., 9
jegyekbdl allé barmilyen 3 elemi csoport lehet, de most egy jegy el6fordulhat tobbszor is. A feladatot kicsit bonyolitja
az, hogy az els6 jegy nem lehet 0, az utolsé pedig csak 0, vagy 5 lehet. Azonban igy is igen konnyd megoldani. Az els6
helyre 9 kiilonb6z6 jegyet irhatunk. Minden elsé jegy mellé 10-féleképpen irhatjuk a masodikat, tehat az elsé két jegyet
9-10-féleképpen valaszthatjuk. Mindegyik ilyen kétjegyd szamot 10-féleképpen folytathatjuk a harmadik jeggyel, végiil
a kapott 9-10-10 haromjegy szdm mindegyikének a végére irhatunk 0-t vagy 5-6t, tehat ez esetben a kérdéses szamok
szama 9-10- 10 - 2 = 1800.

Azt a — varidcidhoz hasonlo - feladatot, amelyet fentebb emlitettiink ismétléses variaciénak szokas nevezni. A
feladat tehat ismét az, hogy adott n elembdl minden leheté moédon ki kell valasztani k szamut. Két flizet akkor is
kiilonboz6, ha csak a kivalasztott elemek sorrendjében kiilonbozik, de most egy fiizetben tobbszor is — akarhanyszor is
— el6fordulhat ugyanaz az elem. Az n elem k-adosztalyd ismétléses variacidinak szamat V,f’k—val fogjuk jelolni. Ismétlés
nélkili variaciok nyilvan nem lehetnek magasabb osztalytak, mint az elemek szama, ismétléses varidciokat azonban
képezhetiink akadrhinyad osztalytakat.

Figyeljiik meg azt is, hogy az ismétléses varidciok egészen mas termeészetd problémat jelentenek, mint az ismétléses
permutaciok. Az utdébbiaknak inkdbb a kovetkezs feladat volna a megfelelGje: Adva van n elem, melyek kozt pq, po, . . .,
pr szadmu egymas kozt egyenls elemekbdl allo csoportok vannak. Kérdés ezekbdl hany k-adosztalyt variacios fiizetet
lehet késziteni. Ez a feladat azonban méar lényegesen bonyolultabb az itt targyaltaknél. Ezzel nem fogunk foglalkozni.

Térjiink vissza az ismétléses variaciok kérdéseihez, képezziik pl. az 1, 2, 3 elemek méasodosztalyt ismétléses variacioit:

11 21 31
12 22 32
13 23 33

A kozvetlen magasabb osztalytak ezekbdl igy képezhetsk:

111 121 131 211 221 231 311 321 331
112 122 132 212 222 232 312 322 333
113 123 133 213 223 233 313 323 333

Vagyis az adott varidcidk mindegyikéhez sorban valamennyi adott elemet hozzacsatoljuk:

Keressiik az ismétlés varidciok szamdt. n elembsl n elsGosztalyu flizetet képezhetiink, ha most az n fiizet mind-
egyikét az Osszes elemekkel megtoldjuk, n-n = n? szamt masodosztalyt ismétléses variacios fiizetet nyeriink, és ismét
megkapunk minden fiizetet pontosan egyszer, azaz V"> = n?. A harmadosztalyt ismétléses variacios fiizetek képzésé-
nél az n? szamu fiizet mindegyikét az n elem mindegyikével dsszekapcsoljuk, tehat n - n? = n fiizetet nyeriink. Ezt
ismételve eljuthatunk akadrhanyad osztalyd variaciokig és kapjuk altalaban, hogy

V,:’k =nF

Lassunk ismét néhany példat.

Hény 4-jegyd szdm alkothat6 a 0, 2, 4, 6, 8 szdmjegyekbdl? Nyilvan az adott 5 elembdl alkothatd ismétléses
4-edosztélyt variaciokrol van sz6. Ezeknek szama V;A = 5% = 625.

Ez volna a megoldas, ha 4-jegyi telefonszamokrol volna sz6. Ha nem telefonszamokrol beszéliink, akkor a 0-val

kezd6d6 csoportok szamét le kell vonni. Utébbiak szama V;’B = 5% = 125 (vagy mas meggondolassal: az Osszes
4

csoportok szamanak 6todrésze % =5 = 125). Tehat a szobanforgo 4-jegyi szamok szama V;A — Vg’s =625—125 =
500.

Hanyféleképpen tolthets ki egy Toto-szelvény 7

A Toto-szelvény 2 oszlopbdl 4ll, mindegyik oszlopban 12 mérkézés vart eredménye jelezhets az ,,17;,,27, és,x” jelekkel.

gyakorlatban a mésodik oszlop nem lehet azonos az els6 oszloppal, tehat a nyert szam V;’u—vel csOkkentendd.)

Kombindciok



Ha adott elemekbdl agy alkotunk csoportokat, hogy a csoportok mindegyikében csak bizonyos meghatarozott szama
elem forduljon el6 és az elemek sorrendjére nem vagyunk tekintettel, akkor ezen csoportositasi eljarast kombinéciénak
nevezziikk. Miutdn az elemek sorrendjét nem tekintjiik, tehat pl. az 123, 132, 213, 231, 312, 321 fiizetek azonosnak
szamitanak. Igy rogzithetjiik, hogy az elemeket mindig természetes sorrendbe irjuk.

A masodosztalyu kombinacidkat pl. agy képezziik, hogy minden elemet az 6sszes nila magasabb ranguval 6sszekap-
csoljuk. Igy, az 1, 2, 3, 4 elemekbdl kivalaszthato sszes parok 12, 13, 14, 23, 24, 34. A harmadosztalyt kombinaciokat
ugy nyerjiik, hogy az adott kombinaciok mindegyikéhez sorra hozzéavessziik a benne el nem fordulé magasabb elemeket,
tehat 123, 124, 134, 234.

A kombinéciok szamat leggyorsabban tgy allapithatjuk meg, ha figyelembe vessziik, hogy n elem k-ad osztalyu
variaciéi nem masok, mint n elem Osszes k-ad osztalyt kombinacidinak Gsszes permutaciéi. Pl. 1, 2, 3, 4 elemek
masodosztalyt kombinaciéi, mint lattuk, 12, 13, 14, 23, 24, 34. Jeloljiik ezeknek szamat C7-vel. Az egyes fiizetek
permutalasaval nyerjiik a masodosztalyu varidcidkat: 12, 21, 13, 31, 14, 41, 23, 32, 24, 42, 34, 43. Ezeknek szamat
jeloltiik V2-vel. A masodosztalyt kombinécios fiizetek permutalasaval minden egyes fiizetbsl 2! 1j fiizetet nyertiink s

igy a C? szamu fiizetb6l 2! C?-t, ami viszont nem mas, mint négy elem masodosztalyu ismétlés nélkiili variacioinak
2

V,
szama. Tehat 2! C7 = V2, ahonnan C; = 2—‘§. Ugyanilyen meggondolassal lathaté barmilyen n-re és k-ra, hogy Vnk

megadja a C’,’: szamu kombinacidk Osszes permutacidinak szamat. Egy-egy kombinacié k elemének permutalasaval k!
1j komplexiét nyeriink, igy C’,’f szdmu flizet mindegyikének permutalasaval C’,’f - k! 4j fiizetet nyeriink, és ez annyi, mint
ahany k-ad osztalya variacié képezhets n elembdl. Tehat

VE nn—-1)...(n—k+1)

k k . k
k= VR —In _
G Vil vagyls Gy =2 1-2.. .k

A CF jelzés helyett az egyszeriibb (Z) (Olvasd ,,n alatta k” vagy ,n a k folott”) szimbolumot szokés hasznalni.

nn—1)...(n—k+1)
1-2...k
z6ben, mégpedig n-t6l kiindulva csdkkend sorrendben.

Oldjuk meg a kovetkezs példakat:

n
Tehéat ( k:) = . Figyeljiik meg, hogy a szadmlaléban ugyanannyi tényez6 van, mint a neve-

Ismeretes, hogy a szamtani haladvanyban szereplé 5 mennyiség: a, d, n, a, és s, kozott két egyméstol fiiggetlen
Osszefiiggést (egyenletet) allapitottunk meg, melyek alapjan barmely 3 mennyiséget (a fenti 5 koziil) megadva, a hidnyzo
ketts a két egyenletbdl kiszamithato. Hany ilyen alapfeladat van a szamtani haladvannyal kapcsolatban ? Annyi ilyen
alapfeladat van, ahadnyféleképpen a 2 kiszamitandé mennyiség kivalaszthaté a szereplé 5 mennyiség koziil. Tehat

5\ 5-4
2_ = — =
05_(2>_1.2 10.

Hanyféleképpen valaszthatunk egy 24 tagt tarsasagbol ottagi kiildottséget ? Mivel itt az egyes csoportokon beliil

a sorrend mellékes, azért kombinéciéval van dolgunk. Tehat
24-23-22-21-20
5 _ =4.93.22.21 =
Cyy = 1. 9.3.4.5 =4-23-22-21 =42504.

feleképpen vélaszthatunk. (Ha 5 kilonbozd tisztséghol allo tisztikar valasztasarol lett volna szo, akkor Vi, lett volna
a helyes felelet, ami 5! C3, = 5100480.)

Most mar a bevezetésben felvetett kérdésiinkre — hogy mi z*-nek egyiitthatoja az (z + 1)10 kifejezésben, is vala-
szolhatunk és egyuttal az ott hasznalt jelolésre is fény deriilt.

Az egyiitthato a 10 elembdl alkotott 4-edosztalyt kombinéciok szama

10 10-9-8-7
ct = =—"2 — —10-3-7=210.
10 (4) 1-2-3-4

A kombinaciokkal kapcsolatban is vessiik fel az ismétléses varidcioknak megfelelé kérdést: hany k-elemt csoport
véalaszthato ki n elembdl, ha az elemek sorrendje nem szamit, de mindegyik elem el6fordulhat akarhanyszor ? Ezt
szokas ismétléses kombinacionak nevezni.

Képezziik az 1, 2, 3, 4 elemeknek sorra az elsGosztalyt, masodosztalyd és harmadosztalyu ismétléses kombinacioit.
Az els6 osztalytak nyilvan (ugyantgy, mint ismétlés nélkiil): 1, 2, 3, 4. A mésodosztéalyt ismétlés kombinaciokat agy
kapjuk, hogy minden egyes elemet el6szor Gnmagéval, azutan sorra az 6sszes nala magasabb rangi elemmel kapcsoljuk
Ossze, tehat 11, 12, 13, 14, 22, 23, 24, 33, 34, 44. A kozvetlen magasabb osztalyt csoportokat tgy kapjuk, hogy minden
egyes csoporthoz hozzairjuk a csoport utols6 elemét, azutdn sorra egyenként az Gsszes elemeket, melyek az utolsd
elemnél magasabb rangiak. Tehat az 1, 2, 3, 4 elemeknek harmadosztalyd ismétléséses kombinacioi:

111, 112, 113, 114, 122, 123, 124, 133, 134, 144
222, 223, 224, 233, 234, 244
333, 334, 344, 444.



Az ismétléses kombindcidok szdmdnak meghatarozasa végett irjuk le az 1, 2, 3 elemeknek Osszes harmadosztalya
ismétléses kombinacioit:

111 123
112 124
113 125
122 134
123 135
133 145
222 234
223 235
233 245
333 345

Ezekbdl alkossunk tjabb csoportokat tgy, hogy az elsé helyen all6 elemek rangszamahoz 0-t, a masodik helyen
allo elemek rangszamahoz 1-et és a harmadik helyen all6 elemek rangszaméhoz 2-t adunk. (Lasd a jobb oldalon allo
fiizeteket). Az igy nyert 1j flizetekben alacsonyabb ranga elem nem allhat magasabb rangi elem utan, s6t még a rang-
szamok ismétlgdése sem fordulhat el6, mert ez azt jelentené, hogy a baloldali ismétléses kombinaciokban alacsonyabb
rangi elem &llt magasabb rangt elem utin, ami a feltétel szerint lehetetlen. Ezek szerint tehat a jobb oldali tjabb
fiizetek nem egyebek, mint az 1, 2, 3, 4, 5 elemeknek ismétlés nélkiili 3-ad osztalyd kombinéci6i. Nyilvanvalo az is,
hogy e kombindciok egymas kozott mind kilonbézdek. Konnyd azt is belatni, hogy ilymoédon megkaptuk az 1, 2, 3, 4,
5 elemeknek dsszes harmadosztéalyd ismétlés nélkiili kombinaciéit, és — az elébbiek szerint — mindegyiket csak egyszer.
Mert az utébbiak barmelyikében az elsé helyen allo elem rangszamébol 0-t, a masodik helyen &l16 elem rangszamaboél
1-et és a harmadik helyen 4ll6 elem rangszamabol 2-t levonva, a nyert rangszamok sorrendjében csékkenés nem mutat-
kozhatik, legfeljebb csak ismétlddés, és igy az 1, 2, 3 elemeknek egy ismétléses kombinaciojat kapjuk. Ebbdl kovetkezik,
hogy a 3 elembdl alkotott 3-ad osztalyd ismétléses kombinaciok szdma, melyet Cé’s—mal fogunk jelolni, ugyanakkora,
mint az 5 elembdl] ismétlés nélkiil alkotott kombinaciok szama, vagyis

4,3 _ 3
cis =8,

Altalaban ugyanezzel a gondolatmenettel kimutathato, hogy ha az n elembdl alkotott k-adosztalyu ismétléses
kombinaciok mindegyikében az elsé helyen 4ll6 elemek rangszamét 0-val, a méasodik helyen all6 elemek rangszaméat 1-
gyel, a harmadik helyen 4ll6 elemek rangszamat 2-vel s. i. t. a k-adik helyen 4ll6 elemek rangszamat k — 1-gyel noveljiik,
akkor megkapjuk az 1,2, ...n, n+1,...n+k—1 elemeknek 6sszes k-ad osztalyt ismétlés nélkiili kombinaciéit mégpedig
mindegyiket csak egyszer,

12 k 12 k
11...1 12 k
11...2 12 k+1
nn n nn—1...n+k—-1

vagyis

i n+k—1
ot = Cho = (") =

m+k-1n+k—-2)...(n+1)-n
- 1.2...(k—1) -k

A CU* képlethez eljuthatunk a kovetkezs (BEKE MANO-t6l szarmazo) tton is: az 1, 2, 3, 4, 5 elemeknek barmelyik
4-edosztalyu ismétléses kombinacids csoportjat megadhatjuk azaltal, hogy megadjuk a benne eléfordulé elemeket,
tovabbé megadjuk a II., III. és IV. helyszamokbol azokat, amely helyeken ismétlés el6fordul. Pl. az els6 csoport 11 1
1 megadhato az 1 II III IV jellemz6 csoporttal, ami azt jelenti, hogy a masodik helyre olyan elem keriil, amelyik mar
el6fordult, de ez csak az 1-es lehet. Ugyanigy a harmadik és negyedik helyen ismétl6ds elem is csak 1-es lehet. Az 1
2 2 5 csoportot az 1 2 5 III, a 3 3 3 4 csoportot 3 4 IT III, a 3 3 4 4 flizetet a 3 4 II IV jellemzi. Félreértésre nem
vezethet ez a jelolés, miutdn megegyeztiink abban, hogy az elemeket mindig emelked6 rangsorban irjuk egymaés utan.
Igy az els6 esetbe az 1 2-t kell egymasutan frnunk, majd a harmadik helyre egy mas szerepls elemet. Ez nem lehet az
1, mert azt a megegyezés szerint a masodik helyre irtuk volna, tehat a mésodik helyen all6 2-t kell megismételniink.
Hasonl6an nem téveszthetd Ossze a harmadik csoporttal jellemzett kombinacié sem a masodik helyen alléval, mert



elébbiben elGszor a 3-ast kell leirni, azt a II-nek megfelel6en megismételni, majd Gj elemet, a 4-et leirni; ezutén a
negyedik helyen ismétl6dé elem mar csak a magasabb rangt, a 4-es lehet. Ha nincs a csoportban ismétlés, akkor a
»jellemz3™-je az eredeti csoporttal azonos. A jellemzé csoport is mindig 4 elembdl all, mert ha a csoport 4 kiilonb6z6
elembdl 4ll, akkor nincs ismétlsdés és akkor a jellemz6 csoportban sem szerepel helyszam, ha pedig 4-nél kevesebb elem
szerepel a 4-ed osztalya ismétléses kombinacios csoportban, akkor annyi ismétlédésnek kell el6fordulnia, amennyivel
kevesebb elem szerepel a 4-nél és mivel minden ismétlést egy romai helyszam jelez, azért a jellemz6 csoportban szintén
mindig 4 az elemek szdma. Az is nyilvanval6, hogy a jellemz6 csoportban, az értelmezés szerint nem ismétlédhetik egy
elem sem. Igy minden jellemzé csoport nem egyéb, mint az 1, 2, 3, 4, 5, IL, III, IV elemeknek egy ismétlés nélkiili 4-ed
osztalyt kombinécidja.

Forditva: az 1, 2, 3, 4, 5, II, III, IV elemekbdl alkotott barmely 4-ed osztalyd ismétlés nélkiili kombinacionak
megfelel az 1, 2, 3, 4, 5 elemeknek egy ismétléses kombinacidja, ami nyilvanval6é abbol, hogy csak 3 romai szamunk van
és igy minden jellemz6 csoportban szerepel legalabb egy arab szdm is. Ezek koziil a legkisebbet irjuk az elsé helyre.
A tovabbiakra ezutén a jellemzsé csoport mar vilagos utasitast ad. P1. 1, 3, II, IV-nek megfelel 1 1 3 3, 4 5 II I1I-nak
megfelel 4445, 134 5nek1345,2351IV-nek 2355 felel meg.

Igy kimondhat6, hogy
: 8\ 8-7-6-5
Cit=cf = = —-5.2.7=70
5 8 (4) 1-2-3-4

Altalaban az 1, 2, ..., n elemeknek barmely k-adosztalyt ismétléses kombinacioja jellemezhets az 1, 2, ...n, II,
ITI, . .. K elemeknek egy ismétlés nélkiili k-adosztalya kombinéciojaval és forditva, az utobbi n+k —1 elembdl alkotott
barmely k-adosztalyd ismétlés nélkiili kombinaciénak az 1, 2, ... n elemeknek egy k-adosztalyt ismétléses kombinacioja
felel meg. A jellemzs csoportot ugy készitjiik el, hogy leirjuk a kombinaciéban szerepld kiilonb6z6 elemeket egymas
utan. Ezutan romai szammal jelezve felsoroljuk azokat a helyeket, amelyeken mar el6bb is szerepls elem all. Megforditva
a jellemz6 csoporthoz gy készitjiik el az altala jellemzett ismétléses kombinaciot, hogy novekvs rangsorban irjuk az
elemeket egymas utan, amig egy romai szammal jelzett helyhez nem ériink. Az ilyen helyre djra a megel6z6 helyen
all6 elemet irjuk. Ezen aton is azt nyertiik, hogy

; n+k—1
cyr :C§+k—1 = ( k ) =

(n+k—1)(n+k—2)...(n+1)n_n(n—i—l)...(n—i—k—l)-

1-2.. . (k—1)-k 1-2.. .k

Figyeljiik meg, hogy a szadmlaloban ismét ugyanannyi tényezd van, mint a nevezében, de most n-t6l kiindulva névekvé
sorrendben.
Lassunk néhany példat:

4 dobokockaval dobunk, melyeknek a 6 lapjan a szamok (vagy kiilonb6z6 szamua pontok) vannak 1-t6l 6-ig. Hany

kiilénboz6 dobas tehetd
a) ha a kockak kiilonb6z6 szintek 7
b) ha a kockak egyszintek ?

a) Legyen a négy kocka fekete, piros, kék és z6ld és dobés utan allitsuk Gket egymés mellé ebben a sorrendben.
Ekkor a 3, 6, 1, 3 dobas nyilvan kiilonbozik a 6, 3, 3, 1 dobastol. Igy az 1, 2, 3, 4, 5, 6 elemeknek 4-edosztalyu ismétléses
variacidival van dolgunk. _

Vit = 6% =1296.

b) Ez esetben a 4 kockat nem tudjuk megkiilonboztetni s igy nincs kiilonbség pl. a 6, 4, 3, 4 dobas és 4, 6, 3, 4
dobas kozt. Most tehat a 6 elemnek 4-edosztalya ismétléses kombindcidirel van szé. Szamuk

., 6-7-8-9
cit =

“To.3.4 26

Tekintsiik még a kovetkezs példat: Ismeretes az Apollonius-féle érintési feladat, melyben 3 adott kort érinté kordket
kell megszerkeszteni. Specialis esetek allanak el6, ha az adott korok kozott a nulla sugard kort, vagyis a pontot, és a
végtelen sugarta kort: az egyenest is megengedjiik. A speciélis esetekkel egyiitt hdny — ilyen értelemben altalanositott
— Apollonius-féle feladat van ?

Nyilvan annyi, ahany 3-adosztalyu ismétléses kombinacio képezhets a kovetkezs 3 elembdl: pont (P), egyenes (e),
kor (k):

i3 3-4-5
1.2-3

Cikkiink tartalmat roviden a kovetkez6kben foglalhatjuk Ossze:

1. Megismerkedtiink a kiilonb6z6 szempontok szerint alkotott csoportok képzési szabalyaival. E képzési eljarasoknak
f6elve, hogy képessé tesz benniinket arra, hogy az dsszes csoportokat kivétel nélkiil megkapjuk és minden csoportot
csak egyetlenegyszer. Ebbdl az is kovetkezik, hogy minden csoportnak meghatarozott rangszama (sorszama) van.

2. A targyalt esetekben képzési szabdly alapjan meg tudtuk allapitani esetrél-esetre az Gsszes csoportok szamét
megado képletet.

10.




Ha megadjuk az egy csoportban szerepl$ elemek szamat és az elemek sorrendjére is tekintettel vagyunk, vagyis
két csoportot, melyek ugyanazokat az elemeket tartalmazzak, de mas-mas sorrendben, kiilonbozének tekintiink, akkor
varidciordl vagy (speciélis esetben) permutdcidrdl beszéliink.

Az n elemnek (ismétlés nélkiili) k-adosztalya (k < n) variacioinak szama

vk n!

(k szamu tényezd n-t6l kiindulva cstkkend sorrendben).
Ha k = n, akkor permutacioérol beszéliink.
Vi=PFP,=nl=1-2...(n—1) n.
Ha a permutéalandé n elem koz6tt p1, pa . . . p-szadmi azonos elem van (hol p1 +p2+...+p, < n), akkor a csoportok
szédma
n!
pilpa!. . pp!

Az n elembdl képezett ismétléses k-adosztalya varidciok szama (hol k tetszdleges pozitiv egészszam):

PPUD2s D —
n

Vik = pk,

Ha az elemek sorrendjére nem vagyunk tekintettel, vagyis két fiizetet azonosnak tekintiink, ha ugyanazon elemekt6l
allnak, akkor kombindciordl van szo. (A flizetek egy normal alakja az elemek természetes sorrendje.)
Az n elembdl alkotott k-adosztalya kombinaciok szama (k < n):

ck_(f> n! n-(n—1)...(n—k+1)

TR —k) 1-2.. .k

Az n elembdl alkotott k-adosztalya ismétléses kombinaciok szama:

i n+k—1
et (M) -

(n—|—k—1)(n+k—2)...(n—|—1)n:n(n+1)...(n—|—k—1)

1.2 (k—1)-k 1-2..k

R4 kell még mutatnunk, hogy a variaciok nem egyebek, mint permutalt kombinéciok. E tény felhasznaldsaval
vezettiik le a CF képletet, de a Co* képlet levezetésére ez a tény nem alkalmas.



