A TI. gimn. matematikakonyv 146. oldalan utalas torténik arra, hogy a szabéalyos tizszog szerkesztésében felléps koriv
harja éppen az ugyanebbe a korbe irhato szabalyos 6tszog egy oldala (1. abra). Ezt fogjuk igazolni a kovetkezGkben.

1. dbra

Bizonyitasunkban egységsugara kort hasznélunk; ez nem megy az altalanossag rovasara, mert ha a kor sugara r egy-
ség volna, a bele rajzolt ,hirok” és egyéb ugyanolyan médon szerkesztett szakaszok is mind r-szeresiikre ndvekednének
(csokkennének) a hasonlosag folytan, ennélfogva aranyuk valtozatlan marad.

Tudnunk kell, hogy az egységsugaru korbe rajzolhatod szabalyos tizszog a1 oldala eleget tesz az
1 =aio(aio+1)
masodfoka egyenletnek. (L. a II. gimn. matematikakonyv 144. oldalan. Ott ilyen alakban fordul elé:
R*=a(a+ R).

Ha R =1, és a helyett ajp-et irunk, akkor elgbbi egyenletiinkhoz jutunk.)
ajp értéke ebbdl az egyenletbdl ki is szdmithato:

NG
2 b

aip =

mert a negativ gyoknek, — -nek itt nem tudunk geometriai jelentést tulajdonitani.

A nem gimnazistak részére itt kozoljiik az aig-re vonatkozo fenti egyenlet egy bizonyitasat.
Tekintsiik az egységsugara korbe irt szabalyos tizszog egyik kozépponti haromszogeét (2. dbra).
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2. dbra

A két vonalkival athuzott szakaszok — a szereplé haromszogek egyenld szaru volta miatt — mind egyenlSk aqq-zel.
Az eredeti és az also kis haromszog hasonlosaga miatt (sz0geik megegyeznek):
(1 — alo) L a1 = ayo - 1,
vagyis ajo az aranymetszés szerint osztott egységnyi sugar nagyobbik darabja.
A beltagok szorzata egyenld a kiiltagok szorzataval:

aly=1—ayp, amib6l 1=ajo(ap+1),

vagyis megkaptuk a fenti masodfokt egyenletet.
Az egységtavolsag aranymetszés szerinti osztasat a 3. Abra mutatja.



3. dbra

Az egységtavolsag egyik végpontjaban félegység sugart érintékort szerkesztiink az egységtavolsdghoz. Ezen kor
kozéppontjan és az egységtavolsag masik végpontjan dtmend szelén keletkezd két metszet a1g és a9 + 1. Igazolas: Egy
pontbol huzott érinté (dbrankban az egységtavolsag) meértani kdzéparanyos az ugyanabbol a pontbél hiazott szels két
metszete kozott, vagyis

1= alo(alo + 1).

Latjuk, hogy aio-et Ggy kapjuk, hogy 1 és ' /5 egységnyi befogokkal biré derékszogt haromszog atfogodjabol kivonjuk
a kisebbik befogot, az ' /o-et. Ez torténik az ajo-nek szokésos szerkesztésénél is. (L. 1. abrat.)

Visszatérve cikkiink tulajdonképpeni targyara, azt fogjuk bizonyitani, hogy az egységsugart korbe szerkeszthetd
szabalyos 6tszog as oldala és a szabalyos tizszog a1g oldala kdzott az
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Osszefiiggés 4ll fenn. Ez nyilvanval6an ugyanaz, mint amit elGszor allitottunk, mert hiszen a szabalyos tizszog szer-
kesztésével kapcsolatban emlitett hir olyan derékszogi haromszog atfogodja, amelynek befogdi az egységnyi sugér és
a10, tehat ennek a hirnak a négyzete Pythagoras tétele értelmében 1+ a?,-tel egyenls. Ha most sikeriil kimutatnunk,
hogy as négyzete is ugyanennyi, akkor ezek, vagyis a szobanforgé har és as maguk is egyenlSk (hiszen mindketten
pozitivok), ennélfogva a szobanforgé hur csakugyan a szabalyos 6tszg egy oldala.

Allitasunk igazolasat kétfeleképpen: elemi titon és trigonometriai ismeretek felhasznalasaval is végezziik, hogy al-
kalom kinalkozzék a kiilonb6z6 modszerek dsszehasonlitasara.

a) Az elemi geometriai eljaras soran elGszor is Osszefiiggést allapitunk meg ugyanabba az egységnyi sugara korbe
szerkeszthets szabalyos (konvex) n-szog és 2n-szog oldalanak hosszuséga kozott. (4. abra.).

4. dbra

A megvastagitott csticsu (Thales tétele szerint) deréksz6gi haromszogben mint az egyik befogd, mértani kbzepe az
atfogonak (a kor atmérdjének) és az erre esd vetiiletének, amit z-szel jeldltiink. Eszerint:

a3, = 2.
A bevonalkizott derékszogi haromszogre Pythagoras tételét alkalmazva:
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1-o7+(2) -1

a2 a2
ebbdl 1 —x = I—Z", illetsleg 1 — z = I—Z".

x értékét a3, = 2x egyenletiinkbe frva:

as, =2[1- 1—1” =2—/4—a2.



Specialisan, ha n = 5:

alg=2—1/4—a?

Ezt szeretnok a kivant ag =1+ a%o alakra hozni. Felhasznaljuk e célbdl, hogy aig eleget tesz a cikkiink elején emlitett
1 = alo(alo —|— 1)

egyenletnek. Ebb6l
afy =1 — aio,

s ezt utolsé négyzetgyokos egyenletiinkbe irva:
1—aip=2—/4—a?, azaz \/4—a? =1+ ajp.

4—a§:1—|—2a10+a§

Tavolitsuk el a négyzetgyokot:

Az itt még f6losleges 2a19 tagot ismét az
1 = ajp(aip + 1) illetsleg a19 = 1 — a3,
Osszefiiggés alapjan helyettesitjiik megfelelével:
4— a3 =1+ 2(1 - aiy) + afy.
Ha utols6 egyenletiinkben polinomma alakitunk, 6sszevonés és rendezés utan csakugyan a kivant
a? =1+ aj,

Osszefiiggéshez jutunk.

b) A trigonometriai igazolasban az egységsugart korbe irhato szabélyos 6tszog egy kozépponti haromszogébol
indulhatunk ki (5. 4bra).

Irjuk fel erre a cosinus-tételt:
a2 =1+1-2cos72° =1+1—2sin18°.

A szabalyos n-szog egyik kozépponti haromszogét a csicsnél 1év6 szog felezdjének meghuzasaval két egybevigo
derékszogl haromszogre osztjuk.




Ezek egyikébdl (a 6. dbran bevonalkaztuk) a szabalyos n-szog oldala, a, a kovetkezs moédon szamithato ki (A
koriilirt kor sugarat most is egységnyinek vessziik.):

ap, . 180° . 180°
> = sin , azaz A, = 2sin .

Speciélisan, ha n = 10:
alp = 25sin 180,

fentebbi egyenletiink ennélfogva igy alakul:
ag =1+1- aig-

De mar lattuk (az elemi megoldas soran), hogy
1- aio = a%Oa

vagyis csakugyan

a3 =1+ aji,.
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Emlitettiik, hogy a9 = , ennek és utolsd egyenletiinknek alapjan most mar as értéke is kiszamithato.



