A Kozépiskolai Matematikai Lapok szerkeszt&sége, a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat és a Kozoktatéastigyi Mi-
nisztérium tamogatasaval ez évben aprilis 26-an és majus 25-én rendezte az Arany Déaniel matematikai tanuldversenyt.
Ezuttal csak az I — II. osztalyosok részére, tekintettel arra, hogy a III — IV. osztalyosok a Rakosi Matyas tanulmanyi
versenyen vettek részt. Az elsé fordulo feladatai a kovetkezok voltak:

1. Adva van egy tavolsag, egy kor és ennek belsejében a P pont. Szerkesztendd az adott kornek olyan AB hurja,
mely a P ponton athalad és amelyre vonatkozoan az AP és BP szakaszok kiilonbsége az adott tavolsaggal egyenls.

2. Hozzuk legegyszertibb alakra az

(22 — y2)? + (y2 — 22)3 + (22 — 22)3
(—yP+y—2P3+(z—2)3

kifejezést.

3. Egy iizemben 40 munkas sztahanovista munkamodszerre tér at. Ezaltal az tizem termelése 20%-kal emelkedik. Ha
az els§ sztahanovistakkal egyiitt a munkisoknak Osszesen 60%-a tér at az Gj munkamoédszerre, akkor ezaltal az lizem
termelése az eredeti termelésnek két és félszeresére novekszik. Kérdés, hany munkas van az iizemben és hanyszorosra
emelkedik az iizem termelése, ha valamennyi munkas megtanulja az 1j munkamoédszert?

A beérkezett 3000-en feliili dolgozatbol a keriileti bizottsagok javaslatat figyelembe véve 358-an jutottak a masodik
forduldba. A masodik fordul6 feladatai a kovetkezdk voltak:

1. A és B 5000 méteres tavon versenyt futnak. Az elsé kisérletnél A 1 km el6nyt ad B-nek és 1 perccel elbb ér
célba. A méasodik kisérletnél A 8 perc elényt ad és 1 km-re van még a céltol, mikor B célba ér. Hany perc alatt futja be
A és mennyi alatt B az 5000 méteres tavot? (Feltessziik, hogy a két versenyben nem valtozik a futok atlagsebessége.)

2. Bizonyitsuk be, hogy barmilyen egész szam is n

n(n+2)(5bn —1)(5bn + 1)

mindig oszthato 24-gyel.
3. Szerkessziink haromszoget, ha adott a haromszog koré irt kor sugara; az oldalakat beliilrél érint6é kor sugara és
a haromszog egyik szoge.

A Kozponti bizottsag, amelynek tagjai voltak: Aczél Istvanné minisztériumi f6el6ado, Hajos Gyorgy Kossuth-
dijas egyetemi tanar, Lérincz Pal miegyetemi adjunktus, Neukomm Gyula felelGs szerkeszts, Varga Tamas egyetemi
tanarsegéd, és Surdnyi Janos egyetemi docens, f6szerkeszts, mint el6ado, a kdvetkezéket allapitotta meg:

A dontsben 335 versenyzo indult. Beadta dolgozatat Budapestem 194 versenyzé koziil 163, Szegeden 27 versenyzd
koziil 27, Debrecenben 21 versenyz6bd6l 15, Miskolcon 18 versenyz6 koziil 12, Pécsett 11 versenyzd koziil 11, Veszprém-
ben 19 versenyz6 koziil 19, Gy6rott 35 versenyzé koziil 35, és Egerben 10 versenyzé koziil 10. Osszesen tehat beadtak
292 dolgozatot. 12 versenyz6 oldotta meg mindharom feladatot, tovabbi 15-en foglalkoztak érdemben mindharom fel-
adattal, de nem mindenre adtak teljes megoldast, vagy csak két feladatot oldottak meg, de valamelyiket kiemelkedGen
iigyesen. Ennyiben a verseny paratlanul sikeres volt. Nem mutatott azonban ilyen kedvezd képet a donté dolgozatainak
egésze. A dolgozatok igen nagy hanyada egyetlen feladat megoldasat sem tartalmazta, vagy csak a legkonnyebb elss
feladatét. Egyes keriiletekben a dontSben beadott dsszes dolgozat ilyen volt. Altalaban felting a vidék o6riasi lemara-
désa a pesti versenyzokkel szemben, kiilontsen az ez irdnyban az el6z6 évek folyaman bekovetkezett erds javulas utéan.
Osszesen 6 vidéki tanulo szerepel az emlitett 27 kozt. Hasonloan kedvezdtlen tiinetnek kell tekinteni azt a tényt is,
hogy Gsszesen egy ipari technikumi tanulé szerepel a javaslandoék kozt, annak ellenére, hogy ennek az iskolatipusnak
kevéssel tér el a matematikai tanterve az altalanos gimnaziumétol.

A mar emlitett 12 dolgozat koziil, melyek mindharom feladat megoldasat tartalmazzak, 6t emelkedik kiilonosen ki.

Vigassy Jozsef dolgozataban kiilonosen a harmadik feladat megoldasa értékes. Erre két kiilonb6z6 megoldést ad és
jelzi a megoldhatosag feltételének megkereséséhez vezets utat, bar azt nem koveti szamitassal. A mésodik feladatnak
is két megoldasat adja, bar maga is jelzi, hogy azok nem kiilonboznek lényegesen.

Kovdcs Ldszlo a masodik feladatra két lényegesen kiilonboz6 megoldast ad, ligyesen kezeli az els6 feladatot is. A
harmadiknal pontosan megadja a szerkeszthetGség feltételét,

A Bizottsag Kovdcs Liszlonak a debreceni Reformatus Kollégium gimnéaziuma II. o. tanuldjanak és Vigassy Jozsef
a budapesti I. ker. Pet6fi gimnazium II. o. tanulojanak egy-egy I. Arany Ddniel dijat itélt oda.

Schmidt Eligius dolgozata ugyancsak két megoldéast tartalmaz a masodik feladatra, a harmadik feladatnal pedig
targyalja a megoldhatosag feltételét. Az els6 feladat megoldasa kissé hosszadalmas nala. A Bizottsag Schmidt Eligius,
a budapesti II. keriileti Fiirst Sandor gimnazium II. o. tanul6janak dolgozatat II. Arany Ddniel dijjal jutalmazza.

Reichlin Viktor dolgozata a masodik feladatnak két, de nem lényegesen kiilonb6z6 megoldasat tartalmazza. A
harmadik feladatnal keresi a megoldhatosag feltételét, de egy tévesen felirt Gsszefiiggés alapjan hibéas eredményre jut.

Fdbian Egon dolgozataban a harmadik feladatra ad kétféle megoldast, hivatkozva az els6é gimnéazium tankonyvének
egy rokon feladatara. A Bizottsag Reichlin Viktor, a budapesti V. ker. Piarista gimnézium II. o. tanuldjanak dolgozatat
és Fabidn Egon, a budapesti XI. ker. Jozsef Attila gimnézium II. o. tanul6janak dolgozatéat I. dicséretben részesiti.

II. dicséretet nyert a kovetkez6 hét tanuld, akik lényegében szintén megoldottdk mindharom feladatot: Bdrtfai
Pdl budapesti ref. gimn. I. o. tanuléja, Edrdiogh Ldszlé budapesti Apaczai Csere Janos gimn. II. o. tanuldja, Gritzer
Gydrgy budapesti Berzsenyi Daniel gimn. II. o. tanuléja, Kertész Addm budapesti Fiirst Sandor gimn. I. o. tanuléja,



Kowdcs Ferenc budapesti Piarista gimn. II. o. tanuléja, Léw Miklos budapesti Vorosmarty Mihaly gimn. II. o. tanuléja,
Zawadowsky Alfréd budapesti Pet6fi Sandor gimn. II. o. tanuldja.

A Bizottsag tovabbi 15 dolgozat szerz&jét 111 dicséretben részeseti. Ezek a kovetkezok: Balatoni Ferenc budapesti
II. Rakoczi Ferenc kozg. kdzépiskola I1. o., Beleznay Ferenc budapesti Piarista gimn. 1. o., Bddds Péter székesfehérvari
Jozsef Attila gimn. II. o., Botdr Ldszlé miskolci Foldes Ferenc gimn. II. o, Gergely Jozsef keszthelyi alt. gimn. II. o.,
Huszdr Kdroly budapesti Rakoczi Ferenc gimn. I1. o., Legéndi Kdroly budapesti, reformatus gimn. IL. o., Padl Zoltin
budapesti, Kényves Kalman gimn. IL o., Pdtkai Gydrgy budapesti Fay Andras gimn. I. o., Roboz Agnes budapesti
Varga Katalin gimn. I. 0., Sdntha Ernd budapesti Fay Andras gimn. I. 0., Szerdahelyi Jend miskolci XIII. sz. Gépipari
Technikum Il.o., Tahy Péter budapesti II. Rakéczi Ferenc gimn. II. o., Tomor Benedek gy6ri Révai gimn. II. o., Uray
Ldszlo budapesti Piarista gimn. I. o. tanul6.

Alabbiakban kozoljiik a kittzott feladatok megoldésait.

Az I fordulo feladatai
1. feladat.

I. megoldas: Képzeljiik a feladatot megoldottnak. Jeldljiik az adott kor kézéppontjat O-val és az adott AP — PB
tavolsagot d-vel.

1. dbra

A keresett AB hurra meréleges atmérs — egy megoldast tekintve — az abra szimmetria tengelye. Ha az AB htron
A pontbél felmérjiik a PB = AP* tavolsagot, akkor az igy nyert P* pont nyilvan a P pont tiikorképe a fenti &tmérére
nézve és AP — PB = AP — AP* = P*P = d (1: abra).

Eszerint a szerkesztés menete: az O koriil PO sugérral rajzolt koncentrikus kérben megszerkesztjiikk a PP* =
PP* = d hiirokat. E hirok meghosszabbitasai adjak az AB és A’ B’ megoldéasokat.

A megoldasok szama 2, 1, 0 aszerint, amint d § 2-OP. Ha d = 0, akkor a két megoldas egybeolvad az OP-re
merdleges hirra.

II. megoldas: Jelolés mint az I. megoldasban. A PP* felez6pontja F egyszersmind az AB felez&pontja, tehat
OF 1 FP ésigy az I pont rajta van az OP f5lé, mint atmérd folé rajzolt Thales-koéron, tovdbba PF = PF' = 3 (2.

abra).

2. dabra

d
A megoldhatosag feltétele, hogy 3 < OP, ami megegyezik az I. megoldasban talalt eredménnyel.

Tobben azzal probalkoztak, hogy BP-t az AP-b6l a P-t6l szamitva meérték vissza. Igy mértani helyiil a kor P-
re vonatkozo centralis tiikorképét kapték. Ezzel azonban nehezebb feladathoz jutottak: két egyenls sugari, egyméast
metszd kor kozos harjanak felez6pontjan at olyan szel6t huzni, melynek az adott korok kiilonboz6 ivei kozé es6 szakasza
adott hosszusagu.



2. fetadat.

I. megoldas: Az u® + v* = (u+ v)(u?

— uv + v?) azonossag alapjan tortiink nevezdje

=@—y+y—2)[@-y’-@-yy-2)+y-2°+(z-2)?=

r—y)z—2y+2)+@y—z+z—a)(y—z—z+x)| =

Hasonloképpen a szamlalod
(@ =) + (y* = 2°)° + (22 = 2?)° = 3(2” — y*)(y° — 2?)(2* —2?)

Az adott tort tehat
3(a® — y*)(y? — 2?)(2° — 2?)

3z —y)ly —2)(z — )

=(@+y)(y+2)(z+2).

II. megoldas: Tekintsiik a nevezst x polinomjaként. A polinommaé atalakitas tényleges elvégzése nélkiil is konnyen
lathato, hogy masodfoki polinomot kapunk, mert az elsé és harmadik kifejezésbol adodé x3-os tagok Osszege 0-t ad.
Ennek a polinomnak 0 helyei 2 = y és 2 = z, ami behelyettesitéssel azonnal lathaté. Igy a nevezs gyoktényezss
elgallitasa azonos az (r — y)(z — z) szorzatnak és az z’-es tag egyiitthatojanak szorzataval. Az elsé és harmadik
kifejezésbdl 22 egyiitthatoja —3y + 3z = 3(z — y); tehat a nevezd azonos a

3z —y)(z—2)(z—y)
szorzattal. Ebb6l megkapjuk a szamlalot, ha x, y, z helyett 22, y?, 2z%-et frunk, tehat a keresett tort:

3(@® —y?)(a? — 2)(2* — ¢?)
3z —y)(z—2)(z—y)

=(@+y)(y+2)(z+2).

II1. megoldas: A szamlalo és nevezd olyan harom szam kobének Osszege, amely harom szam Osszege 0. Ha pedig
a + b+ ¢ = 0, akkor kimutathaté, hogy
a® + b + ¢ = 3abe

Ugyanis, ha
a+b=—c

akkor kobre emelve
a® +3a%b + 3ab®> + b2 = =3

vagyis
a® + % 4 ¢ = —3ab(a + b) = —3ab(—c) = 3abc.

E segédtétel egyébként kozvetleniil adodik a kévetkezs azonossagbol is:
a® + b 4 & — 3abc = (a + b+ c)(a® + b* + 2 — ab — bc — ca)
Ennek alapjan kifejezésiink igy irhato:

3(2® —y?)(y? — 2°)(z* —2?)
3 —y)y—2)(z — )

=(z+y)(y+2)(z+2).

3. feladat.
I. megoldas: Legyen egy sztahanovista tultermelése a régi modszerrel termel$ munkas termelésének z-szerese és
a munkasok szama y. Akkor a feladat szerint

(1) y+ 40z = 1,2y
és

(2) y +0,6yx = 2,5y.



25-1 15

(2) — bél x = 06 0,6:2’5
x ezen értékét (1)-be helyettesitve
y + 100 = 1,2y,
amibdl y = 500 munkés
és az lizem termelése, ha valamennyi munkas attér az uj munkamodszerre; 1 4+ x = 3,5-sz0rosre (350%-ra) emelkedik.
II. megoldas: Egy sztahanovista tultermelése az {izem Ossztermelésének 421_8 = %%—a. A munkasok 60%-anak

tiltermelése a feladat szerint az dssztermelésnek 150%-a, amibél kovetkezik, hogy a munkésok 60%-a (150 : '/5 =)
300 munkast jelent, vagyis a munkasok Osszlétszama 500 és igy a tultermelés, ha mind az 500 munkas sztahanovistava
valik, 500 - /5 = 250%, vagyis az {izem termelése 3,5-szeresre emelkedik.

A II. fordulé feladatai,
1. feladat.
I. megoldas: A x perc alatt. B y perc alatt tesz meg 1 km-t.
Az elsé kisérletnél A 5x perc alatt 5 km-t, B pedig 1 perccel hosszabbidé alatt 4 km-t tesz meg,
tehat 5+ 1 =4y. (1)

A masodik kisérletnél B 5y perc alatt fut be 5 km-t, mig A 8 perccel révidebb id6 alatt 4 km-t,
tehat 5y — 8 = 4x,

vagyis 4r + 8 = by. (2)
(2)-bdl (1)-et kivonva
y=7—2x.

y ezen értékét (1)-be helyettesitve
5x 4+ 1 =28 —4x,

amibdl rxr=3 és gy y=7—x=4.
Tehat az 5000 m-es tavot A 15, B 20 perc alatt futja be.

II. megoldas: A 5 km-t = perc alatt, tehat 1 km-t % perc alatt fut be.

1
Az els6 kisérletnél B 4 km-t (z + 1) perc alatt tesz meg, tehat 1 km-t % perc alatt.

5(z+1)

4
A masodik kisértetnél B 5 km-t perc alatt, A pedig 4 km-t gx perc alatt fut be és a feladat szerint

S5(x+1) 4z
i S e
4 ) +5

5
amibdl x = 15 perc. B ideje 5 km-re pedig = 20 perc.

(x+1)
4

II1. megoldas: A két futamban egyiittesen mindkét versenyzd 9 km-t tesz meg, de A 9 perccel révidebb ideig fut.

Tehat A 1 km-t 1 perccel révidebb id6 alatt tesz meg, mint B. Az els6 versenyen A igy 4 km-en 4 perc elényt szerez
és mivel 1 perccel gy6z, az els6 km megtétele 3 percig tart, B tehat 4 perc alatt tesz meg 1 km-t. Vagyis A 15 percig,
B 20 percig fut 5 km-t.

2. feladat.

I. megoldas: a) Ha n 3-mal oszthatd, akkor nyilvanvalo, hogy szorzatunk is oszthaté 3-mal. Ha n 3-mal nem
oszthato, akkor 5n sem oszthatd 3-mai, és igy 5n — 1 és bn + 1 koziil az egyik oszthaté 3-mal, mert harom egymasutan
kovetkezd szam: 5n — 1, 5n, dn + 1 koziil az egyik feltétleniil oszthatd 3-mal.

b) Ha n paros, akkor n és n + 2, ha pedig n paratlan, akkor 5n — 1 és 5n + 1 két egymds utan kovetkez6 paros
szam. Két egymasutan kovetkezd péros szam koziil az egyik mindig oszthato 4-gyel és igy szorzatunk mindig oszthato
2-4 = 8-cal.

Mind a), mind b) alatt az 6sszes lehetséges eseteket kimeritettiik és igy bebizonyitottuk, hogy szorzatunk n minden
egész szadmu értéke mellett oszthatoé 3-mal is és 8-cal is, mivel pedig e két szdmnak nincs kozos osztdja, tehat a
szorzatukkal 3 - 8 = 24-gyel is.

II. megoldas: Teljes indukcio is célra vezet.
n=1rel-(14+2)(5—-1)(5+1)=3-24 oszthato 24-gyel.
Tegylik fel, hogy valamilyen n = k értékre mar igazoltuk az allitas helyességét, azaz

k(k +2)(5k — 1)(5k 4+ 1) = 25k* + 50k% — k? — 2k = 24A,



ahol A valamilyen egész szam.
k helyébe (k + 1)-et téve:

(k4 1)(k + 3)(5k + 4)(5k + 6) = 25k + 150%> + 299k 4 246k 4 72 =
=100k% + 300k? + 248k + 72 + 25k* 4+ 50k — k* — 2k =
=24(4K> + 12k* + 10k + 3) + 4k> + 12k* + 8k + 24A =
=24B + 4k(k* + 3k +2) + 24A =
=24(A+ B) + 4k(k + 1)(k +2)
Mivel k(k + 1)(k + 2), mint 3 egymésra kovetkezs szam szorzata oszthatoé 2 - 3 = 6-tal, azért a nyert kéttagt

Osszeglink masodik tagja is oszthato 4 - 6 = 24-gyel. Tehat ha tételiink n = k-ra igaz, akkor n = (k + 1)-re is igaz, de
n = l-re igaz és igy minden n egész szamra fennall.

II1. megoldas:
n(n+2)(5n —1)(5n+1) = n(n +2)(25n? — 1) =

=n(n+2)[24n* + (n2 — 1)] = 24n*(n 4+ 2) + (n — )n(n+ 1)(n + 2).
Az els6 tag nyilvan oszthato 24-gyel, a masodik tag pedig 4 egymasra kovetkezs szam szorzata. Ezek kézt van mindig

3-mal oszthat6 és van két egymésutani paros tényezs, melyek koziil valamelyik igy 4-gyel is oszthat6. Szorzatunk tehét
oszthaté 3 -2 -4 = 24-gyel.

A versenyz6k legnagyobb része diszkusszioval (I. megoldas) oldotta meg a feladatot, de gyakran nagyon hosszadalmasan.
Volt olyan versenyz§ is, aki n-nek 24-gyel val6 osztasabol adodo teljes 0, 1, 2.. ., 23 maradéksorra kiilon-kiilon bizonyitott.

3. feladat.

I. megoldas: Képzeljiik a feladatot megoldottnak. Legyen az adott szdg « a haromszog koré irt kor kozéppontja
K és sugara r, beirt kor kozéppontja O és sugara o. (1. abra).

1. dbra

360° — 180° 4 |180° — (B + 180°
A BOCA-bél BOC<{=180°—§—%: 2([34—7) = [ 5 (8 7)] = 2+a:90°+%.
A keriileti szogek tétele alapjan a K kozéppontu és r sugart korben tetszéleges a keriileti szog szarainak a korrel valo

metszéspontjai megadjik a haromszog BC = a oldalat.

Az O pont — a fentiek szerint — rajta van azon a BC koriven, melynek pontjaibél a BC' tavolsag 90 + ¢ sz0g

alatt latszik és amely koriv a BC' oldalnak ugyanazon az oldalan van, mint az « szbg cstucspontja. E lat6szog-kor
kozéppontjat P-vel jelolve, a kdzponti és keriileti szog kozotti Osszefiiggés alapjan

1 BPC< =360° —2 (90 + %) = 180° — a,
2

vagyis az ABPC négyszog hirnégyszog és igy a P pont a BC' iv felez6pontja.

Egy masik geometriai hely O-ra nézve a BC egyenestsl o tavolsaghan a BC-vel parhuzamosan hizott egyenes, a
BC egyenesnek ugyanazon az oldalan, mint az el6bbi koriv.

A két mértani hely egyik metszéspontja a keresett O pont. O koriil ¢ sugarral rajzolt korhoz a B és C' pontokbol
szerkesztett érint6k metszéspontja A (amely rajta van a koré irt koron) a keresett haromszog harmadik csucspontja.



(Altalaban két pontot kapunk O szamara, de mindketts egybevdgd haromszogekre vezet, tehat csak egy megoldasrol
beszéliink.)

Hatarozzuk meg a megoldhatosag feltételeit. Jeloljiikk az a oldal felez6pontjat A;-gyel és a PA; egyenesnek met-
széspontjat a latoszog-korivvel, @Q-val. Megoldas nyilvan csak akkor van, ha ¢ < A1Q

Mivel (1) alapjan az A1 BP< = % , azért

L«
asin —
a « 2
AP=—tg—=—=
DR Yoo @
cos§
és a
PQ =PB =
2cosg
2
amibdl

.« al|ll—sin—
a asmE ( 2)
AQ=PQ—-AP= — = .

2cos = 2cos = 2 cos =
COS 5 COS 5 COSs 5

. .« o
De a=2rsina :4r51n§cos§

@gyA@:mmEQ—mg)
2 2
Tehat megoldas csak akkor van, ha

0= 2rsin% (1 —sin%)

Egyenl6ség esetén o = A1Q és a haromszog egyenls szara (b = c).
Allando6 r esetén a jobboldal akkor [maximalis, ha sin% (1 —sin %) maximalis. Egy szorzat pedig, amelyben a tényezék
1 o
dsszege dllando, akkor veszi fel a legnagyobb értéket, ha a tényez6k egyenlSk, vagyis sin% =35 amib6l a = 60° és o < % )
maximalis értéke tehat — és ezt akkor veszi fel, ha a = 60° és azonkiviil 8 = v = 60°, vagyis a haromszog egyenls oldald. L.
»K. M. L« L. évf. 1948. majus , 167. sz. feladat.)

II. megoldas: Felhasznaljuk ezt a tételt (I. osztalyos tankonyv 1950-es kiadas, 285. oldal), mely szerint egy haromszog
beirt és hozzairt korének egy-egy kozos kiils6 érint6 oldalon 1évé két érintési pontjanak tavolsaga egyenld a harmadik oldallal,
amely a fenti két kor kozGs bels6 érintGjének a kiilsé érint6k kozé es szakasza.

2. dbra

Eszerint a szerkesztés menete: a BC' = a haromszog oldal szerkesztése ugyantgy torténik, mint az I.megoldasban. Felvessziik
az a szoget és szerkesztiink egy o sugard, mindkét szart érint6 kort (2. abra). Az egyik szogszaron az érintés: pontbol kiindulva
felmérjiik — a szog csucspontjatol tavolodo iranyban — az a tavolsagot. Az igy nyert pont lesz az emlitett tétel alapjan a hozzairt.
kor érintési pontja. A beirt és hozzairt kor egy k6z0s bels6 érintGje metszi ki az « sz6g szaraibol a B és C' csicspontokat.

A megoldhatosag feltétele: a hozzairt kor kdzéppontjat O1-gyel és sugarat pi-gyel jelolve, feladatunk csak akkor oldhato
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és igy feltételiink
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1 —sin —>, ami megegyezik az I. megoldasbol nyert feltétellel
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