A RAKOSI MATYAS matematikai tanulményi verseny, mely ebben az évben keriilt elGszor kiirdsra és pedig a
kozépiskoldk III. év IV. osztalyt tanuléi részére, mind a mennyiséget, mind a mindséget tekintve feliilmilja a tavaly
nagy sikertd Arany Daniel versenyt. Az I. forduléra — mely dpr. 19-én az iskoldknal zajlott le — 219 iskola Gsszesen 3114
tanuldt nevezett, de mivel a benevezett iskoldkon kiviil is indult néhany iskola a résztvevék szama kb. 3150-re tehetd.
A beadott dolgozatok szama 2921 volt.

Az 1. fordulén a kovetkezs 3 feladatot kellett a versenyzdéknek 4 6ran beliil megoldani:

1. Legyen adva két egymasra meréleges egyenes és egy pont. A pont koriil rajzoljunk kort tetszésszerinti sugérral,
de ugy, hogy mind a két egyenest messe. E metszéspontokban emeljiink merélegest az egyenesekre és keressiik meg
ezek metszéspontjait. Milyen vonalat irnak le a metszéspontok, ha a kor sugarat valtoztatjuk?

2. Egy lizem az Otéves terv elsé évében 6%-kal emeli évi termelését, a masodik évben pedig tovabbi 8%-kal. A
tovabbi harom év alatt évente ugyanannyi szazalékkal akarjik emelni a termelést, agyhogy a termelésnek a terv egész
folyaman elért emelkedése atlagos évi 10%-nak feleljen meg. Hany szazalékkal kell emelni évente a termelést?

3. Egy egyenld oldaléld négyzetes gula alapéle 26 cm, a szomszédos oldallapok 120°-os szoget zarnak be egyméassal.
Milyen magas a gula?

Tekintettel arra, hogy a kdzgazdasagi kézépiskolakban koordinata geometriat nem tanulnak, az 1. feladat potlasara
még egy szabvanyos példa szamtani haladvanyra is ki volt ttzve. A két feladat k6zott a versenyzsk valaszthattak.

A dont6 II. forduld az els6 forduldéhon elért eredmény alapjan kivalasztott 281 versenyzé kozt folyt le méajus 18-an
d. e. 10 oratol d. u. 3-ig, mégpedig Budapesten (168 induld), Szegeden (25 induld), Debrecenben (15 indulé — koztiik
egy II. osztélyos versenyen kiviil), Miskolcon (12 indul6), Pécsett (15 induld), Veszprémben (16 indulo), Gyoérott (17
indul6) és Egerben (13 indulo).

A dont6ben a kovetkezs 3 feladat volt kitizve:

1. Adva van a sikban A és B pont. Hol kell elhelyezni a sikban a C pontot, hogy a C' A tavolsag 2,6-szerese legyen
a OB tavolsagnak, és a BAC szog lehets legnagyobb legyen?

2. Egy vastutvonalon A helységbdl személyvonat indul C helységbe. Amikor a vonat B-n atfut, onnan egy tehervonat
indul A felé. Amidén pedig a tehervonat A-ba érkezik, egy gyorsvonat indul A-bol C felé, s ez éppen a C' allomason
éri utol a kordbban emlitett személyvonatot. A és B kozt félaton egy didk megfigyeli, hogy a személyvonat athaladasa
utdn 15 perc miulva futott 4t a tehervonat és tjabb 11 perc elteltével a gyorsvonat. A-t6l B 10 km-re van. Kérdés,
hany km-re van B-t6l a C helység? (Feltessziik, hogy a vonatok egyenletes sebességgel haladnak.)

3. Bizonyitando, hogy ha a + b + ¢ = 0, akkor

a—b b—c c—a c a b 9
< c + a + b ><a—b+b—c+c—a>_

A versenyzGk tulnyomo része legalabb egy feladatot jol oldott meg. 74 versenyz6 volt, aki vagy legalabb 2 feladatot
lényegében megoldott, vagy egyre szellemes megoldast adott. Ezek koziil kiemelkedett 15 dolgozat (eltekintve a ver-
senyen kiviil indult tanulé dolgozatatol), melyek szerzsi tobbé-kevéshé teljes megoldast adtak mindharom feladatra,
vagy 2 feladatnak adtak teljes megoldéasat, de valamelyik megoldasuk kiemelkeds. A mindsitésre leginkabb az elss
feladat adott moédot. Ezt sokfelsl probéaltak megkozeliteni a versenyzék, és kiillonb6zé mértékben sikeriilt a megoldas
lényegére ratapintaniuk.

A 15 dolgozat koziil 3 talalja meg a lényegre ramutatd valaszt, ezek szerzéi Kantor Sandor, Domdlki Balint és
Keresztély Sandor. Mindharman megoldjak a masik két feladatot is. Ezek koziil is kiemelkedik Kantor Sandor dolgozata.
Az els6 feladatnak két kiillonb6zd modon adja megoldasat és véazolja egy harmadik megoldési lehetGség menetét.
A masodik feladatot egyenletekkel roviden, vildgosan megoldja, emellett ad egy egész elemi okoskodassal torténd
megoldast is A harmadik feladatnak iigyes, vilagos megoldasat adja. Fogalmazésa rovid, tomor. Vilagosan emeli ki a
lényeget.

Domolki és Keresztély dolgozata egyféle megoldast ad, mindegyik feladatra s nem mindeniitt taldlja meg a legro-
videbb utat, bar eljutnak mindegyik feladatnak a teljes megoldaséhoz.

Az els6 feladatra legegyszertibb megoldast Fehér Jénos ad, 6 azonban nem oldja meg a harmadik feladatot. A
masodik feladatra Adam Andras egyszert grafikus megoldast ad, nem oldja meg az els6 feladatot. A harmadik feladat
megoldasaban Szekerka Palnak van egy iigyes 6tlete, amellyel a megoldést attekinthetGvé teszi, viszont az els6 feladatnal
nem sikertiil sokszori probalkozas ellenére az észrevett geometriai viszonyokat bizonyitania.

A K. M. a birélobizottsag véleményének meghallgatdsa utana kovetkezd dontést hozta:

1 dij (oklevél és 1000 Ft pénzjutalom):

KANTOR SANDOR (Debrecen, Ref. Koll. g. III. o. t.).

2 dij (okleveél és 500 Ft pénzjutalom):

DoOMOLKI BALINT (Bp. XI., Apaczai Csere Janos g. III. o. t.),
KERESZTELY JANOS (Miskolc, Foldes Ferenc g. III. o. t.).

L. dicséretben és nagyobb kényvjutalomban részesiltek:



Addém Andris
Bdrsony Andrds
Durst Endre

(Hajduszoboszlo, Irinyi Janos g. IV.)
(Nagykanizsa, Iranyi Déniel g.)
(Szolnok, Beloiannisz gimn. IV.)
Fehér Janos (Gyor, Révai g.)

Jdrfds Ldszlo (Budapest, X., Széchenyi g.)

Klopfer Ervin (Bp. VIIL., Koho- és gépipari techn. IV.)
Nagy Tibor (Vac, Sztaron Sandor gimn.)

Rédly Elemér (Pannonhalmi g. III.)

Révész Pdl (Bp. VII., Madach g. IV.)

Szekerka Pdl (Bp. VI, Kolcsey g. IV.)

Villanyi Otto (Bp. IV. Konyves Kalman g. IV.)
Zaldn Janos (Gyor, Révai g.)

II. dicséretet és kényvjutalmat nyertek:

Addny Laszlo (Bp. X., I. Laszlo g.), Adorjin Ldszlé (Debrecen, Koho- és gépipari techn. IV.), Baldzs Béla (Bp. VIL.,
Evang. g. II1.), Bdn Istvan (Bp. V., Berzsenyi gimn. IV.), Bdnkévi Gyérgy (Bp. XI., Jozsef Attila g. II1.), Beretvds
Tamds (Bp. V., Berzsenyi g. II1.), Billes Ferenc (Bp. XIV., 2. sz. vegyipari techn.), Csomn Gyula (Stimeg, Korvin
Ott6 g. IV.), Dedk Gedeon (Bp. V., 1. sz. textilipari techn. IV.), Dékdiny Sdndor (Bp. XL., Jozsef Attila g. I111.), Egri
Gyorgy (Bp. V., E6tvos gimn. IV.), Fellegi Ivin (Bp. XIV., L. Istvan g.), Féldvdri Gyérgy (Bp. V., E6tvos g. IV.),
Frajka Zoltdn (Karcag, Gabor Aron g. IIL.), Gersits Ferenc (Bp. X., I. Laszl6 g. II1.), Génczi Aniké (Bp. 1., Szilagyi
Erzsébet Ig. IV.), Ivits Ivin (Bp. IX., Fay g. IV.), Halmos Lajos (Bp. 1., Furst S. g. IV.), Harsdnyi Ibolya (Bp. XIX.,
Landler Jend g.), Hartl Aladdr (Eger, Dobo Istvan g.), Kelen Rudolf (Bp. X., I. Laszlo g. IV.), Kerepesi Kdroly (Bp.
XIV., 2. sz. vegyipari techn.), Kiss Gdbor (Szeged, Radnéti g. IV.), Kiss Lajos (Debrecen, Csokonai g. I11.), Kolldr
Mihdly (Szarvas, Vajda Péter g. IV.), Kovdcs Istvin (Bp. XI., Jozsef Attila g. IV.), Kovér Gydrgy (Bp. IX., Ref.
g. IIL.), Lakési Laszlo (Keszthely, Vajda Janos g.), Malatinszki Jend (Bp. XIV., Maxim Gorkij isk.), Martin Sdndor
(Szeged, Radnéti g. I11.), Marké Ldszlé (Bp. XVL., Corvin Métyas g.), Mina Jdnos (Kiskunhalas, Sziladi Aron g. IIL),
Mitsdnyi Attila (Bp. XIV., Maxim Gorkij isk.), Molndr Loérdnt (Bp. VIIL., Fazekas g.), Nagy Ferenc (Szeged, Radnoti
g. IIL.), Nagy Lajos (Aszod, Petdfi g.), Németh Liszlo (Gyula, Erkel Ferenc g. IV.), Neogrddy Dezsé (Keszthely, Vajda
Janos g.), Oldh Tibor (Miskolc, Mikszath g.), Pataki Gyérgy (Bp. VIL., Madach g. IV.), Rockenbauer Magda (Bp. X.,
I. Laszlo g. I1L.), Schwirg Jozsef (Bp. IX., 4. sz. Gépipari techn. IIL.), Serf Egyed (Bp. 1., First g. IV.), Spiré Janos
(Bp. V., Berzsenyi g. IV.), Szakdcs Péter (Bp. VL, 1. sz. Elelmiszeripari techn.), Székely Ldszlé (Cegléd, Kossuth g.),
Szildrd Katalin (Bp. V1., Kossuth Zsuzsa g. IIL.) Szondy Tamds (Bp. II1., Arpad g.), Telkes Zoltdn (Aszod, Petéfi g.
I11.), Tolgyesi Istvin (Nyiregyhaza, Kossuth g. IV.), Turi Istvdn (Battonya, Mikes Kelemen g.), Varsdnyi Tamds (Bp.
VIII., Fazekas g. II1.), Zobor Ervin (Nagykanizsa, Iranyi Déniel g. IIL.).

Alabbiakban adjuk a kitiizott feladatok megoldasait.

Az I fordulo feladatai
1. feladat.

Megoldas: A kornek az egyenesekkel valdé metszéspontjai szimmetrikusak a pontbol az egyenesekre bocsatott
merGlegesekre nézve, tehat célszert az utobbi két egyenest koordinata-tengelynek valasztani, az adott pont lesz tehét
az origo6. Legyen a fliggsleges” egyenes tavolsaga az Y tengelytdl u, a ,yvizszintesé” az X-tengelytdl v (u és v elGjellel
veenddk). A kor sugara r nyilvan nem legkisebb sem |u| sem |v|-nél. Az r sugari kor altal létesitett 4 metszéspont:
(z1,v), (—21,v), (u,y1), (u,—y1) és e metszéspontokban emelt merslegesek metszéspontjainak koordinatai: (x1,y1),
(—z1,11), (x1,—y1), (—x1, —y1). Az el6bbi 4 pont rajta van az origo koriil hazott r sugara koron, tehat koordinéatéi
kielégitik a kovetkezd két egyenletet:

(1) r + vt =12
és
(2) u? i =1’

Ha r-et kikiiszoboljiik az altal, hogy pl. (1)-bdl kivonjuk (2)-t, az
x%—y%—i—vz—iﬁ =0,

vagyis
2 2_ .2 2
1 -y =u —v

egyenletet kapjuk. Az indexet most mar elhagyva annak hangstlyozasara, hogy ha r véltozik az x; és y;, értékek is
valtoznak és feltéve, hogy u? # v?,
2 2
T Y
w2 — 02 w2 — 2

:0,



ha |u| = |v|; akkor az egyenlet igy alakul:

\EX,,v N (V)

('Xi. Y 1) a'ly') L

J v \(u,y,)

('Xrys)b %) X (4-%)

Az el6bbi egyenls oldala hiperbola egyenlete, melynek aszimptotai a koordinata-tengelyek szogfelezs egyenesei, az
utobbi egyenletet viszont éppen e két szdgfelez6 pontjainak koordinatai elégitik ki. A r valtoztatasaval nyert (x,y)
pontok mindig kielégitik az elsd, ill. a masodik egyenletet, a szerint, hogy milyen u és v értéke.

Forditva, ha egy (zo,yo) pontra nézve z3 — ya = u® — v? (vagyis az o, yo pont rajta van a fenti vonalon), akkor e

pontbol az adott egyenesekre bocsatott merdlegesek talppontjai: (xg,v) és (u, yo). Ezek tavolsaga az origotol: y/ a3 + v2

és \/u? + y2 a fenti egyenldség szerint egyenld, tehat e talppontok rajta vannak az origé koriil rajzolt

TZ\/:vg—i—v?:\/u?—i—yg

sugart koron, vagyis az (o, yo) pont kielégiti a mértani hely feltételeit.
Ezek szerint, ha |u| # |v|, akkor a mértani hely egyenld oldala hiperbola, melynek koézéppontja az adott pont,

tengelyei parhuzamosak az adott egyenesekkel, a tengelyek hosszanak fele \/u? — v2. A hiperbola atmegy az adott
egyenesek (u,v) metszéspontjan.

Ha |u| = |v| vagyis az adott pont specidlisan a két adott egyenes egyik szogfelezGjén van, akkor a mértani hely
a kérdéses szogfelezdbol és az adott ponton &t ra merglegesen huzott egyenesbdl all. Azt szoktuk mondani, hogy a
hiperbola ebben az esetben két egyenesre fajul.

Megjegyzés: Ha az adott egyeneseket valasztjuk a koordinatarendszer tengelyeinek és az adott pont: O(u, v) akkor
a geometriai hely egyenlete:

(—w? _ w-v?
W2 — 02 u? — 2
alaku lesz.
2. feladat.
Megoldas: Legyen a terv el6tti év termelése 7', akkor az els6 tervévben a termelés 73 = T+ 1—30T =T-1,06 volt.

A masodik tervévben a T novekedett 8%-kal, vagyis a termelés a 2. tervévben To = Ty - 1,08 = T - 1,06 - 1,08. Ezt a Tb

3
termelést akarjak emelni 3 éven 4t, évente allando x%-kal tgy, hogy az utolsé tervévben a termelés Ts = To (1 + %)

egyenl6 legyen T - 1,15-nel.
Ha az egyszertiség kedveert 1 + % helyett g-t irunk, akkor Thg® = T'- 1,06 - 1,08 - ¢ = T'- 1,15,

amibdl

, 11
= 706-1,08
vagyis
1,15
g= ¢ — _ _ 1121
1,06 - 1,08
és igy

z=100(q—1) = 12,1%.



Tehat a hatralevé 3 évben a termelést évente 12,1%-kal kell emelni.

Megjegyzés: A szoveg Ggy is értelmezhets, hogy az 6tddik év termelése helyett, az 6t évi Ossztermelésrdl van szo.
Ez esetben (a T-vel valo egyszertsités utén, az

15

1,1° 1
1,06 41,06 - 1,08(1 + ¢ + ¢* + ¢*) = L1 = 6.71561

egyenlethez jutunk, amibél
6,71561 — 1,06
3 2 ) )
¢ +q +qg+ 11448 ,9

A jobboldali tortet 2 tizedes pontossaggal kerekitettiik, tekintve, hogy az egyenletet grafikusan fogjuk megoldani,
és ebbdl nagyobb pontossagra aligha szamithattunk.
Ha mindkét oldalt (¢ — 1)-gyel szorozzuk, akkor

¢t —1=494q — 4,94,

vagyis
q* =4,94q — 3,94.

A (g — 1)-gyel valo szorzas folytan ennek a 4-edfoku egyenletnek — mely grafikusan kénnyen megoldhato — egyik
gyoke 1, a tobbi gyokei megegyeznek az eredeti harmadfoka egyenlet gydkeivel.
A grafikus megoldés szempontjabol célszerd egyenletiink mindkét oldalat 10-zel osztani:

0,1¢* = 0,494¢ — 0,394.
Abréazoljuk az y; = 0,1¢* és yo = 0,494¢ — 0,394 fiiggvényeket:

gl 111 |12
y1 | 0,1 | 0,146 | 0,208
25 | 0,1 | 0,149 | 0,198

a2 /

rd

a1

1425
1 1 : 12

Az abrabol leolvashatd, hogy az egyenes a negyedrendii gorbét a ¢ = 1 ponton kiviil, még kb. a ¢ = 1,1425 helyen
metszi. (Koénnyen meggy6z6dhetiink 4-jegyi fiiggvénytabla segitségével, hogy ¢ = 1,141-nél a negyedfoku fliggvény
meég az egyenes alatt van, 1,144-nél mar biztosan felette van, tehat 1,141 < ¢ < 1,144.)

Tehat ez esetben az utolso tervévben 14,25%-kal kell évente emelni a termelést.

3. feladat.
I. megoldas: A betiizést az dbra mutatja.




2
Legyen az alapnégyzet egy oldala BC' = a, az alapnégyzet félatloja OB = OC = aT. A keresett OM-et jeloljiik

m-mel. A BD 4tlon at az M C oldalélre merdleges sik messe az oldalélt N-ben. Tehat ON L MC.
A feltétel szerint a BN D< = 120°. Legyen OCN< = «a. Mivel a BND egyenlGszara haromszogben a szarakkal
szembenfekvs szogek 30°-osak, azért

ON ON
sina=— = — =tg OBN< =tg 30° = —.

S

Ezt felhasznalva, az OCM derékszogd haromszogbsl

m—0C-tga—0C. SN0 W2 1V av2_a

Viswa 2 Vo1 22

Jelen esetben a = 26 cm és igy m = 13 cm.

A keletkezs szamos derékszogi haromszog sokféle lehetGséget ad arra is a versenyzdk ezeket ki is aknaztak — hogy
trigonometria felhasznalasa nélkiil szamitsuk ki a magassagot. Egy ilyen pl. a kdvetkezs.

II. megoldas:

a BO av2 V3 a2 a6
BF =OF =% A BONA-bSl BN = 2= - @V2 /V3 _avzs _ avh
OF =3 ONA-DS sin60° 2 /2 3 3

Az MFC és a BNC derékszogi haromszogek hasonlok, mert a C-nél fekvs hegyes szogiik kozos, tehat

MF BN 6
MC a3’

vagyis
2
a
MF2 m2 + Z 2
MC? 2 a2 3
T
amibdl

P z a
, ésigy m = —.
gy 5

~| S w
o~

III. megoldas: Legyen MC = b és BN = p. Mivel a feladat szerint BNO< = 60°, azért ON = g
A COM A kétszeres teriilete kétféleképpen allithato el6:
P a
20=b-= = =-V2-
5 =gV2m
(1) vagyis bp = amv/2.

a2
bp = ay/m? + —.
pam+4

A BCM A kétszeres teriilete hasonloképpen

(1) és (2)-bdl kovetkezik, hogy

amibdl
miE_0
V42

IV. megoldas: Vegyiink 6, a feltételeknek megfelels, gulat és helyezziink elgszor harmat egymas mellé gy, hogy
cstucsaik és egy oldaléliik egybeessenek. Mivel az oldallapok szoge 120° és 3 ilyen lapszog keriilt egymés mellé, a 3
gila hézag nélkiil osszeillik. Két-két gula szomszédos oldallapjai pedig 360° — 2 - 120° = 120°-os sz6get fognak alkotni.
Igy a szomszédos gulak kozé egy-egy ujabb gulat illesztve tgy, hogy ezek csticsa is Osszeessék a mar Osszeillesztett



gulak kozos csucséaval, zart testet kapunk, melyet 6 négyzet (a 6 gula alaplapja) hatarol. Ez a test tehat csak kocka
lehet. Két csiccsal szembeforditott gila magassigainak dsszege egyenls a kocka élével, vagyis a gula alapélével. Ebbgl
kovetkezik, hogy a gila magasséga az alapél hosszanak felével egyenl6.

Igy oldotta meg a feladatot Szabé Ldszlo (Aszod, Petsfi g. IV. o. t.) és Tuska Ferenc (Cegléd, Kossuth g. IV. o. t.)
A pélyazok legnagyobb része trigonometriai tdbldkkal szogeket hatarozott meg, ami — mint a fenti megoldésok
matatjak — teljesen felesleges.

A 1L forduls feladatai
1. feladat.

PB 1
I. megoldas: A C pont rajta van azon az Apollonius-féle korén, melynek minden P pontjara nézve

m = 2—,6 =
5

—. A BAC<« akkor maximaélis, ha AP a kor érintGje. Ez az érintési pont lesz tehat a keresett C' pont. Kimutatjuk,
hogy CBA< derékszog.

1. dbra ——

Az Apollonius-féle kor kozéppontjat O-val és az AB egyenessel valo metszéspontjait M és N-nel jelolve (1. abra),

MB 5 CB
a CM egyenes az ABCa AB oldalat VA-13-CA aranyban metszi, mert M is a kor egy pontja. Ebbg] viszont
kovetkezik, bogy CM az ACB< felezGje,

(1) ACM< + MCO< = 90°,

mert az érint6 merdleges a korsugarra.
Lattuk, hogy ACM < = MCB<. Méasrészt a COM egyenlGszara haromszoghdl

MCO<« =0MC«.
Helyettesitsiik az (1) alatti egyenlGségben szerepld szogeket a veliik egyenls szogekkel

MCB<+OMC< =90°,

de akkor az M BCA harmadik szége, M BC< is 90°, vagyis az ABC/A derékszogi és igy AB = / AC? — BC? =
BC+\/2,62 — 1= BC+\/5,76 = 24BC, vagyis

5
BC = —AB.
¢ 12

5
Tehat a C pontot a B pontban AB-re emelt meréleges egyenesen kell elhelyezni B-t6l Th AB téavolsagban.

II. megoldas: Képzeljiik a feladatot megoldottnak és alkalmazzuk az ABC A-re a sinus-tételt;
sima CB 5

sinf  CA 13
amibdl
sina = 3 -sin 8
S 13 '
Mivel « szitkségképpen hegyesszog, azért o akkor maximalis, ha sin o maximalis; sina pedig akkor veszi fel a
legnagyobb értéket, ha sin 8 = 1, vagyis 8 = 90°.
¢B_ 15
CiA 26 13
Cy A 5
2B értéke ugyancsak 13 de a Co BA< tompa. Legyen C1C1 ill. C2C%, a Cy ill. Cy pontoknak

és C1 BA< hegyes, tovabba egy Co

II1. megoldas: Tekintsiink egy C; pontot, melyre nézve

pontot, melyre nézve

tavolsaga az AB egyenestdl (2. abra) és az A-nal keletkezs szogeket jeloljik ag ill. ae-vel.



Mivel 010{ < (1B és CQCé < CQB, azért

CCq C1B 5 ., .
= — és sinag =

_ CyCh _ C.B 5
Ch1A T C1A 13 CyB ~ C A~ 137

sinoy =

5 CB 5
Tehat az A-nal levs szog sinusa mindig kisebb E—nal, kivéve, ha a CBA< derékszog, ekkor sina = A= 13

vagyis ez esetben sin a és vele egylitt o maximalis.
Igy oldotta meg a feladatot Fehér Janos (Gyor, Révai gimn.)

IV. megoldas: Mindazon kozos AB oldala ABC haromszogekben, melyekre teljesiil az AC' : BC' = 2,6 kikotés,
a C-nél fekvo szog felezGje az AB oldalt olyan M pontban metszi, melyre AM : BM = AC : BC = 2,6. Az M pont
helyzete fliggetlen a haromszog alakjatol. Tiikrozziik a C'M B haromszoget a CM szogfelezére. A B pont tiikdrképe
B’ az AC haromszogoldalra esik és
MB' = MB

a C pont helyzetétsl fiiggetlen tavolsag. Az Osszes ilyen pontok tehat az M kozéppontu és B-n atmend k kordn
sorakoznak. (3. abra).

= n B8 3 dbra

Megforditva, ha B’ ennek a kornek tetszés szerinti pontja, akkor messiik el az AB’ egyenest a BM B’'< felez&jével.
Az igy keletkez6 ABC haromszogben MC szigfelezd, mert M B’ tiikdrképe M C-re M B, a C ponté pedig dnmaga,
tehat a CB’ oldalegyenes tiikorképe CB. Ebbdl kovetkezik az is, hogy

AC : BC =AM : BM = 2,6,

tehat az ABC/A megfelel a kovetelményeknek.
Az eredeti feladat tehat helyettesithetd azzal, hogy a k kor mely Bg-jat kell A-val 6sszekdtni, hogy a keletkezd
ByAB< a lehets legnagyobb legyen. Ez a By nyilvan az A-bél huzhat6 érinté érintési pontja. Ez esetben

MBy L ABy

Szerkessziik meg a fent leirt médon az ezen By ponthoz tartozé6 ABCy haromszoget. Ebben is M BCy/A az M ByCyAA
tiikkorképe, s igy
ABCy< = M ByCo<t = 90°.

V. megoldas: Keressiik azon kozos AB oldali ABC haromszogek koziil, melyekre AC : BC' = 2,6 azt, amelyben
a BAC< a lehet6 legnagyobb. A szdgek azonban nem véltoznak, ha a haromszogeket nagyitjuk, vagy kicsinyitjiik. Igy
helyettesithetjiik az 6sszes haromszoget olyanokkal, melyekben az AC oldal k6zos. Ekkor
AC 5

BCO="=2
¢ 26 13

5
is az Osszes haromszogekben egyenld, az 0sszes B pontok tehat egy C koriill r = 13 - AC sugarral rajzolt kéron vannak.
A BAC<« akkor maximaélis, ha AB e kor érintGje, tehat BC' L AB és Pythagoras-tétele alapjin

AB = 24BC, vagyis BC = % - AB.

Szamosan differencialassal oldottak meg a feladatot, ami — mint lattuk — teljesen felesleges.



2. feladat.
I. megoldas: Jeloljiik a keresett BC' tavolsédgot x-szel és legyen a személy-, teher- és gyorsvonat sebessége rendre
1, 2, ill. ¢3 km/perc. A didk megfigyelése szerint

5 5
1 —+==15
) ot =
5 5
2 —+— =11
(2) & e

T 10
A BC = z tavolsagot a személyvonat — perc alatt teszi meg és ez alatt a tehervonat — percig van dton B-t6l
C1 C2
+x

A-ig, és utdna a gyors percig A-tol C-ig, tehét

C3

10 10
(3) Lo 2
C1 C2 C3

Tehat 3 egyenletiink van 4 ismeretlennel, vagyis nem hatarozhatok meg mind az ismeretlenek, de jelen esetben x
meghatéarozhato, csak ¢y, co és c3 marad hatarozatlan.
(1)-bdl (2)-t kivonva

1 1 4
(4) 3—£:&m®d———:<
C1 C3 C1 C3 5
(2)-bol
1 1 11
) ==
(5) S Ta T
(3)-bol
Z_x 10 10
C1 C3 B C2 637
vagyis

(4) és (5) figyelembevételével

4 11

Zr=10.--—=

517 0 2
amibdl 110

II. megoldas: A didk megfigyelése szerint a személyvonat és a tehervonat egymésutdn 5 — 5 km-t tesz meg
Osszesen 15 perc alatt, mig a tehervonat és gyorsvonat ugyancsak 5 — 5 km-t tesz meg egyméasutan Gsszesen 11 perc
alatt. Ebb6l kovetkezik, hogy a gyorsvonat 5 km-t 4 perccel révidebb id6 alatt tesz meg mint a személyvonat. A
gyorsvonat az AB téavolsag I felez6 pontjan 15 + 11 = 26 perccel a személyvonat utan halad at. Mivel 5 km-ként hoz
be 4 perc id6hatranyt, azért 26 perc id6hatranyt 6,5 -5 km = 32,5 km utédn hoz be. Tehat F'C' = 32,5 km és igy
BC =FC—-FB=325—-5=275 km.

III. megoldas: Abrazoljuk grafikusan a vonatok menetét. Elgszor tiintessiik fel az A pontbol 0 perckor kiinduld
személyvonat megtett km-eit, mint a ¢ percek fiiggvényét, tetszéleges sebesség mellett vagyis az AP egyenest tetszdleges
sz0g alatt huzhatjuk (1. abrat).

km

40 M /
Xy

1018

A0 ‘ 30 t perc



10 km megtevése utan B-bdl indul vissza a tehervonat A-ba ismét (bizonyos mértékig) tetszdleges sebességgel.
A tehervonat 15 percel a személyvonat utdn ér az 5 km-hez, tehat dbrankon PQ = 15 perc, amibdl kovetkezik,
hogy a tehervonat A-ba 30 perccel a személynek (0 perckor tortént) induldsa utan érkezik. (Abrankrol geometriailag
leolvashat6. Mivel a gyorsvonat sebességének pozitivnak és feliilrsl korlatosnak kell lennie, azért a tehervonat sebessége
sem egészen tetszOleges. Ha a gyorsvonat részére érankénti 150 km-es sebességet vesziink felsd hatarnak, akkor 5 km
megtevésére a gyorsnak legalabb 2 percre, a személynek pedig legalabb 2 4+ 4 = 6 percre van sziiksége, tehat az 5P
tavolsag = 6 perc. Ebbdl kovetkezik, hogy PQ = 15 perc tavolsag legfeljebb az 5P tavolsag 2,5-szerese.)

A gyorsvonat a 30-ik percben indul el, de ennek sebessége mar meg van hatarozva az elbbi két tetszélegesen felvett
sebesség altal, mert 11 perccel a tehervonat utan kell az 5 km-hez érnie. Tehat QR = 11 perc, vagyis az R pont meg van
hatarozva és igy a gyorsvonat menetét feltiintetd egyenes is meg van hatarozva. Ez utébbinak a személyvonat menetét
feltiintets egyenessel valé metszéspontja M (x,y). M-nek y ordinataja, mely km-eket jelent, abrankrol leolvashato, de
kénnyen pontosan ki is szamithaté abrankbol

y:(y—5)=MA: MP =30: 26,
mibdl
26y = 30y — 150,
y =375 ésigy BC =y — 10 =275 km.
Lényegében igy oldotta meg a feladatot Addm Andrds (Hajdtszoboszlo, Irinyi Janos g. IV. o. t.).

3. feladat.
I. megoldas: Bebizonyitando tételiink igy is irhato:

3 c b—c+c—a n a a—b+c—a n
a—2b a b b—c c b

c—a c a
vagyis
c b% — be + ac — a? a ab—b%+ ¢ —ac
a—b ab b—c be
b a?—ab+bc—c? ¢ —(a+b)(a—>b)+cla—Db)
+ : = : +
c—a ac a—>b ab
a —0b+c)b—c)+alb—c) b —(c+a)(c—a)+blc—a)
+ . _|_ . —
b—c be c—a ac
c[—(a+b)+c] a[—(b+c)+a] b[—(c+a)+b]
= + + =6
ab be ac

Mivel a feltétel szerint —(a+b) = ¢, —(b+c¢) =a és —(c+ a) = b, azért

2c2+2a2+2b2 _ a’ + b +c3

s« 4 -6
ab be ac abc ’

vagyis

ad+b3+3
1 _— =3.
(1) abe

Ennek helyességét kell tehat bizonyitanunk. Feltételiink szerint ¢ = —(a + b), és igy

ad+b+cE P+ —(a+b)? @+ —a® —3a®b—3ab® - b®

abe ab(a + b) N ab(a + b)
3ab(a +b)

abla+b)

Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.
Jegyzet: Az adott feltételek mellett az (1) alatti azonossag még igy is bizonyithato:
(a+b+c)* =a® +3a%b+ 3ab® + b* + 3(a + b)*c + 3(a + b)* + ¢ =
=a® + 0%+ +3abla+b) +3(a+b)*c+3(a+b)c? =0, és mivel a +b =

= —c, azért



a® + b2+ ¢ — 3abe+ 3¢3 — 3¢ =0,
amibdl

a® + b + ¢ = 3abe.
II. megoldas: Az a, b, ¢, szamok mind kiilonb6z6k és egyike sem lehet 0, mert kiilonben az adott szorzat értel-
metlen.

Jeloljiik a szorzat els6 tényezGjét A-val, masodik tényezGjét B-vel.

A (a —b)ab+ (b— c)bc + (¢ — a)ac

abc
_a?b—ab® +b*c—bc® +ac® —a’c  a*(b—c) —a(b® — * + be(b — ¢)
N abc B abc N
(b-)a —albrc)+be] _(b—cfa—b)a—c) _(a—b)b-o)c—a)
abc N abe T abe '

B c(b—=c)(c—a)+ala—Db)(c—a)+bla—Db)(b—c)
- (a=b)(b—c)(c—a) -
a® + b3 + 3 — a?b — ab® — a%c — ac® — b%c — bc? + 3abe

(a=b)(b——c)(c—a)

Tehat
AB — a® + b2+ 3 — a?b— ab® — a%c — ac? — b%c — be? + 3abe

abe

Adjuk hozza a szamlalohoz az (a +b+c)® = a® + 1% + ¢ + 3a3b + 3ab® + 3a’c + 3ac? + 3b%c + 3bc? + 6abe kifejezést,
amely a feltételiink szerint 0-val egyenld.

AB — 2(a® + b + & 4 a®b + ab® + a*c + ac? + b*c + bc?) + Yabe
N abc N
2[a*(a+b+c)+b*(a+b+c)+c*(a+b+c)] +9abe
abc

Mivel téteteliink szerint a szamlalo elsé tagja 0, azért

AB — 9abce

=9, ami bizonyitandé volt.
abc

Igy végezte el a bizonyitast Szekerka Pdl (Bp. VI. Kolcsey g. IV. o. t.)

Sok palyazo hivatkozott arra, hogy egy azam és reciprokanak Gsszege = 2, megfeledkezve arrdl, hogy ez csak pozitiv szamokra
érvényes.



