BOLYAI JANOS

» ... most tobbet nem szollhatok tsak
annyit: hogy semmibdl egy wjj mds vi -
ldgot teremtettem. .. « (Temesvar, 1823.
nov. 3.)

1802 december 15-én sziiletett Kolozsvart a magyar tudomany legnagyobb biiszkesége, a minden idék egyik legna-
gyobb matematikusa, Bolyai Jdnos. A Magyar Tudomanyos Akadémia decemberben Bolyai—hetet rendez, hogy méltd
iinneplésben juttassa kifejezésre a magyar tudomany megemlékezését.

Az anyagi vilag terének megismerésében Euklides mive, az Elemek, két évezreden at uralkodd hatassal irdnyitotta a
kutatéasokat. Bolyai Jdnos miive az Appendixz pedig a tudomany fejlédésében forradalmi dtalakulast robbantott ki és a
modern térfogalom kialakulasaban, szaguldo fejlédésében gazdag forrasnak bizonyult. A matematika egyik legnagyobb,
két évezreden at vajudd problémajat tisztazta, s kaput nyitott a tudomany djabb, csodalatos fejlédése szamara. Ma
mar egy évszazad matematikai alkotasaiban lathatjuk Bolyai eszméinek tiikkrozdését és széles teriileten felismerhetd
hatasat. Bolyai Jdnos nagysagat nemcsak az Appendiz — ez a hires matematikai remekmi — hirdeti, hanem annak a
matematika fejlédésére gyakorolt mélyre hato és széles kori hatasa is.

Miben all Bolyai Jdnos korszakalkoto felfedezése, mi volt az a két évezreden at minden kutatonak makacsul ellenalld
nagy probléma, amelyet megoldott? Ennek a megértése komoly matematikai felkésziiltséget és érettséget kovetel. Mégis
igyeksziink, a lehet&séghez képest, megvilagitani.

Egy felfedezés jelentGségének helyes értékeléséhez erGsen hozzatartozik a probléma keletkezése, fejlédése és megol-
dasa torténetének ismerete. A szébanforgo probléma torténete tudatositja azt a tételt, hogy a tudomény tarsadalmi
termeék.

A geometriat tudoméannya az athéni matematikusok fejlesztették Els6 ismereteiket az egyiptomiaktél és a ba-
biloniaktoél tanultak. Elsé ismereteik empirikusan megismert tételek voltak. Hasznat lattak iparuk fejlesztésében, s
kulturajuk gyarapitdsaban. Athénben a gyorsan fejl6dé termelési rendszer a tarsadalmi viszonyok rohamos fejlédésére
vezetett, s kialakult az a légkor, mely a tudomény fejlédését lehet6vé tette. ElGszor az empirikus ismeretek terén
mutatkozott rohamos gyarapodas.

Az ilyen ismeretekkel valdé behato foglalkozas ravezette az athéni matematikusokat arra a felismerésre, hogy a
geometriai megismerés szamara a tapasztalat elvont altaldnositdsa még nem nyujt kell6 biztonsadgot. A geometriai
ismeretek forrasa a szemlélet (tapasztalat), azonban a puszta szemlélet még nem sziilhet biztos ismeretet.

Rajottek a szemlélet kritikai ellenérzésének, a bizonyitasnak a sziikségességére és ezzel megteremtették az exakt
tudomany moédszerét.

Euklides mtivében — az Elemek-ben — érte el ez a fejlédés a cstcspontjat. Miben all Euklides nevezetes programja?
A szemlélet szerepének szigoru korlatozasaban.

Miért kell a szemlélet szerepét korlatoznunk? Hiszen a szemlélet a kutatisban az intuici6 forrasa. Igaz. Azonban
a szemlélet szubjektiv elemek szovevénye, s a legegyszertibb szemléletes tartalmaktol eltekintve, bizonytalansagok,
konnyelmi altaldnositasok, tévedések sugalmazdja. Sziikséges, hogy a bonyolultabb szemléletes Osszefiiggéseket a leg-
egyszertibb szemléletes tartalmak viszonyara bontsuk. Ez az elemzés, kritikai ellenérzés vezethet csak biztos ismere-
tekrelT

A szemlélet megbizhatatlansagara nézve tanulsdgos példa a kovetkezs. Tekintsiik az A B C' D négyzetet. Forditsuk
elegy igen kicsiny e szoggel C pont koril a CD oldalt a CE allasba. (Az e a CE meghosszabbitasa.) AD és AE
felez6pontja F' és N, felez6merélegese az f és h. Ezek metszéspontja az M.
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Az AD felez6mer6legesének M pontjara nyilvain AM = DM érvényes. Az AFE felez6merélegese is tartalmazza
M-et, tehat AM = EM. E kettébdl pedig DM = EM. Az AD és BC felez6 merélegese kozos, az f egyenes, tehét

Lv. 6. Alezits—Fenyd: ,Matematika és dialektikus materializmus”.
v, 8. Kdrteszi: ,Az oll6 geometriaja”. 19., 20, 21. §.



BM = CM. A négyzethdl pedig AB = CD = CE. Tehat az ABM és EC M héaromszogek oldalai paronként megegyezd
nagysaguak és igy e két haromszog egybevago. (1. abra)

No de akkor a megfelels szogeik egyenlsk. Igy ABM < = ECM<. Ez pedig képtelenség, hiszen az abrabol koz-
vetleniil lathato, hogy az utobbi szog éppen az E nagysagu elforgatasi szoggel nagyobb az elgbbinél. Hol van a hiba
gyokere?

Ott van a hiba elasva, hogy elfogadtuk a szemléletbdl azt a hibas allitast, hogy az M pont az e egyenesnek a
négyzet felé es¢ partjan van. Ha a tulsé partjan volna, nem lehetne az abrabol lesziirt képtelenségre kovetkeztetni. Az
a kérdés foltétlentiil szigora elemzésre szorul, hogy az M pont az e egyeneshez képest hol helyezkedik el.

Tekintsiik csak az ADFE haromszoget. Ennek f és h két oldalfelez6 merdlegese. Ezek k6z6s M pontja a haromszog
koré irt kor kdzéppontja. Az M-et a harmadik — DFE — oldal felez6 mer6legesének, a j egyenesnek is tartalmaznia kell.
Ha f egyenest DEC egyenl6 szara haromszogben tekintjiik, nyilvanvalo, hogy az (ed)< felezs egyenese. Ebbdl vilagos,
hogy j az f-et az e-nek f-fel valo metszéspontjatol jobbra metszi, az az valoban a tulso parton. (2. abra)

2. abra

E példa esetében a tapasztalat lazasagabol ereds rejtett hiba feltarasara torekedtiink. Az segitett, hogy az egész
okoskodést, minden tapasztalati mozzanatat, kétségteleniil biztos ismeretelemekkel egybevetve ellenériztiik. Bebizo-
nyitottuk dllitdsaink helyességét, cafoltuk a hamis allitasokat.

Euklides éppen a szemlélet szerepének korlatozasa céljabol alkotta meg az axiomatikus modszert.

Ragadjuk ki a szemléletbdl azokat a legegyszertibb fogalmakat és e fogalmakrol sz6l6 legegyszertibb, a szemlélet
alapjan félreérthetetleniil atlathato tételeket, amelyek szitkségesek és elegenddk a geometria megalapozasahoz. (Vagyis
e szemléletbdl kozvetleniil elfogadott fogalmakbol és tételekbsl a tovabbi fogalmakat és tételeket mar pusztan logikai
uton lehessen felépiteni, anélkiil, hogy a késébbiek folyaman a szemléletet ismét igénybe vennsk.) Ezek az alapfogalmak
és alaptételek felszivjak a szemlélet sziikséges elemeit. A beldliik alkotott alaprendszer mar eléirja a belGle levezethetd
egész geometriat.

Az euklidesi megalapozasban ilyen alap fogalmak példaul a pont, az egyenes, a tavolsag, stb. A roluk szo6lo6 elss 6t
axiéma pl. a kovetkezs:

I.  Két kiilonb6z6 pont meghataroz egy egyenest.
II. Az egyenes meghosszabbithato (az egyenes végtelen).
III.  Adott kozéppont és sugar meghatéaroz egy kort.
IV. A derékszogek mind egyenldk.
V. Két egyenes a kozos szelGjliik ama oldalan talalkozik, amelyiken a ke-
letkez6 bels6 szogek Osszege két derékszognél kisebb.

*

A geometridnak axiomatikus megalapozésa hatalmas szellemi munka. Az Elemek-ben mér csak e munka termékét
latjuk; az alapfogalmak és a roluk szoldé axidomak &llnak a konyv élén, s utédna tiistént az euklidesi kor geometriai
ismereteinek az alapokbol vald szigoru levezetése kovetkezik.

Euklides megtanitotta az emberiséget a kutatas exakt modszerére. A csodédlatot hamarosan kévette az els6 kritikai
periédus. Ez a periodus a kritikaban még csak a felszinen mozgott. Ugy talaltak a biralok, hogy az V. axiéma nem olyan
kozvetleniil atlathato és egyszerd, mint a tébbi. Mint példaul az elsé négy axioma. Megkisérelték hat egyszertibben
hangzo6 axioméval helyettesiteni. Igy példaul azzal a tétellel, hogy a hdromszog szigisszege két derékszog dsszegével
egyenld.

Az V. axiémabol ez a tétel levezethetd. De ha ezt a tételt valasztjuk az V. helyett axiémaul, akkor ebbdl az V.
vezethets le. Ugy mondjuk, hogy az V.-et vele aequivalens axiéméval helyettesitjiik. Ilyen aequivalens axiéméakat a
kétezer esztendds irodalomban béven talalhatunk. Most mutatoban felsorolunk néhényat.

1. Két parhuzamos egyenes tavolsaga mindeniitt egyenls (Poseidonius, 1. szazad).



2. Adott egyenessel kiviil es6 ponton &t csak egy parhuzamos egyenes van (Ptolemaios, 11. szazad).

3. Van legalabb két hasonlo haromszog, amelyek nem egybevagok (Wallis, 1663).

4. Van legaldbb egy olyan haromszog, melynek szogosszege két derékszog Osszegével egyenld (Saccheri, 1753).
5. Nincs maximalis teriiletd haromszog (Gauss, 1799).

6. Harom kiilonb6z6 pont koron, vagy egyenesen van (Bolyai Farkas, 1851).

Ez a kritikai periédus lényeges fejlédésre nem vezetett. Az utana kovetkezs kritikai torekvések mar sokkal mélyebbre
iranyultak. Az euklidesi axiomarendszerbdl toroljiik az V. axidmat, s a megmaradoknak az 0sszességét nevezziik roviden
maradék—rendszernek. Folmeriilt a kérdés, vajon az V. axiéma nem volt-e folosleges? Az a sejtés alakult ki, hogy az
V. axidma a t6bbi axiomabol levezethetd, tehat az axiomarendszer f6losleges eleme. Ennek a sejtésnek a bizonyitasara
valo torekvések medddk voltak.

Ezek a torekvések akkor meélyiiltek el, mikor indirekt Gton probaltak a sejtést bizonyitani. Mit értiink a szdban
forgd sejtés indirekt bizonyitasan?

Fogadjuk el a maradék axiomarendszert és csatoljuk hozzd az V. axioma tagaddsdt — mondjuk abban a fogalmazas-
ban, hogy a hdromszdg szégdsszege nem minden hdromszdgre nézve = 2R, vagy barmely més aequivalens fogalmazasat
is vehetnok. (Igy példaul Bolyai Farkas azt az aequivalens fogalmazast valasztja, hogy az egyenestdl dllando tavolsagi
vonal gorbe.) Induljon ki kovetkeztetéseink sora ebbdl a megvaltoztatott axidomarendszerbdl. Ha ezen az tton ellent-
mondasra bukkanunk, akkor ezaltal bebizonyitottuk, hogy a szdgdsszeg nem minden hdromszégre nézve = 2R feltevés
nem igaz.

Sok volt a hibas és meddd bizonyitasi kisérlet. Az ellentmondésra vezets kovetkeztetés sehogy sem sikeriilt. Furcsa,
a szemlélet szadmara szokatlan antieuklidesi geometridk bontakoztak ki a kutatdsok soran, melyekben nem volt belsé
ellentmondés. A kutatok mégis inkabb azt hitték, hogy elvétették a kutatomunka menetét, s ha majd kifogastalan
munkat végeznek, fel fog meriilni a varva vart ellentmondas.

A harmadik kritikai periodust Bolyai J., Gauss, Lobacsevszkij kutatasai jelentették Helyesen felismerték és kiérté-
kelték azt a tényt, hogy a maradék-rendszerbdl és az V. axioma tagaddsabol kiindulo kovetkeztetések sora nem vezetett
és nem is vezethet ellentmonddsra. MielGtt ennek a részletes taglalasaba fognank, ki kell térniink Legendre (1794)
tételére és e tétel bizonyitésara. Ez a tétel arrdl szol, hogy az V. axiéma tagadésat a maradék—rendszer, kiilondsen az
egyenes végtelenségét kifejezd II. axiéma miatt, bizonyos mértékben korlatozza.

Legendre—tétel: A maradék axiomarendszerbol mdr kévetkezik, hogy a hdromszdg szigésszege nem > 2R.
Bizonyitas: Jeloljiik a szogosszeget -val. Bebizonyitjuk, hogy a maradék-rendszerbdl és a ¥ > 2R foltevésbdl
kiindul6 kovetkeztetés ellentmondésig vezethetd, tehat csak ¥ < 2R lehet.

Legyenek A1 B1C1, A3B3Cy, ... egybevagd haromszogek. E haromszogek ¢ = A1 By = A3Bs = ... oldalaikkal egy
rétien és hézagtalanul fedjék be az egyenest. Az dbran a g egyenesre felrakott egybevagd haromszogek csatlakozasanal
0 szogrés keletkezett. Folmeriil a kérdés, hogy barmely, A; B1C7 haromszog esetében is marad-e ki ilyen szogrés?

A ¢ 84, € 8r4;

3. dbra

Euklides bebizonyitotta — az V. axiématol fiiggetleniil, az egybevagosig axidmaira tamaszkodva — hogy a haromszog
barmely két szogének Osszege < 2R. Tehat barmely haromszoggel csinaljuk is meg az 3. dbra haromszog—sorozatat, az
o+ B < 2R miatt § szogrések valoban fellépnek.

Nem mondhatjuk, hogy a Cy, Cq, ... szogpontok egy egyenesen sorakoznak, mert ez az V. axiéma elfogadésat
koveteli, de bebizonyithato, a maradék axioma-rendszer alapjan, hogy a C1Cs, C3Cs, . .. egyenes—szakaszok egyenlsk.

Ugyanis a beékelt AoCoCy, A3C3Cy, ... haromszogek -val jelzett szoge az eredeti haromszogek « és 5 szogével
egylitt megtdlti a g egyenes egy—egy pontjanak félkornyezetét. A beékelt haromszogek § szogét bezard oldalak pedig
megegyezok, az eredeti haromszogek a, b oldalai. Igy az elsé egybevigosagi axioma szerint a megegyezs & szogiikkel
szemkozti C1Cs, CyCs, ... oldalak is egyenl6k. Jeloljiik ezeket d-vel.

! Bolyai-tol fiiggetleniil a kazani egyetem zsenialis professzora N. I. Lobacsevszkij (1792-1856) szintén megoldotta a parhuzamossagra
vonatkoz6 kétezer esztendds problémat, s felfedezte az anti—euklidesi geometriat. Felfedezését tobb konyvben is részletesen kifejtette. Ezért
nevezi az irodalom a hiperbolikus geometriat — kés6bb sz6 lesz rola — Bolyai—Lobacsevszklj geometridnak.



No most tegyiik fel, hogy a + 5+ v > 2R. Minthogy a + f + J = 2R, nyilvan v > §. Az A1B1C4, és AxCyCh,
haromszogek az a és b oldalban megegyezdk, de a kozbezart szogiikre nézve v > ¢ all. Ebbdl a szemkozti oldalakra
nézve ¢ > d kovetkezik, aminek a bizonyitasa mar Fuklides-nél is szerepel; ez a bizonyitas az V. axiomatol fiiggetlen.
Tehat c—d=e > 0.

Most haladjunk A;-bél az Ay, pontba. Az A1 Ay ... Ay egyenes Gt révidebb, mint az A;C1C2Cs ... Cr Ay torott
utvonal. Vagyis

k-c<b+kd+0.

Innen

k-e < 2b.

Es ebben mar képtelenséget allitunk. Hiszen ez azt jelenti, hogy barmind nagy a k szam, az e szakasz k-szorosa nem
érheti el az A; B;Cy haromszoggel elGirt 2b tavolsagot.

Latjuk, hogy ez a bizonyitas mélyen kiaknazza a II. axiémat. Ez az axioma korlatozza tehat a sz6gosszegrol szolo
feltevést; eszerint a szogosszeg vagy= 2R, vagy kisebb< 2R-nol[]

Bolyai Janos abbdl indul ki, hogy semmi sem teszi indokoltta, hogy e lehet&ségek koziil az els6t tiintessiik ki azzal,
hogy a geometria felépitésében alapul valasztjuk. A ¥ < 2R feltevésbdl és a maradék-rendszerbdl kiindulva sem meriil
fel a kovetkeztetések soran ellentmondas. A 3 = 2R feltevésbdl pedig ugyancsak ellentmondas nélkiil valo geometria — az
euklidesi geometria — kovetkezik. Indokolt tehat, ha a ¥ < 2R-ben kifejezett két feltétel-lehetSség egyikét sem tiintetjiik
ki, mint axiémat. Hanem pusztan a maradék-rendszerbdl vezetjiik le a geometriat. Ez a geometria, minthogy kevesebb
axiomaéra épiil, atfogdbb, mint az euklidesi. Ebben a geometridban tudjuk, hogy a ¥ > 2R nem teljesiil, azonban a
Y kozelebbi meghatarozasa kozombos. Ezt a ,tagasabb” geometridt nevezte el Bolyai abszolit geometrianak: ezzel az
elnevezéssel arra utal, hogy ez a geometria rendszer fliggetlen attol, hogy az V. axiomat elfogadjuk, vagy tagadjuk.

Ha az abszolut geometridban a ¥ = 2R feltevést is bevezetjiik, a geometria kiilonos esetét, az euklidesi geometriat
nyerjiik. Ha pedig a 3 < 2R feltevést valasztjuk, akkor a Bolyai dltal S-rendszernek nevezett geometriat nyerjiik. Az
S-rendszer tehdt, a maradék ariomarendszerre és a 3 < 2R axiomdra épitett geometridat, az . n. Bolyai—-Lobacsevszkij,
vagy mds néven hiperbolikus geometriat jelenti.

Bolyai nagy érdeme abban all, hogy felépitette az abszolut geometriat és azon beliil a hiperbolikus geometriat. Az
egymésnak ellentmondé euklidesi és Bolyai—Lobacsevszkij—geometria az abszolat geometria szintézisében ,egy kalap
ala” keriil. Ezzel pontot tett a kétezer esztendeig vajudd kérdés utan, visszavezetve az V. axidéma fiiggetlenségének
kérdését a geometria ellentmondasnélkiiliségének problémajara.

A nem-—euklidesi geometria kialakuldsanak torténetéhez hozzatartozik annak a megmutatasa is, hogy miképpen
bontakozott ki Bolyai Janos elméjében a nagy probléma, a probléma megoldasanak helyes ttja, az abszolit geometria
felépitése. Mindezek a rendelkezésre all6 dokumentumok alapjan rekonstrualhatok.

Bolyai Farkas 1799-ben tért haza Gottingabol. 1801-ben megndsiilt: 1804-ben meghivtdk a marosvasarhelyi kollé-
gium matematika tanszékére tanarnak. A szerény jovedelmi, sovany lehetGségeket igérs allast nagy orommel fogadta.
Hiszen akkor mar els6sziilott fidnak — Janosnak — a sorsa, feleségének egészségi allapota kovetelte a szegényes, de mégis
megnyugtato anyagi keretek biztositasat. 47 esztenddt toltott a katedran, s még 6t esztendSt nyugalomban.

Jdanos még Kolozsvart sziiletett 1802 december ho 15-én. Gyermekkoranak szamottevs részét a marosvasarhelyi
héazban toltotte, amelyet Farkas természetbeni jarandésig képen kapott. Jdnos nevelésére apja nagy gondot forditott,
s az els6 rendszeres oktatasban is maga részesitette. Matematikara, vivasra, hegedtjatékra és a zenei ismeretek elemeire
6 maga tanitotta. Jdnos gyorsan és sokat tanult, s a latin nyelvben is rohamosan haladt elére.

Jdnos mar 15 éves kordban ott tartott, hogy apjatél — ez Farkas véleménye volt — nem volt mit, ijat tanulnia. Jd-
nosnak ebben az elsé életszakaszaban, apjanak hatasa dontd tényezé volt. Apjanak matematikai érdeklédése, alapvetd
kérdések tisztazasara valo torekvése, mélyen és iranyitoan befolyasoltak a zsenidlis gyermek fejlédését. A parhuzamos-
ségi axibméahoz fiz6d6 kétezer esztend@s probléma iranti érdekl§dés is, apja hatasara vert benne erds gyokeret, Gauss
iranti csodalata, hatartalan tisztelete is ebben az idében ébredt, apjanak elbeszélései nyoman.

Farkasnak az volt a vagya, hogy Jdnos Gaussnéal folytassa szépen indul6 matematikai tanulményait. A marosvasar-
helyi tanar sanyara anyagi koriilményei ezt nem tették megvaldsithatova. Bar Jdnos a katonai palya irant nem érzett
vonzalmat, a bécsi katonai mérnck akadémian folytatta tanulményait. Ez volt élete elsé nagy csalédasa, hiszen 6 maga
is Gausshoz vagyott, matematikat tanulni. 1818 augusztus 24-én vették fel az akadémia IV. osztalyaba.

Az akadémia matematikabol nem sok Gjat nyujtott Janosnak. Az egész képzés matematika anyaga a kovetkezé volt:
a III. osztalyban: aritmetika és algebra. A IV. osztalyban: egyszerd geometria, sztereometria, a sik trigonometriaja,
gbmbi trigonometria, geodézia és a térképezés elemei. Az V. osztalyban: a kupszeletek, magasabb foku egyenletek
megoldésa, a differencial- és integralszamitas elemei, matematikai foldrajz. A VI. osztalyban: a szilard és cseppfolyds
testek mechanikija. Az utols6é — VII. — osztalyban mar matematikai jellegd targy nem is szerepelt.

Jdnos hamarosan az akadémia legkittinébb hallgatoi soraba keriilt, s arra is maradt ideje, hogy az V. axiéméhoz
fliz6d6 probléman elmélkedjék. 1820 tavaszan apjanak is megirta, hogy az axiéma bebizonyitasan faradozik. Apja —
vélaszlevelében — aggodva igyekszik 6t célkitlizéseitdl eltériteni, kevésbé medds kérdésekkel valo foglalkozasra kérlelni.

1Kiinnyen levezethets Legendre masik szogtétele is: ha egy haromszog szogdsszege= 2R, akkor minden haromszognek a szogosszege= 2R;
ha pedig egy haromszog szdgdsszege< 2R, akkor minden haromszog szogosszege < 2R.



Amde ugyanebben a levélben arrél is beszamol, hogy 6 maga mennyit vergédott, hogy a problémat tisztazza és kitér
sajat elmélkedéseinek ismertetésére. Ugy, hogy az elterelésre szant levél inkabb lett ,olaj a tiizre”, s Janos még izzobb
érdeklédéssel vetette magat a problémaéra.

Talan apja int6, aggddo sorai utdn vetett szikrat benne egy termékeny gondolat, mely az abszolut geometria kez-
detét jelentette Bolyai Jdnos elméjében. KésGbbi irdsaiban visszaemlékezik erre az elsG szikrara. Azt irja, hogy még
1820-ban lépett arra az ttra, amely az abszolit geometridig elvezet. Magatol rajott a Legendre-féle szogtételekre, s
felmeriilt benne a kérdés, mi kovetkezménnyel jar a ,,hdromszog szogisszege< 2R” feltevés. ElGszor is a parhuzamossag
fogalmanak 4j értelmezését teszi sziikségessé, ami pedig a végtelen sugari kornek olyan szemléletére vezet, miszerint
a végtelen sugaru kor nem egyenes, hanem gorbevonal. Az egyenestdl allando tavolsdgban futé pont palyaja, a tavol-
sagvonal is, mint gdrbe mutatkozik az tj szemléletben. Ugy fejezi ki 6 maga, hogy a végtelen sugart kornek a véges
sugart korhoz és a tavolsadgvonalhoz vald viszonya, a parabolanak az ellipszishez és a hiperboldhoz val6é viszonyara
emlékeztette.

Ez a termékeny sajdtsagos dtlet alapvetd fontos mozzanat Janos gondolatvilagdinaek kialakuldsdban. Egyben maga-
rahagyottsaganak is els6 mozzanata. (Ezt a gondolatat apja mar nem birta kovetni, s csak akkor valt képessé végre
megérteni a geometria nem-euklidesi felfogasat, midén Gauss 1832. évi levele meggy&zte Janos alkotédsanak helyessé-
gérdl és tudomanyos értékérsl.)

El6szor is le kell szogezniink azt a koriilményt, hogy Bolyai Janos irodalmi tajékozottsidga szegényes, a korabeli
matematikai ismeretek teljessége szempontjabol csak nagyon véazlatos volt. Még Gauss munkassaganak eredménye-
it is csak kis részben ismerte. Igy példaul Gauss feliiletelméleti kutatasairol — a , Disquisitiones..,, cim miivérsl —
élete végéig sem szerzett tudomast. Lobacsevszkijnek csak egyetlen mivérél — de arrdl is csak késGbb — 1848-ban
értesiilt. Nyilvanvalo, hogy ez a viszonylagos tajékozatlansag csak fokozta azokat a nehézségeket, amelyek Bolyai elé
tornyosultak. A tudos kornyezet 0szténzé hatédsa, a rokon problémakorben miikéds kutatok érdeklGdése, mas kuta-
tok moédszereinek megismerése az eredményes és szivos kutatomunkanak szilard tdmaszai, erds mozgatéi. Bolyainak
mindebben nem volt része.

Az els6 irdsos dokumentum, amelybdl kovetkeztetni lehet Bolyai gondolatvilaganak fejlédésére, 1820-bol valo.
Egyik VI. osztalyos mechanika fiizetében, ,,A Parallelarum Theoria” felirattal.

Bolyaiban a geometriai szemlélet atalakuldsa megindult. 1823-ban egy téli éjszakan végiil is megallapitotta azt
az Osszefiiggést, amely az 0. n. parhuzamossagi szog és parhuzamossagi tavolsag kozott fennall[] Kutatdsainak soran
ez volt a masodik dont6 mozzanat. A felismerés boldog 6romében, a kutaté munkinak elég altalanos tiinete képen,
felvillant el6tte a nem—euklidesi geometria felépitésének teljes korvonala. A végleges forma villandsszerd megsejtése
vezette tollat, midén 1823 november 3-4n nevezetes levelét megirta apjanak.

»...semmib6l egy 4jj mas vilagot teremtettem. Mind az, valamit eddig kiildottem, csak kartyahaz a toronyhoz
képest. Meg vagyok gy6z6dve, hogy nem sokkal fog kevesebb betsiiletemre szolgéalni, mintha fel-taldltam volna.«

Apja valaszaban igyekszik Janos lelkesedését lelohasztani. Félti, mert képtelen elhinni, hogy fia Gj utat talalt, mely
elvezeti a kétezer esztendeje vajudo probléma tisztazasihoz.

Jdanos 1825 februarjaban Marosvasarhelyre megy apjahoz, latogatéba. Részletesen megmutatta akkor az abszolit
tértudomdny felépitését. Apja formalisan megértette, helyesebben tudomasul vette és kovette Janos gondolatait, de
lényegét és jelentGségét nem birta felfogni, mert képtelen volt a belécsontosodott euklidesi szemléletet szétfesziteni.
Heves vitak utdn Jdnos szomortan tavozott. Vagyott apja elismerésére és szomorusaggal toltotte el az a felismerés,
hogy messze szakadtak egyméastol, mert foléje nétt s apja képtelen hozza felemelkedni.

1826-ban a »egy irasbeli dolgozatot« adott &t Bolyai egykori tanaranak, Wolter szdzadosnak. Ebben az abszolat
geometridnak »az alapja le van téve« (Bolyai Janos kézirataibol meritett adatok.) Sajnos ez a Wolternek kiildott
kézirat nem keriilt el6. .

Ha a ¥ < 2R feltevésbdl indulunk ki, akkor kovetkezik, hogy van az AM-et sehol sem metsz6 olyan ﬁ egyenes
is, melyre nézve APT < hegyesszog, s6t szamtalan ilyen nem-metszd van. (4. abra)

—
!Ha X = 2R feltevésbdl indulunk ki; akkor ,az AM félegyenest a P-bél kiindulé minden félegyenes metszi, kivéve azt az egyetlen ]@

félegyenest, mely az AM -re merdleges ﬁ—vel derékszoge zdr be” tételt levezethetjiik. Megforditva a dolgot: ebbdl a tételbdsl, mint feltevésbol
a "X = 2R’ tétel gyanant levezethets.
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Bolyai parhuzamosnak nevezte ama nem—metsz6 P? féelegyenest, amelyre nézve teljesiil az, hogy minden az APU <-
beli PS félegyenes metszi az AM-et. (Persze az UPQ<-beli egyik PT egyenes sem metszi AM-et.)

Az APU< = ¢ szoget az x pdrhuzamossdgi tdvolsaghoz tartozo pdrhuzamossdgi szégnek nevezziik. Bolyai 1823
telén fedezte fel azt a nevezetes tételt, miszerint 9

cotg 5 = ek
ahol e a természetes logaritmus alapszama és k valamely pozitiv érték, ami csak empirikus alapon hatarozhat6é meg.
Ha a mérések azt igazolndk, hagy a k végtelen nagy, akkor a valésdgban az euklidesi geometria volna érvényes és
9¥/2 = 45° volna.

A legpontosabb mérések sem bizonyitottak tobbet, minthogy a k oriasi nagy érték, s igy a v/2 = 45° a gyakorlat
szempontjabol tokéletesen pontosnak tekinthets és a geometria euklidesi rendszere a valdésagos tér leirdsara tokéletesen
alkalmas. Azonban az 6riasi méretd vilagtérben a 45°-nak legkisebb hija is azzal jarna, hagy a k oridsi nagy, de mégis
véges és igy a vilagtérben, nagyban a Bolyai—Lohacsevszkij—geometria érvényesiilne.

Bolyai Farkas mintegy husz esztendeje dolgozott méar élete {6 miivén, melynek kinyomtataséra 1829-ben kapta meg
az engedélyt. Két kotetben jelent meg, az els6 kotet 1832-ben. Jdnos 1830 Gszén taldlkozott ismét apjaval, s valoszintinek
latszik, hogy az akkori megbeszélés alapjan elhatarozta az abszolut geometria révid, irdsban valo kifejtését. Latin nyelvi
kéziratat 1831-ben adta at apjanak, hogy megjelenGben levs konyvéhez, mint annak egyik fiiggelékét csatolja. Farkas
szobanforgd miivének cime » Tentamen juventutem studiosam in elementa Matheseos. . . introduceadi« Az els6 kotethez
csatolt harom fiiggelék egyike a Jdnos mive. A fiiggelék cime: » Appendiz scientiam spatii absolute veram exhibens:
a veritate aut falsitate Axiomatis XI. Euclidei, a priori haud unquam decidenda indipendentem: adjecta ad casum
falsitatis quadratura circuli geometrica«. Roviden csak Tentamen, ill. Appendiz e mivek kozismert cime. Az Appendizx
kiilonlenyomatai mar 1831 juinius havaban elkésziiltek.

Bolyai Farkas elkiildte az Appendizet Gaussnak és fia nevében kérte véleményét. Gauss nevezetes vilasza 1832
maércius 6-a4n kelt. Farkas masolatot készitett rola és elkiildte Jdnosnak Lembergbe. Jdnos aprilis 6-an kapta meg a
levelet.

Gauss levele az elsG avatott személy birdlata. Hiivos hangja ellenére mély elismerést is kifejez.

»Most valamit a fiad munkajarol. Ha avval kezdem, hogy nem szabad megdicsérnem, bizonyéra egy pillanatra
meghokkensz, de mast nem tehetek, ha megdicsérném, ez azt jelentené, hogy magamat dicsérem, mert a mid egész
tartalma, az at, melyet fiad kovetett és az eredmények, amelyekre jutott, majdnem végig megegyeznek részben mar
30-35 év ota folytatott meditatidimmal. Valoban ez rendkiviil meglepett engem.

Szandékom volt, hogy sajat munkambol, melybdl egyébirant mostandig csak keveset tettem papirra, életemben
semmit sem bocsatok nyilvanossagra: A legtobb embernek nincs meg a helyes érzéke az irant, amin ez a dolog milik
s én csak kevés olyan emberre akadtam, aki azt, amit vele kozoltem, kiilonos érdeklGdéssel fogadta. Erre csak az
képesit, hogy élénken érezziik, hogy mi az, ami tulajdonképpen hidnyzik, és ami ezt illeti a legtobb ember nincsen
vele tisztaban. Ellenben az volt a szandékom, hogy id6vel mindent gy irjak meg, hogy legalabb majdan velem el ne
pusztuljon.«

»Nagyon meglepett tehat, hogy a faradtsagtol mar most megkimélhetem magamat és nagyon orvendek, hogy éppen
régi jo baratom fia az, ki engem olyan csodédlatos médon megel6zott . .. «

»Eppen annak lehetetlensége, hogy a priori ¥ és S kozott donthessiink, legvilagosabb bizonyitéka annak, hogy
Kantnak nem volt igaza, midén azt allitotta, hogy a tér csak formdje a mi szemléletiinknek. Mas éppen olyan erds
okra, egyik kis dolgozatomban mutattam ré, mely a Gott. Gel. Anzeigen 1831. évi kotetében taldlhato, mint 64. darab
a 625. oldalon. Talan nem fogod megbéanni, ha abban faradozol, hogy a G. G. A. ezt a kotetét megszerezd (ami
barmelyik bécsi, vagy budai konyvkereskedd utjan torténhetik), mert benne taldlod néhany oldalon kifejtve a képzetes
mennyiségekre vonatkozo nézetemnek lényegét is.«

Gauss levelének nyilatkozata erdsen emlékeztet mas nyilatkozatara, amelyet Jacobi és Abel — az elliptikus fliggvé-
nyek elméletében alapvetGen fontos — vizsgalataira vonatkozolag tett. Legendre nagyra tartotta Abel munkissagat, s
Gauss nyilatkozata felhaboritotta. Hasonloképpen Bolyai Jdnos is megiitkozott Gauss magatartasdn. Nem arra volt



sziiksége, hogy miivének értékes voltat Gauss is kifejezze, erre csupén Farkas meggybzése végett vagyott. Ezt meg is
kapta. O maga szildrd meggydzddéssel vallotta, tudatosan tudta, hogy dridsi értékd mivet alkotott. Bolyai elismerésre,
odaadé tamogatasra vagyott, s Gauss ugy nyilatkozik, hogy szép—szép, de én ezt mar megcsinaltam.

Vajjon szabad-e »méltanytalan« viszontbiralatnak mind&siteni Bolyai Janos kovetkezs sorait.

»Nézetem szerint és mint erGsen meg vagyok gy6zédve, minden elfogulatlanul {télének nézete szerint, mindazok az
okok, melyeket Gauss arra felhoz, hogy miért nem akart e targyra vonatkozé dolgozataiboél életében mit sem kozolni,
erGtlenek és semmisek, mert hisz a tudoményban dgy, mint magiban a koézonséges életben, mindig arrél van szo,
hogy sziikséges és kozhaszni, de még homalyos dolgokat kell6en tisztédzzunk és az igaz és helyes irdnt még hianyzo,
vagy még inkdbb szunnyad6 érzéket felkeltsiik, kell6en eddziik és el6mozditsuk. A matematika iranti érzék altalaban
az emberiség nagy kirara és hatranyara, fajdalom csak igen kevés emberben ébred; és ilyen okbol, vagy iirligyb6l
Gaussnak, hogy kovetkezetes maradjon, kittind mtiveinek még igen jelentékeny részét maganal kellett volna rejtenie.
Es az a koriilmény, hogy fajdalom, a matematikusok kozott mégpedig a hiresek kozott is, nagy szammal vannak
feliiletesek, értelmes embernek nem szolgalhat okul arra, hogy csak feliiletest és kdzépszertit alkosson és a tudomanyt
lethargikusan csak az 6rokolt allapotban hagyja. Efféle feltevés egyenesen természetellenesnek és mers oktalansagnak
nevezhetd; és ennélfogva annal inkabb zokon esik, ha Gauss ahelyett, hogy az Appendiz és az egész Tentamen nagy
becsét egyenesen, nyiltan elismerte volna és nagy 6romét és érdeklgdését nyilvanitva, arra torekedett volna, hogy a jo
igynek ill6 fogadtatast szerezzen, inkdbb mindezek elél kitérve csak jambor kivansagokkal és a kell6 miveltség hidnya
folotti panaszokkal érte be. Bizony nem ebben &ll az élet, a munkélkodas és az érdem.«

Hasonlé hangulatot tiikkroznek kovetkezd sorai is, melyeket 1832-ben egy folyamodvanyaban irt.

»Az egyetlen Gauss, Ggy latszik, tett néhany konnyebb lépést a cél felé, de még nagyon messze volt attol, hogy
ezt magat ldssa. De minden faradozéasa dacara sem tudott eldrehaladni, ezt a szerzé kétségtelenné tudja tenni tobb
adattal, melyet Gaussnak részint mostani, részint el6bbi és az apjanak szamos (a szerz6hoz intézett) levele tartalmaz.
A szerz6 minden benne folmeriils fénehézséget mér az 1823. év masodik felében gy6zott le, miutan mar elgbb, mikor
még szerencséje volt a cs. k. mérnck—-akadémia noévendékének lenni, minden valodi tudas és kiilonosen az ilyen —
fontossagtol és nevezetességétdl eltekintve — mar torténetileg is annyira rendkiviili targy irant oly élénk érdeklGdést
ébredt benne, hogy néhény konnyed kisérlet utan, mely még tavol elmaradt a céltél, nem rettent vissza egy erGteljes
tamadas faradalmaitol, hogy ezt a nagy és annyira ki nem elégit hézagot betltse. Es mélyen érzi, hogy nyugalmat
és boldogsagot nem talal addig, mig a labyrinthushél ki nem tekergézik.«

Bolyai lendiiletét, munkakedvét, erejét a csalédasok s betegsége is hossza idére megtorték. EsztendSk peregtek le
egymas utan anélkiil, hogy alkot6 erejét barmiféle problémara irdnyitotta volna.

Gauss magatartasa Bolyai Janossal szemben nem volt mélté ahhoz a hatalmas tudomanyos tekintélyhez, amelyet
alkot6 munkassadgaval onmaga szamara kivivott. Nem érezte at azt az erkolcsi kotelességet, hogy a nagy felfedezésre
felhivni a tudoés vilag figyelmét, segiteni az ismeretlen tudédst a kibontakozas utjan azoknak a feladata, akik méar
felérkeztek a legmagasabb csticsra, akiknek az elismerd szava mésoknak is stlyt ad.

Bolyai Janos kés6bbi elmélkedési soran az abszolut geometria tovabbi kidolgozasaban még igen fontos eredményekre
jutott. Az Appendixz egyetlen nyomtatasban megjelent miive, hosszu ideig méas eredményeit nem is ismerték.

Elete végéig megmaradt elszigeteltségében. Nem az 6 hibaja, hanem kora tarsadalmi allapotaé. Sanyart sorsara
jellemzd, hogy egy valamire valé konyv sem akadt kezébe. Mas matematikusok gondolatai nem jutottak el hozza. Még-
sem sorvadt el alkoto ereje. Gondolatai — kizarélag 6nmagabol meritve is —tovabb fejldtek. A térfogalom tisztazésaban
oly messzire jutott, ahova csak a XIX. szdzad végén érkeztek el mas, és szerencsés tudomanyos kornyezetben dolgozo
kivalé matematikusok.

Hatalmas szellemi erére vall az a tény, hogy anyagi nyomorban, szornyd elszigeteltségben is tovabb dolgozott,
Onmaga szamara, élete végéig. Az ilyen életet ritka ember birja ki torés nélkil. Bolyai Janos pedig a matematika mas
teriiletein is silyos és mély problémakat vetett fel, s nem egy ilyen problémanak a megoldasara vezet6 utat vazolta,
vagy kifejtette feljegyzéseiben.

S6t a matematika hataran til, mas problémék is izgattak orokké kutato elméjét. Tarsadalmi problémaék. Ez irdnyt
eszméi annak a sivar tarsadalmi kérnyezetnek a benne iitott sebeibdl fakadtak, melyben végigvergédte tragikus éle-
tét. Az egyéni sors kegyetlen {itései nem siramokat fakasztottak ajkan, hanem az emberibb, igazsdgosabb térsadalmi
rendszer alapvetd problémainak kutatasara sarkaltak.

Bolyai Jdanost fiatalon, 1833-ban nyugdijaztak. Sanyart anyagi viszonyok k6zott tengGdott élete végéig, meg nem
értG, kicsinyes, gyotré kornyezetben. Elismerésben sohasem volt része — hiszen Gauss hallgatott — munkassagarol
csak haldla utan szereztek tudomast a matematikusok. Kornyezete még masban sem értette meg, ugyan ki értette
volna koziiliik korszakalkotd tudomanyos kutatésait! Teljesen elhagyottan halt meg 1860 jan. 17-én. A marosvasarhelyi
temetGbe temették. Mid6n a mult szdzad végén — az akkor méar vilaghiri — Bolyai Jdnos sirjat keresték, hogy emlékkovet
allitsanak, alig talaltak ra az elfelejtett, jeltelen sirra.

Gauss nagy tanitvanyanak, Riemannnak bizonyos folfedezése valtotta ki a matematikusok olyan iranyu érdekls-
dését, mely Bolyai és Lobacsevszkij felfedezését az ismeretlenségbdl kiemelte. Tovabba Gauss hagyatékanak rendezése
soran meriilt fel a kérdés, ugyan ki az a magyar matematikus, akit a hivos fejd, a dicséretben oly fukar szava textit-
Gauss, zsenialis matematikusként emleget néhany levelében.



1868-ban J. Hoitiel francia nyelvre forditotta az Appendizet, megtoldvan a két Bolyai életrajzaval. 1872-ben Fris-
chauf német nyelven, tankonyvszerd feldolgozasban ismertette Bolyai Jdnos abszolit geometridjat. A rohamosan
terjedd érdeklédés soran vilaghirre emelkedett az Appendiz. 1891-ben G. B. Halsted austini (Texas) professzor angolra
forditotta, torténeti bevezetést irt hozza. Konyve 1896-ban mar a negyedik kiadast érte meg. Maga Halsted csupan
azért kelt 4t az Oceanon, hogy Bolyai sirjat felkeresse.

1902 januar 27-én a Magyar Tudomanyos Akadémia Bolyai—dijat létesitett. Els¢ alkalommal H. Poincaré (1905),
masodik alkalommal D. Hilbert (1910) részesiilt Bolyai—dijban.

A Sztalin—dijas V. F. Kagan professzor 1950-ben orosz nyelvre forditotta az Appendizet, béséges életrajzzal és
magyarazatokkal latta el (234 lap).

Ma mar az egész vilag elismeri Bolyar Jdnos nagysagat, s mi boldog biiszkeséggel késziiliink sziiletése szazotvenedik
évfordulojanak megiinnepelésére.



