Részlet A. A. Budancev tanarnak a Matyematyika v skole 1951. évi
2. szdmaban megjelent cikkébsl. — Oroszbdl forditottal: Varga Tamas

Cikkiink célja: roviden Osszefoglalni azokat a tapasztalatainkat, amelyeket a betikifejezések azonos atalakitdsanak,
tovabba a betilegyiitthatos (paraméteres) egyenletek tanitasa koriil szereztiink[]

Az azonos atalakitasoknak, egyenletek és egyenlGtlenségek megoldasanak olyan moédjarol lesz szo, amikor nem
hagyjuk figyelmen kivil azt, hogy a betiik milyen szdmokat jelenthetnek, az azonos &atalakitasokat, egyenletek és
egyenl6tlenségek megoldasat tehat a betik megengedett értékeitdl fliiggden végezziik.

Az egyenletek, egyenl6tlenségek és azonos atalakitasok ilyen moédon valo tanitasat figgvénytani targyaldsnak fogjuk
nevezni. Ezzel lényegébe véve matematikai nyelven fejeztiik ki azt, hogy bizonyos anyag tanitasdban a materialista
modszert alkalmazzuk. Az ilyen modon valo targyalasnak alapvets jelentGsége van a tanitasban. Ennek ellenére a
fiiggvénytani targyalas még tavolrdl sem hatotta at eléggé a kozépiskolai matematikatanitést.

A fliggvénytani targyaléds kikiisz6boli azokat a hibakat, amelyek a kozépiskolaban az egyenletek, egyenlGtlenségek
és azonos atalakitasok tanitasa sordn hossz éveken at ismétlédnek. Ezenkiviil még egy mas szempontbdl is igen nagy
jelent&sége van ennek a targyaldsi médnak: a tanulék dialektikus gondolkozasra nevelése szempontjabol.

Amikor a matematikatanarok az algebra és a trigonometria tanitasaban elGtérbe allitjak a fiiggvény fogalmat,
tisztaban vannak azzal, milyen nagy szerepe van ennek az ifjisdg marxista vildgnézetének kialakitédsa szempontjabol.

Célunk roviden Osszefoglalni azokat a tapasztalatainkat, amelyeket az egyenletek, egyenlétlenségek és azonos atala-
kitasok tanitasa soran szereztiink, olyan koriilmények kozott, amikor ezt az anyagot a hasznélatban levd tankonyvek
és feladatgytjtemények még nem fliggvénytani szempontbol targyaltak

Megemlitjiik forrasainkat — néhany olyan cikket és konyvet, amelyek a tanulmanyozott kérdéskérben mér érvénye-
sitik a fiiggvénytani targyalas szempontjait:

1. A »Matyematyika v skole« folyoirat 1936. évi masodik szénta megvizsgalja, milyen hibakat kovettek el az algebrai
feladatgytjtemények szerzs6i a gyokos kifejezések azonos atalakitasai terén abbol kifolyélag, hogy nem érvényesitették
a fliggvénytani targyalds szempontjait.

2. P. Sz. Alekszandrov és A. N. Kolmogorov: Az algebra tankdnyve a VI-VIL. osztaly szidmara, 1939. évi kiadéas.
Ez a konyv a paraméteres egyenletek megoldasaban alkalmazza a fliggvénytani targyalast.

3. A kovetkezo szerzok altal osszeallitott feladatgytjtemények: Krecsmar, Ober és Papelje, Barszukov (tanitoképzsk
szamara), Polozova, Pogorelov.

4. A »Matyematyika v skole« 1946. évi 2. szamédban G. L. Nyevjazsszkij és Sz. I. Novoszjolov cikke: » Egyenletek
diszkusszidja«.

5. Sz. I. Novoszjolov: Algebra. Tankonyv pedagogiai f6iskolak szamara. Ez a konyv kiilonosen vildgosan fejti ki az
irracionalis kifejezések azonos atalakitasainak fiiggvénytani targyalésat.

A felsorolt forrdsmunkéak tanulményozésa mellett Cskalov varos matematikai tanarai hosszi szemindriumokat tar-
tottak az azonos atalakitasok, egyenletek és egyenlGtlenségek kérdéseir6l. Ezeket a szeminariumokat a tanari tovabb-
képz6 intézet matematikai munkakozossége rendezte.

Megemlitjiik, hogy ezeken a szemindriumokon az azonos atalakitidsok végzése és egyenletek megoldasa soran fel-
meriilé hibakat mint modszertani hibdkat vizsgaltuk. A hasznalatban levé tankonyveknek azt a torekvését, hogy két
kifejezés azonossagat az ,igen—nem” séma alapjén intézzék el, annak szambavétele nélkiil, hogy a kifejezésekben szerepls
bettiknek mi az értelmezési tartomanya, metafizikus torekvésnek itéltiik.

Példaul errdl a két kifejezésrol:

a és Va2

(a négyzetgyokjel szamtani gyokot, azaz pozitiv értékd gyokit jelent) nem mondhatjuk sem azt, hogy azonosak, sem
azt, hogy nem azonosak, anélkiil, hogy ne utalnank a kifejezések értelmezési tartomanyéara.
Ha az azonos atalakitasokat nem ilyen médon targyaljuk, akkor napirenden lesznek az ilyenféle durva hibak:

Vi —a?+1/(a—5? =4

Ilyen ,azonos atalakitasokkal” gyakran taldlkozunk az iskolaban. Pedig ha az azonos atalakitasokat fiiggvénytani
szempontbdl targyaljuk, vagyis nem hagyjuk figyelmen kiviil a kifejezésekben szereplé betiik szamértékeit, hanem a
kifejezéseket a benniik szerepld betik fiiggvényének tekintjiik, akkor az atalakitasok helyes tanitasanak kérdése magatol
megoldodik.

! Cikkiink Cskalov varos kdvetkez6 matematikatanarainak tanitasi tapasztalataira tamaszkodik:

2. szamu iskola: A. H. Ioffe tanar (VIII.-X. osztaly) és A. F. Szamoljev tanar (VII.-IX. osztaly).

8. szamu iskola: A. F. Velihova tanarng, érdemes pedagogus (VIIL.—X. osztély).

12. szamu iskola: K. V. Krivolenko tanar (VII. osztaly), Sz. T. Szmelov tanar (VIII.-X. osztaly).

24. szamu iskola: M. A. Roszljakova tanarng.

30. szama iskola: A. N. Kurbatova tanarné (VII. osztaly).

33. szamu iskola: A. M. Jegorov tanar (VII. osztély), Je. A. Vetrov tanar (VIIL.-X. osztaly) és T. I Nyikolajev tanar.
2Laricsev algebrai feladatgytijteménye ebben az id6ben még nem volt bevezetve a kozépiskolakban. (Ford.)



Most 6sszefoglaljuk azokat a tapasztalatainkat, amelyeket az algebra és trigonometri emlitett fejezeteinek tanitasa
kozben szereztiink.

Azonos atalakitasok.

Az irracionalis kifejezések azonos atalakitasdnak elméletét a munkakozosségiinkbe tartozo tanarok lényegében ugy
tanitjak, ahogy ezt a targykort Sz. I. Novoszjolov Algebraja feldolgozza. Tapasztalataink azt mutatjik, hogy ez a
feldolgozasmod teljesen megfelel§ a VII. és IX. osztalyos képességeinek.

A gyokos kifejezések tanitasanak kezdetén elGszor is tisztazzuk a gyok vegyértékiiségének kérdését: a paros kitevsji
gyOkvonas csak nem negativ szamokra van értelmezve, (a < O esetén a */a alaku kifejezéseknek a VIII. osztalyos
tanulok szaméara nincs értelmiik), és a gyokjel mindig a gy6k pozitiv értékét jeloli: a paratlan kitevGji gy6kvonas
szintén egyértéki, a gyokjel csak a gyok valos értékét jeloli.

Alabb bemutatjuk néhany példa megoldasat, lényegében ugyanigy, ahogy azt a tanulok végezni szoktak.

1. Gyékvonds.
3—a)(1—a)®, haa<lésa<3

2 6 _

Ahhoz hogy a gyokvonast és a gyokos kifejezések atalakitasat fliggvénytani szempontboél targyalhassuk, tanaraink
véleménye szerint sziikséges, hogy mar a VII. osztalyban megtanitsuk az elséfoku egyenlGtlenségek megoldéasat. A ma-
gasabb foku egyenlGtlenségekre, valamint a tortes egyenl6tlenségekre is a VIII. osztalyban van sziikség. Ezeket olyankor
alkalmazzuk, amikor meg kell allapitanunk, hogy egy algebrai egész, vagy tort kifejezés milyen esetben pozitiv és milyen
esetben negativ. Tanaraink véleménye szerint a VIII. osztalyosok mar jol boldogulnak a legegyszertibb magasabb fokt
egyenl6tlenségekkel. Egyébként is, csak nyeriink azzal, ha bevezetjiik a VIIIL. osztalyba az egyenl6tlenségek tanitasat,
mert sok kérdést értelmesebben és alaposabban meg tudunk tanitani, azonkiviil szamos példa megoldésat érdekesebbé
tehetjiik azzal, hogy az addig mechanikusan végzett atalakitasokat a diszkusszié szempontjainak figyelembevételével
végezziik.

A fent emlitett példaban — és ugyantgy méas hasonlo példakban is — a tanulok (3 —a)(1 — a)3 elGjelét egyszertien
ugy allapitottak meg, hogy meggondoltak, milyen elGjelet vesznek fel a kifejezések egyes tényezsi a kiillonbozd értékei
mellett.

1I. Kiemelés gydkjel alol, bevitel gydkjel ald.

| aE ava? = ava, haa >0,
' ") -aVa?=—av—=a, haa<0.

Va*h, haa=0

2. avb = ! = és b= 0.
{—v4a4b, haa <0 -

(Egyben egyszertsitettiik a gyokkitevst és a gyok alatti kifejezés kitevsjet.)

Mdveletek gyokds kifejezésekkel.
1.

2aVa2b — bVaSb + 36> Vb3 = 2ala|Vb — |a®|bvb + 3a°bvVb =
2 3 >
_ (2a3—|—2a2)\/l_7, haa =0 &b >0
(4a°b — 2a*)Vb, haa 0

A tanulok ebben a példdban, éppugy, mint az alabb kévetkezSkben, a miivelet elvégzése el6tt megallapitjak, hogy
a kifejezések a betiik milyen értékeire vannak értelmezve. A fenti példaban a bettik megengedett értékei:

b=0

a barmilyen val6s szam.

Vh—a-Va—1=
6 2 3 < <
(5—a)(a—1)7 hal<a<5h
2
—Va—5-Va—1=—-\/(6-a)?@-1> ha a<5.
L Amikor a szerzé egyenletekrsl és azonos atalakitasokrol beszél, természetesen nem csupan algebrai, hanem exponencidlis, logaritmikus

és trigonometrikus egyenletekre stb. is gondol. Az el6bbiek a kozépiskolai tananyagban az algebra keretébe tartoznak, a trigonometria
viszont a Szovjetunioban kiilon targy, ezért emliti a szerzs ezt kiilon. (Ford.)




A tanulok az ilyen példék megoldasa kozben egyrészt megszokjak, hogy fiiggvénytanilag gondolkozzanak, vagyis az
atalakitasok kozben tekintetbe vegyék a bettik lehetséges szamértékeit. Masrészt arra is raneveli ket az ilyen példak
megoldasa, hogy munkajukban mindig kell§ elévigyazattal jarjanak el. Ritkan fordulnak el naluk ilyenféle hibak:

V1-vaYar 2B ={1-2v3. {arav3= Vi= 2

altaldban igy végzik el a miiveletet:

V1-v3 {1+2v3=—{V3-1{fa+2v3= -3

\/1+cosoz+\/1—cosoz—\/2cos2%+\/2sin2%_

\/g(cos%—i—sin%), ha 2kw§%§g+2kw
ﬁ(sin%—cos%), ha g+2kw§%§w+2kw,
- 3
—\/i(sing—i—cosg), ha 7r+2k7r§g§—7r+2k7r,
2 2 2 2
3
\/i(cos%—sin%), ha §+2kw§g§2w+2kw.

Trigonometria 6rdinkon azt tapasztaltuk, hogy az azonos atalakitdsoknak ez a modja nemcsak a fiiggvénytani
gondolkozasmodra tanit meg, hanem tudatossa teszi a szogfliggvények szamos tulajdonsagat is. Régen az ilyen példakat
ugy oldottak meg, hogy — nem térédve azzal, milyen értékeket vesz fel az o — levezettek a fenti négy formula koziil
egyet. Ez az eljaras egyrészt hibas, masrészt teljesen formalis, mert nem veszi tekintetbe az itt szerepld fiiggvények
tulajdonsagait. Az ilyen atalakitasok nem egyebek mechanikus ,ujjgyakorlatoknal”.

IV. Arcusffdggvényeke tartalmazo azonossag igazoldsa.

Igazoljuk a kovetkez$ azonossagot:
2 arc cos a = arc cos(2a® — 1)
(Ribkin, Trigonometriai példatar, 15. §, 23. feladat.)
Megallapitjuk, hogy a megengedett értékei:
-1<5a< 1.
Az azonossig igazolasa céljabol be kell latnunk a kovetkezdket:
1. Egy meghatarozott szogfiiggvénynek a

2 arc cos a, illetve arc cos(2a® — 1)

ivekhez tartozo értékei egyenlsk.
2. A

2 arc cos a és arc cos(2a® — 1)

ivek az illet6 szogfliggvény ugyanazon monotonitasi intervallumaiba esnek [l (Kozbevetdleg megjegyezziik, hogy a ma-
sodik feltételrsl az ilyenféle példak megoldasakor sokan szeretnek elfelejtkezni, pedig ez hibas kovetkeztetésre vezethet
az azonossag helyességét illetGen.)

Ha a fenti példaban a tanulé mindkét oldalnak a sinusat veszi, akkor ilyen gyokos kifejezésekhez jut:

sin [arc cos(2a® —1)] = /1 — (242 — 1)? = 4a2(1 — a?) =
_J2av1-a? ha0ZaZ1l
—2av/1—a2%, ha —1Za=0.

1 Mas szoval ciklometrikus fliggvényeket (szdgfiiggvenyek inverz fiiggvényeit).

2Monotonitasi intervallum egy olyan intervallum, amelyen beliil a fiiggvény monoton valtozik, azaz vagy csak né, vagy csak csokken,
amelyen beliil tehat a fliggvény inverze egyértékd. Példaul a sinus—fiiggvény monotonitasi intervallumai a

™ ™ 3 ™ T T 37 m m
ek DI k-1 —] N (L) ,[——,—], rer ,.,[2k—1 T2k +1 —]
[(+)2( )2 [2 2} 272172 2 ( )2(+)2
intervallumok. Ha a 2. feltételt nem kétném ki, akkor el6fordulhatna, hogy valamely helyen az eredeti egyenldség nem teljesiil, ennek ellenére
az az egyenlGség, amelyet tgy kapok, hogy pl. mindkét oldalnak a cosinusat veszem, teljesiil: vagyis a kapott egyenl6ség teljesiilésébsl nem
kovetkeztethetnék vissza az eredetire. Eppugy, ahogy —1 # 1, és ennek ellenére (—1)2 = 12. Ez pontosan azzal fligg Ossze, hogy az z2
fliggvénynek, amelyet itt mindkét oldalon alkalmaztam, —1 és 1 kiildnb6z6 monotonitasi intervalluméaba esik. (Ford.)




Maésrészt
sin2 arc cosa =2av1—a?, ha —1Za<1l.

Ha tehat a tanuld helyesen végzi az azonos atalakitasokat, arra az eredményre kell jutnia, hogy a fenti azonossag
nem all fenn akkor, ha —1 < a < 0, mert ebben az esetben a jobb- és baloldalon levé ivek sinusai kiilonboz6k. Ha még
azt is megvizsgalja, milyen értéktek a 2 arc cosa és arc cos a(2a2 —1)ivek a 0 £ a £ 1 esetben, arra a kovetkeztetésre
jut, hogy ezek az ivek az egész (0, 1) szakaszon egyenlok.

Megjegyzés. A példa megoldésahoz ugy fogtunk hozzé, ahogy az oran a tanulok. Meg kell azonban jegyezniink,
hogy van ennél ésszertibb megoldasi méd is. Valéban, nem nehéz észrevenni, hogy a

2 arc cosa = arc cos(2a® — 1)

egyenlGség csak akkor allhat fenn, ha
0 <2 arc cosa <,

azaz .
0 < arc cosa < 5
vagyis ha
0Za<1.
Mivel pedig a
2 arc cosa és arc cos(2a® — 1)

ivek egyarant a [0, 7] intervallumban vannak, célszeriibb nem a sinusokat, hanem a cosinusokat venni; ha ugyanis két
olyan iv cosinusarol, amelyek a cosinus—fiiggvény egy monotonitési intervallumahoz tartoznak, tudjuk, hogy egyenlék,
akkor ebbdl kovetkezik, hogy maguk az ivek is egyenlSk (az adott esetben a feltétel az, hogy 0 < a £ 1.

Ennyi példa is elég annak megvilagitasara, milyen hibak szoktak fellépni — sajnos még ma is elég gyakran — az ilyen
jellegt azonos atalakitasokban.

A logaritmust tartalmazoé kifejezések azonos dtalakitésaiban is tekintetbe kell venniink az argumentumok lehetséges
értékeit. Pl.

lg(z —2)(x —5) =

_ )1g(z —2) +1g(x —5), haz>5,
g2 —2) +1g(5 — ), haz <2

A
lg(z —2)(z - 5) =lg|(z - 2) +1g|(z - 5)|

egyenléség mind az x > 5, mind az x < 2 esetben teljesiil.
Egyenletek.

Az egyenletek és egyenlGtlenségek tanitasakor nemesak arra iigyeltiink, hogy a fiiggvénytani targyalas szempontjait
érvényesitsiik, hanem arra is, hogy az egyenletek, egyenletrendszerek és egyenl6tlenségek megoldasanak minden egyes
lépését az egyenértékiiség elméletének alapjan tegyiik tudatossé. Ezzel elértiik, hogy az egyenletmegoldas nem meriilt
ki formalis atalakitasi 1épések mechanikus alkalmazasdban, hanem kit(ing lehetGségeket adott a logikai gondolkozas
fejlesztésére.

Kiemeljiik még, hogy az olyan fogalmakat, mint egyenlet, azonossig, megengedett érték, egy egyenlet gyokei,
egyenlet megoldésa, stb. sikeriilt ezen az titon haladva teljesen vilagossa tenni a tanulok elstt. Igy példaul mindnyajan
jol megértették, hogy egy egyenletnek a megengedett értékek halmazaba tartozé minden olyan szam gycke, amely az
egyenletet azonossigga valtoztatja.

Numerikus (azaz nem bettegyiitthatos, nem paraméteres) egyenletet megoldani annyit jelent: meghatarozni az
egyenlet Osszes gyokeit, vagy megallapitani, hogy az egyenletnek nincs gydke. Paraméteres egyenletet megoldani annyit
jelent: meghatarozni, hogy a paraméterek minden megengedett értékrendszeréhez milyen gyokok tartoznak, és megal-
lapitani, hogy milyen értékrendszerekhez nem tartoznak gyokok.

Amikor egy paraméteres egyenlet megoldasa kozben a paraméterek értékeire valami megszoritast tettiink, a tanulok
tudtak, hogy az eredeti egyenletet még azokra az értékekre is meg kell oldaniuk, amelyeket a megoldas folyaman
kizartunk, feltéve, hogy ezek az eredeti egyenletre vonatkozolag a megengedett értékek halmazaba tartoznak. (Ezt a
tanulok ugy fejezték ki: ,tovabboldjuk az egyenletet a paraméterek t6bbi megengedett értékeire”.)

Bemutatjuk egynéhany példan, hogyan oldottak meg tanitvanyaink paraméteres egyenleteket. Jol lathat6 ezekbdl
a példakbol, milyen nagy képzé ereje van az ilyen megoldasi médnak mind a fliggvénytani gondolkodés fejlesztése,
mind az egyenletek diszkutalasaban val6 jartassag és a logikai készség fejlesztése szempontjabol.

Az alabbi egyenlet—megoldésokat abban a formaban ko6zoljiik, ahogyan a tanulok azokat kisérleti iskolainkban
végezték:



VII. osztdly

1. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:
a+z r—3
_9—
3 a

A tanulok elgszor megallapitjak, hogy mik az ismeretlen és a paraméter megengedett értékei: x barmely racionalis
szamil, a # 0.

Az egyenlet megoldasat a kovetkez6képpen végezték:

a+zx -3

1. -2= , a#0

a
2.a> +ax —6a=3x—-9 2. tulajdonsag
3. (a—3)z=—(a—3)° 1. tulajdonsag
4.z =3 —a, ha a # 3. 2. tulajdonsag
Eredmény:

a)haa+#3, z=3-gq
b) ha a =3, =« barmilyen racionalis szam.

Jobboldalt mindig feljegyezték a tanulok, hogy milyen tulajdonsagok (tételek) alapjan kovetkeztetnek arra, hogy

a kapott egyenlet az eredetivel egyenértékd.
A b) esethez tartoz6 megoldast ugy kaptak, hogy behelyettesitették az a = 3 értéket a 3. egyenletbe (természetesen

nem a 4.-bel).
IT. Oldjuk meg a kovetkezs egyenletrendszert:

{ax+y=2a
1. 9

a’r—y=a’>+1

=2
2. { “r+y “ 3. tulajdonség

(a+a*)z = (a+1)°

ar +vy =2a
3. a+1 1. tulajdonsag
a
y=a—1
4. a+1 1. és 2. tulajdonség
a
Eredmény:
a+1
r=—
ha a(a+1) # 0, azaz a # 0, és a # —1, akkor a
y=a—1

5. Az a = 0 esetben egyenletrendszeriink igy alakul:

0-z+y=0
0-z=1

Ennek a rendszernek nincs megoldéasa. (Rovid indokolas.)

—x+y=-2
0-2=0.
Ebben az esetben tehat az egyenletrendszerbdl egyetlen egyenlet marad: . —y = 2. (Rovid magyarazat, utalas arra,

hogy az egyenletnek végtelen sok megoldésa van. A tanulok mar tudjak, hogy vannak olyan kétismeretlenes egyenletek
is, amelyeknek egyaltalan nincs, vagy legalabbis egy bizonyos szamkdrben nincs megoldasuk.)

6. Az a = —1 esetben ezt kapjuk:

L Azért csak racionalis, mert a tanulok ebben az osztalyban mas szamokat még nem ismernek. (SzerkesztGség.)



Az egyenletrendszerek tanitasanak ez a modszere azt eredményezi, hogy a VIL. osztéalyos tanulok jobban megértik ezt
az anyagot, mint azok a X. osztalyos tanulok, akik a jelenleg hasznalt Kiszeljov—féle tankonyv dogmatikus targyalasanak
szellemében tanultdk ezeket a kérdéseket. Errél meggydzden tantskodnak a tanarképz()’sﬂ felvételi vizsgdk eredmeényei,
ahol a jelolteknek ugyanezt az egyenletrendszert kellett megoldaniuk.

VIII. osztdly
I. Oldjuk meg a kovetkezs egyenletet:

5a?
———=2(Va?+ 224z
Ve A )
A megengedett értékek:
a?+2%#£0,
azaz  és a nem lehet mindketts O.
Megoldds.
TP 2(vV a2+ 2%+ z) (a®> + 2% #£0)
e a’?+ 22 +zx a“+x )
N
2. 5a% = 2(a® + 2* + 2/ a2 + 22) 2. tulajdonsag
3. (3a® — 22°) — 2z\/a2 + 22 =0 1. tulajdonséag
4. (3a* — 227 — 22V a? + 22)(3a® — 22* + 2zv/a? + 22) =0
5. 9a* — 16a%2* = 0 azonos atalakitas
6. 162% —9a®> =0, ha a #0 2. tulajdonsag.
3
7. = iZ a.
Eredmény:
3
a) haa>0, z=7a
3

b) haa <0, T=-70

¢) ha a =0, z barmely negativ szam.

Magyardzat. A tanulok tisztdban vannak azzal, hogy a 4. és az utana kovetkezs egyenletekrdl nem tudhatjuk,
egyenértékiek-e az eredetivel. A 3. egyenletbdl u. i. ugy kaptuk a 4.-et, hogy megszoroztuk az

f(z) = 3a* — 227 4+ 22/ a2 + 22

fiiggvénnyel, amely a megengedett értékek halmazén 0 értéket is felvehet, s akkor mar a 2. tulajdonsag feltétele nem
teljestil. Masrészt azt is tudjak a tanuldk, hogy ez az atalakitas olyan egyenlethez vezet, amelyet az eredeti egyenlet
minden gyoke kielégit (méas szoval a masodik egyenlet az elsének kovetkezménye).

A 7. alatti két egyenletrél megallapithatjuk, hogy egyiittesen egyenértékiek a 6. egyenlettel Altalaban az

fi(@)- fa(x) - fu(z) =0
egyenlet egyenértékd az
fie) =05 fa(z) =05 ... falz) =0
egyenletek Osszességével.

A kapott gyokok gyokei tehét a 4. és utdna kovetkezs egyenleteknek, de nem biztos hogy gyokei az 1. egyenletnek.
A tanulok ellendrizték a kapott gyokoket, tekintetbe véve, hogy ezek a értékétsl fiiggenek. Az a) és b) megoldasnal
kiilon kellett vilasztani az a = 0 és a # 0 eseteket. A proba azt mutatta, hogy az eredeti egyenlet gyokei a értékétsl
fiiggGen a kovetkezsk:

LA kézépiskolai tanarokat képzé Pedagogicseszkij Insztyitutokrol van szoé. (Ford.)
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a) ha a >0, Tz = osszefoglalva Gket:

3
a haa#0,z= -

b)haa <0, z=-— 1

|al,

=W el w

¢)haa=0, x<0.

A 7. egyenlet t6bbi szamitasba jové gyokei, t. i.

3
a < 0 esetén xzza
) 3
a > 0 esetén x:—za
a = 0 esetén x>0,

Hhamis gyokok”, mert csupan a
3a® — 227 + 22/a? + 22

tényez6t valtoztatjak 0-va. Nyilvanvald, hogy ezek a hamis gyokok akkor jottek be, amikor megszoroztuk az egyenletet

az
f(z) = 3a® — 22% 4+ 22/ a2 + 22

tényezdvel.



