4. Fiiggvények konvex voltdnak egyszeribb algebrai feltételei

Ismételjiik roviden meg eddigi gondolatmenetiinket. Eszrevettiik, hogy bizonyos egyenlétlenségek geometriailag ér-
telmezhetdk, azt fejezik ki, hogy valamely fliggvényt abrazolo gorbe konvex, (alulrol dombort), vagy konkav (alulrél
homort). Igy ha egy fiiggvény képének a dombortsigarol (a fiiggvény dombortsagat fogjuk réviden mondani helyette)
tajékozodni tudunk, akkor ebbdl bizonyos egyenlStlenségek érvényességére kovetkeztethetiink. A dombortsag megéalla-
pitasdban azonban nem szoritkozhatunk a geometriai szemléletre, mert erGsen fiigg a rajzolas pontosségatoél és szemiink
élességétsl. A domborasagra megbizhatéan éppen alkalmas egyenlStlenségek teljesitésébol kovetkeztethetiink. Pl. ha
1 # xo (amit a tovabbiakban mindig fel fogunk tenni) tetszés szerinti abszcissza értékek, tovabba g1 és ¢ olyan
pozitiv ,stlyok”, melyek Gsszege 1, akkor az, hogy egy f(z) fliggvényre teljesiil, barmely a feltételnek megfelels ¢, o
szamparra az

fl@izr 4+ qex2) < quf(z1) + g2 f (22)

kéttagu sulyozott Jensen-egyenlStlenség, azt jelenti, hogy az f(x) fliggvény gorbéjének két pont kozti hiurja a gorbeiv
f6lott van. Ha ez egy intervallum barmely két abszcisszajara teljesiil, akkor abban az intervallumban a fiiggvény konvex.

Igy latszolag megfordult a helyzet, mert éppen egyenlGtlenségek fennallasat kell bizonyitani ahhoz, hogy szigoru
kovetkeztetéseket vonhassunk gorbék domborasagara, mégis taldltunk, és éppen a geometriai szemlélettsl vezetve a
konvex fliggvényeknek egyéb jellemzd tulajdonsigait, amit algebrai formaban is megfogalmazhatunk és amik fenn-
allasara a fenti egyenlStlenség teljesiilésébol kovetkeztethetiink. Igy ha egy fiiggvényre igazoltuk a kéttagn stlyozott
Jensen-egyenl6tlenség teljesiilését, akkor lattuk, hogy mindig teljesiil az,

flazr + @era+ ...+ qrar) < o f (@) + g2 f (x2) + ... + @i f(zr)

tobbtagu stulyozott Jensen-egyenlGtlenség is, ahol az x1, o, ..., zj abszcisszak kdzt vannak kiilonbozsk és ¢1, q2, - .., gk,
olyan pozitiv szamok, amelyek Osszege 1.

A geometriai szemlélet azt is mutatja, hogy elegendd azt tudni egy gorbérsl, hogy minden hir kézéppontja a gorbe
f6l6tt van, mar ebbdl is kdvetkeztethetiink a gorbe konvex voltara, vagyis az
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kéttagi szimmetrikus Jensen-egyenlGtlenség teljesitésébdl mar kovetkezik a stlyozott és a tobbtagt silyozott Jensen-
egyenl6tlenség teljesiilése is. Ezt egyeldre csak a szemlélet alapjan lattuk be. Nézziik most meg, mit tudunk bizonyitani
anélkiil, hogy a geometriai szemléletre hivatkoznank.

Tegyiik fel, hogy teljesiil egy fiiggvényre az (1) egyenl6tlenség. Ebbdl kozvetleniil a négytagi hasonld egyenlétlen-
ségre kovetkeztethetiink.

r1+ 2Ty X3+ x4
T1+ T+ T3 +Ta 2 2

4 2
folytan ugyanis kétszer alkalmazva az (1) egyenlStlenséget, azt kapjuk, hogy

1 +x2 T3+ X4
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Meg kell engedniink az egyenlgség fennallasat is, mert ha az z-ek kozt vannak is kiilonbozdk, akkor is el6fordulhatnak
a kéttagt szamtani kozepek szamlaloiban egyenls szamok is és igy a megfelel§ egyenl6tlenség helyébe egyenlGség lép.
Nem fordulhat el6 azonban mindegyik tortben ez az eset, és igy az elsé és utolsod kifejezés kozt mindig a < jel lesz
érvényes. igy

f<:1:1+$2+333+334) < f(x1) + f(x2) + f(23) + f(74)
4 4

Hasonléan kovetkeztethetiink most a 8-tagii, majd a 16, 32-tagi egyenlStlenségre és igy tovabb. Altalaban meg-
mutatjuk, hogy (1)-bdl kovetkezik a 27 tagi egyenlStlenség minden pozitiv egész j-re. A bizonyités teljes indukcioval
torténhet j = 1-re feltevés szerint igaz az allitas. Legyen most j = k és tegyiik fel, hogy 7 = k — 1-re igazoljuk, hogy
az (1)-bol kovetkezik az

s <331 —|—a:2—|—...—|—:1:2k1) - flz) + fm2) + ...+ fwor—)
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egyenlStlenség. Vegyiink most 2% szamu abszcisszat. Ekkor (1) és a feltétel szerint

f<x1+x2+...+:1c2k> B
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= D) =
f(i[:l) + f(i[:g) + ...+ f(fEQk—l) f($2k71+1) + f($2k—1+2) + ...+ f($2k)
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. f(i[:l) + f(i[:g) + ...+ f($2k71)f($2k71+1) + f($2k—1+2) + ...+ f(xgk)
= oF .

és itt ismét valahol a < jel lesz az érvényes, vagyis kovetkezik az allitas helyessége k-ra is. Ezzel igazoltuk az allitas
helyességét minden j értékre.

Hatra van azonban még az allitas igazolasa a 2 hatvanyaitol kiilonb6zs tagszamok esetében. Cauchy francia mate-
matikus egy rendkiviil egyszerd gondolattal fejezte be a bizonyitast: azt mutatta meg, hogy ha valamilyen tagszamra
helyes az egyenlGtlenség, akkor helyes minden kisebb tagszam esetén is. Ez azon milik, hogy a szamtani kézépnek
egyik tulajdonsiga, hogy ezt hozzavéve a mar meglevs szamokhoz. A keletkezs eggyel tobb szam szamtani kozepe
ugyanaz lesz, mint az eredeti szdmoké volt. Val6ban ha

. 1+ 20+ ...+,

)
n

akkor
$1+$2+...+£L’n+$77’b.’li+$

n+1 T on+1

Hasonloan, ha az eredeti szamokhoz még tobb Gjat (pl. m szamut) vesziink hozza, melyek mindegyike z-szel egyenld,
akkor is valtozatlan marad a szamtani kozép:

xl—I—xg—l—...—i—xn—i—mx_nx—i—mx

n+m n—+m

Hogyha k most tetszés szerinti pozitiv egész szdm és az 1, r2, ..., T abszcisszdk kozt vannak kiilonbozdk, a
szamtani kozepiik pedig x, akkor keressiink 2-nek egy k-nal nagyobb hatvanyat, legyen ez 27. Legyen [ = 27 — k. Ekkor
a mondottak és a mar bizonyitott egyenlStlenség szerint

f(x):f(;m—i-wg—il;...—i—xk) :f<;v1+x2+.2.j.+xk+lx) -
< flz) + fz2) + ...+ flz) +1f(x)
27 :
Innen
(1—%) f(z) f(l’l)+f($2;j4—---+f($k)
és1— 2Z—J = 23‘2]_1 = g—vel atosztva

x1+x2+... .+ flxr) + fze) + ...+ fag)
f(x)—f( 3 ’“>< 3 =,

Ezzel bebizonyitottuk, hogyha egy fliggvényre teljesiil a kéttaga szimmetrikus Jensen-egyenlétlenség, akkor teljesiil
minden k-ra a k tagd szimmetrikus egyenlGtlenség is.

Ebbé6l mar tudunk koévetkeztetni olyan silyozott Jensen-egyenlGlenségek teljesiilésére is, melyekben racionéalis szé-
mok a sulyok. Legyenek x1, 2, ..., x) adott abszcisszak és legyenek adva q;, g2, ..., g racionélis stulyok, melyek

LEzzel a 339. feladatnak adtuk megoldasat.



Osszege 1. Ezeket hozzuk kozos nevezdre, legyen ez p, tehat g1 = p1/p, g2 = p2/p, -+, Gk = Dk/P- @1 + @2+ ...+ q. = 1
folytan p1 +p2 + ... +pr = p. Igy

P1%1 + P22 +---+Pk$k) _

f(Q1iL’1+(J2l’2+---+Qk33k)—f< »

p1—szer p2—szor P —Szor
—N—
*f n+...+r1+22+...F+x0+...F 2+ ...+ 2k
pr+p2+...+Dpk
p1—szer p2—szor Pk —szor

- fl)+ ..o+ fle)+ flra)+ . o+ fla)+. oo+ flag) + ..o+ fag) _
p1+p2+...+ Pk
_plf(x1)+p2f(3:2;+...+pkf(xk) — 1 F (@) + @ f (@) + -+ g f )

amivel igazoltuk allitdsunkat.

Latszolag mar alig valaszt el valami a kérdés egész altalanos megoldasatol. Eredményiinket ki kellene még terjesz-
teni irraciondlis sdilyokra is, és erre az adna médot, hogy egy irracionélis szamhoz akarmilyen kozel van racionélis szam
is. Valoban ennek a lépésnek nincs komoly nehézsége, ha tudjuk, hogy a fliggvény nem valtozik hirtelen ugrasszertien
(mas esetben az allitds sem mindig igaz). Ennek a kik6tésnek a preciz matematikai megfogalmazésa és az az okosko-
dasmod, amivel ebbdl tovabbi kdvetkeztetéseket vonhatnank, ha nem is okoz méar komoly nehézséget, szamunkra igen
szokatlan volna. Igy beérjiik azzal, hogy szemléletiink szerint az olyan fiiggvények, amelyek egy Gsszefiiggd vonallal
megrajzolhatok — mas szoval folytonosak, — birnak a mondott tulajdonsiggal. Ismételjiik azonban, hogy a hatralevé
lépések is megtehetSk teljes matematikai szigorusaggal és bebizonyithatd egész altalanosan, hogy ha egy fiiggvény egy
szamkoOzben eleget tesz az (1) egyenlStlenségnek és folytonos, akkor teljesiil ra tetszés szerinti sulyokkal és akarhany
taggal a stlyozott Jensen-egyenlétlenség is. Igy igaz az is, hogy barmely hur a fiiggvénygdrbe megfelels ive f5l6tt halad,
tehéat a gorbe alulrél dombord ebben a szamkézben.

Ezzel a cikk elején mondottakhoz képest nagy haladést tettiink, mert ezutan a kéttaga silyozott Jensen-egyenlétlenség
igazolasa helyett elegendd a szimmetrikus egyenlGtlenség teljesiilését igazolni, abbdl is kdvetkezik, hogy a fliggvény kon-
vex, tehét teljesiil rd a két és a tobbtagu stulyozott Jensen-egyenlGtlenség is. A konkav, tagabb értelemben konvex és
tagabb értelemben konkév fliggvényekre is hasonlé érvényes, azzal a kiilonbséggel, hogy ilyenkor < helyett >, < ill. =
jel all. Tehat egy f(x) fiiggvény pl. akkor és csakis akkor konkéav, ha barmely két kiillonbozs x1, 2 szamra teljesiil az
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egyenl6tlenség, és hasonl6 egyenlétlenségek jellemzik a tobbi tulajdonsiagokat is.
Vizsgaljuk pl. a 10” fiiggvényt.

z1+x2

10%* 4-10%2
10 2 =+v10%110%2 < +

a szamtani és mértani kozép kozti egyenlGtlenség szerint. 107 tehat konvex fiiggvény, de ugyanez igaz barmely 1-t6l
kiilonbo6z6 pozitiv a szam hatvanyéra is, mert egész hasonléan

z1+T2 a®l 4+ q*2

a2 =+a%a® < —
A logaritmus fliggvényre, ha x1 és zo pozitiv,

l |
Ig <L1 —;xg) > lg(y/r122) = et A ; gm’

tehat a tizes alapu logaritmus konkav fiiggvény. Itt az elsé lépésben kihasznaltuk azt is, hogy az lgx fliggvény értéke
csokken, ha x csokken. Ez csak 1-nél nagyobb alapszamu logaritmusra igaz, igy ha a > 1

a a

o (22 oty -

ha viszont 0 < a < 1, akkor

a a

lggxl + 1gg$2

lgg (wl ;$2> < 1(;/g(\/$1I2) = 5

2Ezzel megoldasat adtuk a 341. feladatnak.



A logaritmus fliggvény tehat 1-nél nagyobb alapszam esetén konkév, 1-nél kisebb alapszam esetén viszont konvex.
A bebizonyitott egyenlGtlenségek egyik kovetkezménye, hogy a lgx fliggvényre teljesiil a sulyozott Jensen-egyenlGtlenség
tehat, ha x1, x2, q1 és qo pozitiv és q1 + ¢ = 1, akkor

lg(qrz1 + q2w2) > qilgry + golgas.

Miutén 10% értéke csokkend z-szel csokken, igy ugyanilyen egyenl6tlenség all azok kozt a szamok kozt is, amiknek
a bal-, ill. jobboldal a logaritmusa:

_ 1 T1+q2x lgz1+qolgzs _ .91 ,..q
G121 + qoxs = 1018(@erta2z2)  (gnleritazlge: = a¥a.

A baloldalon a két szam sulyozott szamtani kozepe all, a jobboldalt nevezziik a stlyozott mértani kozépnek; (ha
g1 = g2 = 1/2, akkor éppen a kdzoénséges meértani kozepet kapjuk). Azt kaptuk tehat, hogy két szam stlyozott szamtani
kozepe nagyobb az ugyanazon stulyokkal silyozott mértani kozépnél. Ha a tobbtagt sulyozott Jensen-egyenlGtlenséget
irjuk fel, akkor ugyanigy kapjuk, hogy akarhiny szam silyozott szamtani kdzepe mindig nagyobb az ugyanazokkal a
sulyokkal sulyozott mértani kozépnél. Ezeket bizony nem volna konnyd a fenti tétel igénybevétele nélkiil kdzvetleniil
igazolni.

Ha a nyert egyenlGtlenséget az y1 = 1/x1, y2 = 1/x2 szdmokra irjuk fel, akkor azt kapjuk, hogy

q1 q2
1 2 1 1
o + —52 =qy1 + @y > yi'ys = (-) (—) )

Z1 Z2

vagyis
1

> .
(q1/21) + (g2/22)
A jobboldali mennyiséget nevezziik stulyozott harmonikus kdzépnek. A silyozott mértani koézép tehat a silyozott

szamtani és a silyozott harmonikus kdzép kozé esik. B
A kitevss fliggvény konvexségébdl még egy fontos egyenlGtlenséget olvashatunk le: vegyiikk az x = 0 és x = 1
abszcisszaju pontok kozti hurt. Az a” fiiggvény értéke e helyeken 1, és a.
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A (0, 1), (1, a) pontokon atmend egyenes = abszcisszaju pontjanak ordinatajat az 1+ (a — 1)z fiiggvény adja meg.
Ez az egyenes tobb pontban nem metszheti a gorbét, mert akkor volna olyan hir, amelynek a belsejében is van k6zos
pontja a goérbével, ami a konvexség miatt lehetetlen. A gorbe tehat a két pont kozt a hur alatt van, azon kiviil pedig
mindig folotte. Ezt egyenlGtlenség forméajaban igy irhatjuk: ha a # 1, és pozitiv, akkor

a®*>1+(a—1)z, ha xz>1éshax <0,
és
a*<l4+(a—1)z, ha 0<z<l.
Célszertibb a — 1-et jelolni egy betiivel, pl. h-val. Ekkor h > —1, h # 0 esetén.
(14+h)*>14+hzhax>1éshax<0,
(14+h)?*<l4+hzhald<z<l.

Ezt az egyenl6tlenséget felfedezGjérsl Bernoulli-egyenlStlenségnek nevezik. &
Ebbdl leolvashatjuk példaul, hogy minden pozitiv szamnak, akdrmilyen nagy, vagy akarmilyen kicsi legyen is, az
n-edik gyoke, tetszés szerint kozel keriilhet 1-hez, ha n-et elég nagynak valasztjuk, aminek késébb hasznét fogjuk

3Ezzel megoldasat adtuk a 342. feladatnak.
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venni. Valoban irjuk a szamot, ha 1-nél nagyobb, 1 + h alakba, (h pozitiv). A Bernoulli-egyenlGtlenséget = = 1/n-nel
alkalmazva,

. h
1< Vi+ :(1+h)1/"<1+ﬁ,

és barmilyen nagy is h, valaszthatjuk n-et 4gy, hogy ez tetszés szerint kevéssel kiilonbozzék 1-t6l. Ha viszont 1-nél
kisebb szambol vonunk gyokot, akkor irjuk a szamot 1 — k alakba, ahol 0 < k < 1. Ekkor = —1/n-nel fogjuk
alkalmazni a megfelel6 Bernoulli-egyenl&tlenséget:

\/— 1/ 1 —1/n L —1/n
~ (1-F) (1—k> ( +1—k) ~

>1+(_%).%_1_@.

Ha k kozel van 1-hez, akkor az utolsd tag szamléldja barmilyen nagy lehet ugyan, de egy hatarozott, n-t6l fiiggetlen
érték. Igy n-et mindig valaszthatjuk 4gy, hogy az utols6 levonando értéke s igy V1 — k-nak az 1-t6l vald eltérése is
tetszés szerint kicsi legyen.

5. Hatvanykézepek kézti egyenldtlenségek

El6z6 cikkiinkben 6sszehasonlitottuk a négyzetes és a szamtani kozepet. A négyzetes kdzéphez hasonléan képez-

hetjiik barmilyen n-hez az
n ,'E? + :Eg
V 2

n-edik hatvanykozepet. Vessiik fel a kérdést: két kiilonb6z6 hatvanykozép koziil melyik a nagyobb? Megmutatjuk, hogy
mindig a nagyobb kitev6hoz tartozo.

Ha el6szor egész n értékekre szoritkozunk, akkor ehhez nyilvanvaléan elég annyit megmutatni, hogy az m-edik
hatvanyk6zép nagyobb az n — 1-ediknél:

(2) FM S e
2 2 ’

vagy elegend6 a két oldal n(n — 1)-edik hatvanyai kozti megfelels egyenl6tlenséget megmutatni:

n n\ n—1 n—1 n—1\"
xry +x x +x
2/ 1 2 > 1 2
(2) < 2 > 2

Teljes indukcioval bizonyitjuk ezt az egyenl6tlenséget. n = 2-re az 2 fiiggvényre vonatkoz6 Jensen-egyenlGtlenség
all elsttiink és errdl tudjuk, hogy helyes. Tegyiik fel, hogy valamilyen n értékre mar igazoltuk az egyenl&tlenséget és
préobaljuk meg igazolni az eggyel nagyobb kitevére is, tehéat az

n n n n\ N+l
3) i + xq9 + < xy + T
2 2

egyenl6tlenséget. Nézziik meg, hogy milyen aranyban véltozott meg a baloldal és milyen ardnyban a jobb. Ha ezen
aranyszamok koziil a baloldali a nagyobb, akkor méar igazoltuk allitasunkat. Elegendé volna tehét az

@) % (@7 apth 1 (af +ap)mt

1
(@] + xf) ! 2 (2t 2y e

egyenl6tlenséget, vagy ehelyett is az dtszorzassal keletkezd
(@5 o @ )" > (o + e
egyenlGtlenséget igazolni. Alakitsuk &t a baloldalt:

[ + a5 )i o))" = [of" 4" + afal (ﬂ+@)] >

Xro X1
> (21" + 25" + 227ay)" = (2} +a3)*",
és éppen ezt akartuk igazolni. Ez visszarendezhets a (4) egyenlétlenséggé. Ha ezzel megszorozzuk az indukcios feltevés
szerint helyes (2) egyenlStlenséget, éppen a (3)-at kapjuk, tehét ha teljesiil a (2") egyenl6tlenség, teljesiil (3) is; ebbdl
pedig kovetkezik, hogy minden pozitiv egész n-re teljesiil a (2) egyenl6tlenség. Ebb6l természetesen az is kovetkezik,
hogy ha s > t pozitiv egész szdmok, akkor

slxs + a8 )2t 4
5 1 2 \/ 1+t T
(5) \/ 2 2




Ezt felhasznéalva azonnal kovetkeztethetiink a negativ egész kitevds hatvanykozepekre is. Legyen s > ¢ és alkalmaz-
zuk eredményiinket az 1/x1, 1/x2 szdmokra:

Miutan mindkét oldalon pozitiv szaimok allnak, reciprokaik kozt a forditott értelmi egyenlStlenség all:

,’E;S-F,’EES —1/s _ ,’E;t—i-{EEt -1/t
2 2 '

Mivel —s < —t, tehat negativ egész kitevére is az igaz, hogy nagyobb kitev6hoz tartozé hatvanykoézép nagyobb.

Ha a hatvanyok szamtani kézepeit silyozott szdmtani kdzepekkel helyettesitjiik, akkor a stlyozott hatvanykoze-
pekhez jutunk. Ezekre is atvihetd az allitas: az ugyanazon stlyokkal stulyzott hatvinykdzepek koziil mindig a nagyobb
kitev6hoz tartoz6 a nagyobb. A bizonyitas torténhetne teljesen hasonloan, csak a (4) egyenl6tlenség helyett kellene
a megfeleld sulyozott egyenlGtlenséget igazolni. Rovidebben is célhoz érhetiink azonban, ha észrevessziik, hogy a (3)
egyenlGtlenség atalakithat6 egy szimmetrikus Jensen-egyenl&tlenséggé. Vonjunk n-edik gyokot és irjunk x7, x5 helyett

Y1, y2_t:

ntl ntl ntl
yp" F Y " ><y1+y2) n

2 2

Ez azt fejezi ki, hogy a valtozo (n+1)/n-edik hatvanyéra teljesiil a kéttagi szimmetrikus Jensen-egyenlStlenség. Ebbol
viszont kovetkezik, hogy a fiiggvény konvex s igy teljesiil ra a kéttagu (és tobbtagu) sulyozott Jensen egyenlGtlenség
is, tehat ha q1, q2 pozitiv és ¢1 + ¢2 = 1, akkor

n+1 n+1 n41

QY "+ @y > (@Y +gaye)
Irjuk vissza yi1, y2 helyébe 27, 25-t és vonjunk még n 4 1-edik gyokot is, nyerjiik, hogy
()™ + goay ™)V > (quat + o)

Eredményiinkbdl ismét kovetkezik természetesen, hogy barmely két pozitiv egész kitev6hoz tartozéd siulyozott hat-
vanykozép koziil is a nagyobb kitev6hoz tartozd a nagyobb.
Alkalmazzuk eredményiinket 1/x1, 1/zo-re. Ha s és ¢ pozitiv egész szamok és s > ¢, akkor

1\° 1\° 1\’ 1\’
al|l—) tae|—) > al—) tal|l—),
T T2 X7 T2

vagy mindkét oldal reciprok értékét véve

(qles+q2$55)—l/s < (qlet+q2x27t)—l/t'

i\/[ivel —s < —t, ez azt jelenti, hogy negativ kitevgji hatvanykozepek koziil is a nagyobb kitev6hoz tartozé a nagyobb.
Eredményeinkbdl djabb fiiggvények konvexségére tudunk kovetkeztetni, abbol pedig racionalis kitevShoz tartozo

hatvanykozepekre is ki fogjuk tudni terjeszteni eredményeinket. Az (5) egyenlStlenséget alakitjuk &t hasonloan, mint
fontebb a (3)-mal tettiik. Emeljiik s-edikre mindkét oldalat, és frjunk x}, x5, helyett y1, yo-t. Mivel s > 0, kapjuk,

hogy
s/t s/t s/t
v, s ><y1+y2> ; (§>1)

2 2 t

ez pedig azt fejezi ki, hogy a valtozé 1-nél nagyobb racionélis kitevds hatvanya is konvex fiiggvény. Ha viszont t-edik
hatvanyra emeltiink, és x7, x5 helyett irunk z1, z5-t, akkor a

t/s t/s t/s
Ata / >721/ + 7 0< i<
2 2 s

egyenl6tlenséghez jutunk, ami azt fejezi ki, hogy a véltozo 1-nél kisebb pozitiv racionélis hatvanya konkav.
Nézziik még meg a valtozé negativ raciondlis kitevGs hatvanyait is. Legyen r pozitiv raciondlis szam, akkor a
szamtani, mértani és harmonikus kdzép kozti egyenlGtlenség szerint

—_r _rN 1 I
(%) < \/I{IS = (\/xleQ)T < <$1 ;I2) .

5Ezzel megoldasat adtuk a 347. feladatnak.




Pozitiv szamokrol lévén sz6 mindkét oldal reciprokat vehetjiik:

xy +ay” 1+ a2\
> )
2 ( 2 )

tehat a valtozo6 negativ raciondlis kitevGs hatvanya mindig konvex.

Allitasaink érvényesek minden valos kitevére, az irracionalisakra is, ennek bizonyitasahoz azonban ismét a folyto-
nossag pontos fogalméara volna sziikségiink, amire nem fogunk kitérni.

Az utolso atalakitdsban masképpen is alkalmazhatjuk a szamtani és mértani kézép kozti egyenlGtlenséget:

-1
- - T T
xr, +x xr1 +x

2 2

és innen 1/r-edikre emelve

—r N\ —1/r r rN\ 1/7
(%) < B < <x142-:1:2)/

Ez az egyenl6tlenség azt mondja, hogy a mértani kozép a —r-edik és r-edik hatvanykdzép kozé esik, barmilyen racionélis
szam is 7.

A hatvanykozepek kozt talalt egyenlStlenségeket mostméar azzal egészithetjiik ki, hogy barmelyik pozitiv kitevés
hatvanykozép nagyobb minden negativ kitev6hoz tartozé hatvanykozépnél, hiszen a mértani kozép a ketts kozé esik; s
igy két racionélis kitev6hoz tartozd hatvanykozép koziil a nagyobb kitev6hoz tartozd a nagyobb, fiiggetleniil a kitevsk
elsjelétsl. [

Ha a valtozé 1-nél nagyobb racionalis kitevSs hatvanya konvex, akkor kielégiti a tobbtagt szimmetrikus és stulyozott
Jensen-egyenl6tlenséget is; vagyisha s > ¢; q1, qa, ..., qr pozitiv szdmok, és ¢1 +g2+. . .+¢qr = 1 akkor (az abszcisszakat
y-nal jelolve)

/

oYy L+ Q2y§/t +...+ Qkyz/t—F > (qyr +qy2 + ... + qkyk)s/t.

Irjunk yy = 2%, yo =2k, ..., yp = zi-t és emeljiink 1/s-edik hatvanyra:
(@25 + q223 + ...+ i) * > (o + @y + .+ qeaf) Y,

tehéat akarhany pozitiv szamra is igaz hogy ha nem mind egyenld, akkor az ugyanazon silyokkal silyozott hatvanyko-
zepeik koziil az a nagyobb, amelyik nagyobb kitevéhoz tartozik.

Gyakorlasul oldjatok meg a kovetkezo feladatokat:

371. Melyik a legnagyobb térfogati azon téglatestek koziil, melyeknek a) felszine egyenls; b) élei hosszanak Gsszege
egyenls; ¢) atloja egyenls? d) Melyik téglatest atloja a legrovidebb azok koziil, amelyek élei hosszanak dsszege egyenls?
Hogyan lehet a feladatokat megforditani (a 282., 283., 345. feladatokhoz hasonloan)?

372. Mutassuk meg, hogy

(6) ar +ag+ ... 4 ap < VE, ha ai+a3+...+ap <1

Mikor allhat fonn egyenléség?
373. Hogyan kell az a, b, ¢ pozitiv szamokat valasztanunk; ha 6sszegiik allando, hogy az ab’c® kifejezés a lehets
legnagyobb legyen?

a

374.Mutassuk meg, hogy az lgg(l + a®) és /1 + a2 fiiggvények konvexek.
Bizonyitsuk be, hogy

(7) VI +a)(d+as)...(1+ap) 21+ Vaiaz- .- ar,
és
(8) \/k2+(a1+a2+...+ak)2§\/1+a%+\/1+a§—|—...—|—1/1—|—a%.

Mikor allhat fonn egyenléség?
375. Korbe irt k oldald sokszogek koziil melyiknek a teriilete és melyiknek a keriilete a legnagyobb?
*

A hatvanykozepek kozt talalt Osszefiiggések felvetnek két kérdést. Lattuk hogy a mértani kozép elvalasztja a pozitiv
kitev6s hatvanykozepeket a negativ kitevGsektsl. Kérdés, mennyire kozelithetik meg a hatvanykozepek a mértani koze-
pet, ha egyre kisebb abszolut értéki kitevét valasztunk. Be fogjatok bizonyitani, hogy a hatvanykodzepek tetszés szerint
kozel jutnak a mértani kozéphez. A mértani kézepet ebbdl a szempontbol ,0-dik hatvanykozépnek” is tekinthetjiik,
mert, ha a hatvanykozepek kitevje kozeledik a 0-hoz, a hatvanykozép tetszés szerint kozel keriil a mértani koézéphez.

6Ezzel megoldasat adtuk a 348. feladatnak.



Masrészt ha a hatvanykozép kitevGjét pozitiv értékeken minden hataron tul ndveljiik, akkor a hatvanykozép is
allanddan nd, de nem vehet fel akarmilyen nagy értékeket, hiszen minden hatvanykozép kisebb a szamok legnagyobbi-
kanal. Hasonléan minden hataron til névé abszolat értékd negativ kitevék esetén a hatvanykodzép allanddan csokken,
de nem véalhat kisebbé a szamok koziil a legkisebbnél. Kérdés, hogy az igy novekedd, illetve csokkend hatvanykozepek
kozelednek-e valamilyen hatarozott értékhez, és ha igen, akkor milyen értékhez. Ezekre is megkapjatok a valaszt a
kovetkezd feladatok megoldéasa soran.

Nézziik elGszor az elsé kérdést. Legyen r pozitiv racionélis szam, ai, a2, ..., ag pozitiv szamok, melyek kozt
vannak kiillonbozék. A mértani kozép és az r-edik hatvanykozép kozti egyenlStlenség szerint

+...+aj

rlal + al
\k/alaz...ak< \/1 2k

Célszert lesz mindkét oldal logaritmusat venni, mert akkor a mértani kozép helyére a szamok logaritmusanak szamtani
kozepe keriil, és igy a két oldal szerkezete hasonlobba valik:

lgar +1gas + ... +1gar, 1 ay +ay+...+ay

Igy viszont a jobboldalon lépett fel egy logaritmus, amit ki szeretnénk kiiszobolni. A lgz fiiggvény konkavsagat kifejezs
egyenl6tlenségre gondolhatnank, annél is inkdbb, mert egy szdmtani kdzépnek a logaritmusa szerepel. Konkavsagot
kifejez6 egyenl6tlenség azonban arrél adna szdmot, hogy a jobboldal minél nagyobb, nekiink pedig ellenkezd értelmt
egyenlGtlenségre volna sziikségiink. A konkav fiiggvényekre is tudunk ilyen természetii egyenlGtlenséget is leolvasni
szemléletiink alapjan.

376. Legyen mqg az lgz fliggvény x = 1 abszcisszaju pontjaban huzott érintGjének a meredeksége, (az érinté
emelkedése, mialatt az abszcissza 1-gyel novekszik). Igazoljuk, hogy

9) lgz < myg(z —1).

Igazoljuk ugyancsak a szemlélet alapjin, hogy lgz/(x — 1) tetszés szerint kevéssel tér el mqo-t6l, amint  — 1 elég
kicsi.

377. Ha a pozitiv szam, és r pozitiv racionalis szam, igazoljuk, hogy

r—1 1
(10) a > &%

T mlo.

A baloldal eltérése a jobboldaltol tetszés szerint kicsi lesz, ha r-et elég kicsinek valasztjuk.
378. Igazoljuk (9) és (10) felhasznalasaval, hogy ha h akarmilyen kicsiny pozitiv szam is, valaszthato r olyan kicsire,
hogy fennalljon a

T T r\ /T
(11) lg wk/alaz...ak<lg<al+a2—;”'+ak)

<lg Varas - ap+h
egyenl6tlenség.

379. Legyen s negativ raciondlis szam. Igazoljuk, hogy az s-edik hatvanykdzép is tetszés szerint kevéssel fog
kiilonbdzni a mértani kdzéptdl, ha az s szamot elég kozel valasztjuk a 0-hoz.

Térjiink most ra a masodik felvetett kérdésre. Legyenek ai, aq, ..., a, pozitiv szdmok, attekinthetdség kedvéért
rendezziik ket mindjart: novekvs sorrendben: a; < as < ... < ay; legyenek q1, ¢2, ..., g, pozitiv szamok, ¢ + go+
+...+qg, =1

380. Bizonyitsuk be, hogy az adott szamoknak ezekkel a stulyokkal silyozott r-edik hatvanykozepe, ha r pozitiv
racionédlis szam, q,l/ "a, és a, kozé esik; ha viszont s negativ, akkor az s-edik hatvanykozép a; és q}/ *aq kozé esik.

381. Mutassuk meg, hogy ha r elég nagy pozitiv raciondlis szadm, akkor az r-edik hatvanykdzép tetszés szerint
kozel juthat a,-hez; a —r-edik hatvanykozép pedig tetszés szerint kozel juthat aq-hez. (Gondoljunk vissza a Bernoulli-

egyenl6tlenséggel kapcsolatos megjegyzésre.)
6. Tovabbi feltételek fiigguények konvex voltdra

Az eddigiek adhattak némi képet arrol, hogy a konvex fiiggvényekre bebizonyitott altalanos tételek segitségével
egyrészt nehéznek latszo tételek bizonyitésa egész egyszertien adddik, méasrészt egy egységes szempontbol sikeriil at-
tekinteni segitségiikkel kiilonb6z6 egyenlGtlenségek egész sorat.

Az volt a célunk, hogy mar bizonyitott egyenlségekbdl lehetSleg minél t6bb ij egyenlStlenség helyességére tudjunk
kovetkeztetni. Ebbgl a szempontbdl Gjabb figyelmet érdemelnek a cikkiink elején a kitevss és logaritmus-fiiggvényre
végzett szamitasok. Igaz, hogy a szamitasok rendkiviil egyszertek voltak a szdmtani és mértani kozép kozti egyen-
16tlenség birtokdban, mégis felttinhet, hogy a két fliggvénynél 1ényegében ugyanazokat az atalakitédsokat végeztiik el,
egyszer a hatvanyokkal, masodszor a kitevskkel. Figyeljiik meg a kiilonbséget is a két fiiggvénynél: a kitevss fliggvény-
nél lényegtelen volt, hogy milyen szadm az alap, a logaritmusndl azonban kiilonbséget kellett tenni az 1-nél nagyobb és
1-nél kisebb alapszamok kozt.



Mindez nem meglepd, hiszen a két fiiggvény szorosan Osszefiigg. Mindketté a hatvanykitevé és hatvany kozti
Osszefiiggést fejezi ki, csak az egyik esetben a kitev6hoz keressiik a hatvanyértéket, a masodik esetben viszont a
hatvanymennyiség ismeretében a hozzatartozo kitevst. Altalaban, ha adva van egy y = f() fiiggvény, gyakran meriil fel
a kérdés, hogy egy adott fliggvényértéket melyik helyen veszi fel a fliggvény. Ha minden szambajove y fliggvényértékhez
megadjuk ezt az z-értéket, ezzel egy ¢(y) fliggvényhez jutunk. Ezt az f(x) inverz fiigguényének nevezziik. Ahhoz, hogy
az inverz fiiggvénynek hatarozott értelme legyen, kell, hogy f(z) minden értéket csak egyszer vegyen fel. Folytonos
fliggvényeknél ez akkor kovetkezik be, ha a fiiggvényérték novekvs z-ekkel vagy allandéan névekedik, vagy allanddan
csokken. Els6 esetben a fliggvényt monoton novekeddnek nevezziik a masodik esetben monoton csokkendnek. Az inverz
fiiggvényt azzal értelmeztiik, hogy az adott fiiggvény fiiggvényértékeihez azon abszcissza-értéket adja meg, melyre a
fiiggvény azt a fliggvényértéket felveszi, tehat az f(x) értékhez éppen z-et. Ertelme tehat matematikai formulaban
igy irhato: hogy a ¢ fiiggvény az f inverze, az azt jelenti, hogy ¢(f(z)) = = minden z-re (pl. 10'8° = z, hasonléan

V(z") =z, 1/(1/x) = z, stb ). Ez a kapcsolat két fiiggvény kozt kolesonds. Ha ugyanis a fenti egyenldség fennall,
akkor ezt a két egyenl6 mennyiséget helyettesitsiik f valtozoja helyébe: f(o(f(x))) = f(x) és f(x) helyett -t irva
flp(&)) = &, vagyis f is inverze p-nek. Nyilvanvalo, hogy ha f monoton névekeds, akkor nagyobb fiiggvényértéket
nagyobb abszcisszanal vesz fel, tehat inverze is monoton névekedd; és hasonléan monoton fogyo fliggvény inverze is
monoton fogyo.

Figyeljiik meg, hogy y = 1/x a sajatmaga inverze (Gigynevezett involutorius fliggvény) ez nyilvanvalo, mert az x és
y kozti Osszefiiggést xy = 1 alakban irva barmelyik ismeretlent fejezziik is ki bel6le, ugyanazon fliggvényhez jutunk.
Ugyanez all pl. az 2° + y? = r? kozépponti helyzett korokkel abrazolhato fﬁggvényekrefgﬁ és minden olyan fiiggvényre
is, melynek gorbéje szimmetrikus az els siknegyed szogfelezGjére.

Legyen most f(x) monoton novs és konvex, tehat teljesiiljon ra az (1) egyenlétlenség. Mivel az f fiiggveény ¢ inverze
is novekedd fiiggvény, igy (1) mindkét oldalanak p-fiiggvényét véve

() ) o (1),

Irjunk most f(z1) és f(z2) helyébe &; és &o-t, ekkor 11 = ¢(&1) és 12 = (&) s igy kaptuk, hogy

(&) + (&) & +¢&
PS1 2<P 2 <30<12 2>’

vagyis monoton névekedd, konvex fiiggvény inverze konkav.
Ha az f fiiggvény konvex, de monoton fogyo, akkor ¢ is monoton fogyo és igy (1)-bél hasonloé okoskodéssal most

az adodik, hogy
T+ T2 x1 + Z2 f@1) + flz2)
5 —w(f( 5 >>>¢<72 )

e(&1) ;L p(&2) o <§1 42-§2> 7

teh&t monoton fogyé konvex fliiggvény inverze is konvex. Hasonl6éan lathato, hogy nové konkav fliggvény inverze konvex,
fogyo konkavé pedig konkév. [

Hasonlo segitséget jelent az is, ha egy fiiggvényt mar ismert fiiggvényekbdl tudunk Ssszetenni. Vizsgaljuk pl. az
a® fiiggvényt, ha a > 1. Mivel a® monoton né és 2 konvex, igy

azaz

<I1+12 zT1t+x2
a

2
2 ) <a
Mivel a® is konvex fiiggvény, igy
zi4x3 aﬂﬁ + Lﬂ%
T <,
tehat
(11_+w2)2 a®t + g%
2 < -

“ D

a® tehat konvex fiiggvény. Altalaban ha f monoton névé és konvex fiiggvény g pedig konvex, akkor az ezekbdl
Osszetehets f(g(x)) is konvex, mert

f<g <3:1 —|—x2)> < <9($1)+9(x2)> _ Jlg(@) + fg(a2)

2 2 2

"Pontosabban a gorbének pl. arra az ivére kell szoritkozni, amelyikre 0 < 2 < r, y > 0, hogy monoton fiiggvényt kapjunk.
8Ezzel megoldasat adtuk a 349. feladatnak.



Az els egyenlGtlenség f monoton novekedése és g konvexsége, a masodik pedig f konvexsége miatt kovetkezik. [l

A Bernoulli-egyenlGtlenségben 1) egyenl6tlenséget nyertiink — melynek igen sok alkalmazésa van a fels6bb mate-
matikdban — figyelembe véve a gorbe és a szel6 viszonylagos helyzetét a metszéspontokon kiviil is. Ugyancsak djabb
egyenl6tlenségekhez jutottunk akkor is, ha tekintetbe vettiik, hogy konkav gérbének valamilyen pontban meghizva az
érintGjét, ez a gorbe f6lott fut. Egy-egy ilyen tulajdonsagot kifejez6 egyenlGtlenség tjabb olyan egyenlGtlenség, ami-
nek helyessége kovetkezik abbdl, ha igazoltuk a kéttagt szimmetrikus Jensen-egyenlGtlenséget. Keresstik most konvex
gorbének tovabbi ilyen tulajdonsagait, amik egyenl&tlenségekkel fejezhetSk ki az algebra nyelvén.

Legyen P;, P, P; harom pont a gorbén, amik abszcisszai, x1, x2, s ebben a sorrendben kovetkeznek nagysag
szerint. Akkor a konvex gorbéket jellemzi az is, hogy P; P> har a P; P3 hur alatt fut.

\é K
A ?

3
Jellemzi, ezen azt értjiik, hogy minden konvex gérbének megvan az a tulajdonsaga, de megforditva is, ha egy gorbe
barmely harom pontjara teljesiil a fenti tulajdonsag; akkor a gérbe konvex. Hasonloan jellemz6 a konvex gorbékre az
is, hogy a P> P; hir a P; Ps hur alatt van, végiil az is, hogy a P; P> hir meghosszabbitasa a P, P; hir alatt fut.
382. Fejezziik ki ezeket a tulajdonsagokat az algebra nyelvén. Van-e valamilyen kapcsolat a nyert egyenl&tlenségek
kozt? Bizonyitsuk be a szemlélet felhasznélasa nélkiil, hogy ezek az egyenlétlenségek akkor és csakis akkor teljesiilnek,

ha teljesiil a kéttagu sulyozott Jensen-egyenl6tlenség. (Gondoljunk vissza az utobbi levezetésére is.)
n+1

1 n
383. Bizonyitsuk be, hogy ha n nég, a lg (1 + E) alakd szamok novekednek, a lg (1 + E) alakiak pedig

b — e

1 n+1
csokkennek; b,, = <1 + —) alakd szamok csokkend sorozatot alkotnak és e sorozat barmelyik eleme nagyobb az
n

1 n
ay, = (1 + —> sorozat minden eleménél.
n
xT

1
Mutassuk meg, hogy az <1 + —> fliggvény névekvs z-szel né.
n

384. Mutassuk meg, hogy a 383. feladatban szerepls a,, és b, szamok tetszblegesen kozel keriilnek egymashoz, ha
n elég nagy.

Igy egyetlen egy olyan szam van, mely elvalasztja a két sorozat elemeit egymastol. Ezt a szamot Euler-féle szamnak
nevezik és e-vel jelolik.

A konvexitasra jellemz6 fenti tulajdonsagok specidlis esetei a kovetkez§ altalanosabbnak. Legyenek a gérbén két
har végpontjainak abszcisszal x1, x2 és &1, &2(11 < @2, &1 < &2), és elGzze meg az els6 hiur mindegyik végpontja a masik
har megfelels végpontjat, esetleg az egyik oldali végpontok Ossze is eshetnek, tehat z1 < &1, xo < &, de egyenlGség

legfeljebb az egyik helyen allhat.
. %
P%@ g
! B
Q, 2 Bq,

Ekkor az els6 har meredeksége kisebb, mint a masodiké:

f(z2) = f(21) < f(&2) = f(&)

T — T1 & — &1

(12)

385. Bizonyitsuk be, hogy a (12) egyenl6tlenséghol kovetkeznek a 382. feladat egyenl6tlenségei, de megforditva is
azokbol minden esetben kovetkeztethetiink a (12) egyenl6tlenségre.
386. Legyen f(z) konvex fliggvény, legyen ug = ug = ... = ug és v1 = v2 = ... = vg; vezessiik be a

o H@) =T o f) = fle) ) f) = fw)

(13) ,
U1 — U V2 — U2 Vg — Uk
tovabba az
Ui=u, Uy=ui4+us, ..., Ug=ui +us+... +ui
és
(14) Vi=uvy, Vo=vi+wve, ..., Vie=v1+v+...+u,

9Ezzel megoldasat adtuk a 350. feladatnak.



jeloléseket. Legyen
(15) Ui <V, Uy <V, ..., U1 < Vi1, de Ug = V.
Mutassuk meg, hogy ekkor

Ui(Dy — D3) +Ua(Dg — D3) + ...+ Up_1(Dg—1 — Dy) + +Ur Dy, <

(16) <Vi(D1— D2)+ Va(Dg — D3)+ ...+ Vik—1(Dg—1 — Di) + Vi Di,
és
(].7) u1D1 +usDs+ ... +upDy < v1 D14+ veDs + ... +vp Dy

387. Mutassuk meg, hogy egy f(z) fiiggvény akkor és csakis akkor konvex, ha megvan a kovetkezs tulajdonsaga:
valahényszor ui, ug, ..., ug, v1, V2, ..., v olyan szdmok, melyekre

UL Z U2 2 ... 2 U, V12V ... 2 U

és
(18) uy < v, Uy +u2 <vy+v2, ...,
Uy +uUs+ ...+ U—1 <V +V2+ ...+ Vg1,
de
Uy +ug +...+up =v1 +v2 + ...+ vg
akkor
(19) flur) + fluz) + ..o+ flug) < f(vr) + flva) + ...+ f(ok).

(Az allitas els6 felének bizonyitasahoz felhasznalhatjuk a 386. feladat eredményét, a masodik felére pedig abbol ko-
vetkeztethetiink, hogy a fenti egyenlGtlenség alkalmas helyettesitéssel a szimmetrikus Jensen-egyenlétlenségbe megy
at).

HARDY, LITTLEWOOD és POLYA bizonyitottdk, hogy az egyenlGtlenség konvex fiiggvényekre teljesiil. Ennek a
fenti feladatokbol adodé bizonyitasa FUCHS Laszlotol szarmazik. Azt, hogy a fenti tulajdonsagu fiiggvények mindig
konvexek, J. KARAMATA vette észre.

388. Legyen adva két korbeirt sokszog. Oldalaik legyenek a1 = as = ... 2 ag ill. by 2 by = ... = b;. Tegyiik fel,
hogy a1 < b1, as < by, ..., a; < b;. Bizonyitsuk be, bogy az elsé sokszog keriilete is, teriilete is nagyobb, mint a
masodiké.

7. Tébbudltozos konvex figguények

A konvex fiiggvény fogalmat konnyen altalanosithatjuk tobb valtozora is. Két valtozos fiiggvényt még tudunk
geometriailag szemléltetni. A két valtozo értékét egy sik-koordinatarendszerben adbréazoljuk és a fliggvényértéket minden
pontban erre a sikra mercdlegesen meérjiik fel. Igy az 6sszes pontokban felrajzolt fiiggvényértékek egy feliiletet adnak.
Egy ilyen feliiletet megint csak akkor mondunk konvexnek, ha barmely hurja a felilet f6l6tt van. Legyen F(z, y)
egy kétvaltozos konvex fiiggvény (z1, y1), (22, y2) két pont. Ezek Osszekots egyenesének egy tetszésszerinti pontja,
(121 + @2, 11 + qoy=2) alakba irhatd, ahol g1 és go pozitiv silyok és ¢1 + ¢go = 1. Konnyd belatni, ha a két
kivalasztott ponton at az alapsikra merdéleges sikot &llitunk, hogy a hurnak az utoljara felirt pontban az ordinatéja
q1 F(z1, y1) + q2 F(x2, y2). Igy a fenti tulajdonsagot az

F(qiw1 + g2, 11 + q2y2) < i F (21, 91) + g2 F (22, y2)

kétvaltozos sulyozott Jensen-egyenlStlenség fejezi ki. A tobb valtozos fliggvényeket mar nem tudjuk abrazolni, de a

konvexitas fogalmat ezekre is értelmezziik, az el6z6khoz hasonlé médon. Legyen az F(z1, x2, ..., x,) fliggvény egy
n valtozotol fliggs mennyiség; q1, g2 akdrmilyen pozitiv salyok 1 + g2 = 1 és (z1, x2, ..., zn), (Y1, Y2, .-, Yn) két
tetszésszerinti szamsorozat. Az F fliggvényt konvexnek mondjuk, ha teljesiil ra a kdvetkezs egyenlGtlenség:

F(qiz1 + q2y1, 172 +q2y2, -+ Q1% + q2yn) <
(20) <qu(I1, T2, «.., IEn)+QQF(y1, Y2, «o.y yn)

Tobbvaltozos folytonos fliggvény konvexsége is kovetkezik mar abbdl, hogy a fiiggvényre teljesiil a kéttagi szim-
metrikus Jensen-egyenléStlenség. Egyszertiség kedvéért ezt kétvaltozos fliggvényre irva fel

F F
(21) F<36142-ZL‘27 yl‘;y2)< (95173/1)42' (33273/2)'



Folytonossagon itt is azt értjiik, hogy a fliggvény nem valtozik ugrasszertien, ha az Osszes valtozok csak kevéssel
valtoznak. A pontosabb megfogalmazast itt sem akarjuk adni.
(20)-bol éppen tgy kovetkeztethetiink, a folytonossagot nem hasznélva fel, arra, hogy a fiiggvényre az

I 3:1—|—:1:2—|—...—|—a:k7y1—|—y2—|—...—|—yk <
k k
F(z1,91) + F(x2,y2) + ... + F(xr, yr)
k

(22) <

k-tagt szimmetrikus Jensen-egyenlGtlenség, s6t még a racionéalis stlyokkal stulyozott Jensen-egyenl6tlenség is teljesiil,
mint ahogy azt a 339-341. feladatokban egy valtozos fiiggvények esetében tettiik.

389. Keészitsétek el a bizonyitédsokat tobb valtozd esetére is. Ennél tovabb azonban ismét csak a folytonossag
felhasznalaséaval juthatnank.

Az is nyilvanvald, hogy analog egyenlStlenségek fogjak jellemezni két valtozo esetén a tédgabb értelemben konvex,
konkav és tagabb értelemben konkéav fliggvényeket tobb valtozo esetére pedig éppen ezen egyenlGtlenségek fennallasaval

értelmezhetjiik ezeket a fogalmakat.

390. Bizonyitsuk be, hogy az F(z, y) = /Ty fiiggvény konkav, a log(a® + a¥) fiiggvén konvex, az z¥'zd* és
y gy Y Yy ruggveny g ggveny 1 T2

altalaban az z{' 22 ... 29" fiiggvény konkav (q1, g2 ill. q1, g2, ..., qn adott pozitiv szdmok, melyekre ¢; + g2 = 1 ill.

G1+q+...+q,=16¢ésaz a1, x2 ill. 21, x9,..., x, valtozok csak pozitiv értéket vehetnek fel.)
Bizonyitsuk be az

q1 q2
(o7 + 2+ 42l (o) e )T
. (azg) +2® 4.+ x%k))qn = a:gl)lhxgl)qz caDengy
(23) taPag@ee @y pPa e k.

egyenlétlenséget.
391. Legyen r > 1, 1/r + 1/s = 1. Bizonyitsuk be az

(af +ah +...+al)"" (0] + 05+ ... +03)° 2
(24) 2 ayby +agbs + ...+ ayb,
1. n. Holder-egyenlétlenséget. Mit kapunk, ha r = s-et irunk? (Cauchy — Schwarz-egyenlétlenség.)

x’l‘_i_y’r'
2

1/r
392. Bizonyitsuk be, hogy ( ) és altalaban

's 's r\ /7
(3:1+3:2+...+3:n)/ (r>1)
n

konvex. (Alkalmazzuk a Holder-egyenlStlenséget by = (1 + xg)’ul, ¢ = (n+ —i—yz)’”*l és egyszer a; = x1, G2 = Y1
mMAsszZor a1 = X2, ag = Yo valasztéssal. Hasonloan célhoz érhetiink a masodik esetben is )
393.Bizonyitsuk be az

[(al +b1)" + (a2 +b2)" + ...+ (a + bk)r]l/r <
(25) < (af +ab+ ...+ ap) "+ B+ b+ )T

egyenl6tlenséget, ahol r > 1. (Minkowski-egyenlGtlenség)
394. Bizonyitsuk be, hogy

p P 13 »
(26) ’;Lil + 1;31 4o g ’Zfl Z (U1+U2+...—|—ukp)_l
U1 vy vy, (v1 +va+ ...+ vg)
395. Bizonyitsuk be, hogy
(27) I\C/(Ch +b1)(ag +ba)...(ak +b) = araz...ar + m



