A verseny lefolyésat és a feladatok szovegét el6z6 szamunkban mar ismertettiik. Az aldbbiakban kozoljik az ered-
ményeket és az elsé fordulo feladatainak a megoldasat. A masodik fordulo feladataira kovetkezd szamunkban tériink
vissza. Az els6 fordulo feladataira adott megoldasok a dontGbe jutast biztositottak. A helyezések a masodik forduléban
elért eredmény alapjan torténtek.

A kezdsk versenyén az algebrai atalakitas bizonyult a legnehezebb feladatnak. Hibatlan megoldast egyediill KANTOR
adott ra. Lényegében j6 BARSONY megoldasa is; azonban megoldasaba elGjelhiba keriilt. A mésodik feladatra négyen
adtak lényegében helyes megoldast. A harmadik feladatot majdnem mindenki megoldotta. Sokféle megoldas érkezett.
A megoldhatosag feltételét is toObben megéllapitottdk. KANTOR azt is észrevette, hogy szerkesztése kétféleképpen
hajthatoé végre, tévesen vélte azonban, hogy eztuton két kiilonb6z6 pontot szerkeszthetne.

A biral6 bizottsag KANTOR SANDOR, a debreceni reforméatus gimnazium II. oszt. tanul6ja dolgozatat I. dijban,
BARSONY ANDRAS, a nagykanizsai Irdnyi Déniel gimnézium II. oszt. tanuldja dolgozatéat II. dijban, KOvAcs LASzLO,
a debreceni reformatus gimnazium I. oszt. tanuldja és ZOBOR ERVIN, a nagykanizsai Iranyi Daniel gimnazium II. oszt.
tanuldja dolgozatait pedig egy—egy III. dijban részesitette.

A haladok versenyén legtobb nehézséget a térmértani feladat adott. Hogy hétéld test nincs, azt tobben nem is
probaltak bizonyitani. A bizonyitashoz legkézelebb taldn VILLANYI jutott, azonban Euler—féle testekre szoritkozott
és leirdsa zavaros. A megoldas elsé részében KOvACHnak van egy szellemes gondolata, bar leirdsa nem vilagos. Az
exponenciélis egyenletrendszernél egyediil VILLANYI latta helyesen az x = y = 1 megoldast. LASZLO észrevette ugyan
e megoldas létezését, de nem latta, hogyan kovetkezik az az 6 levezetésébdl. Ehelyett utdlag egy teljesen hibas eljarassal
erdszakolta ezt ki. Erdeme viszont, hogy a masodik feladatra két kiilonboz6, egyszerti megoldast adott. E feladatot eleg
sokan megoldottak, de a megoldasok egyszertségében és attekinthet&ségében igen nagy kiilonbségek vannak. Figye-
lemremélt6 MORENTH dolgozata, mely arra mutat, hogy viszonylag kis gyakorlottsaggal, de a problémék lényegének
vildgos meglatasaval jut el eredményeihez.

A bizottsag VILLANYI OTTO szentendrei gimn. I11. oszt. tanuldja dolgozatat I. dijban, LASZLO ZOLTAN, a debreceni
Fazekas gimn. IV. oszt. tanul6ja dolgozatat II. dijban, KovAcH ADAM, a nyiregyhézi Kossuth gimn. IV. oszt. tanuldja,
és MORENTH ANDRAS, a budapesti I. ker. dolgozok gimn. IV. oszt. tanuloja dolgozatat III. dijban részesitette. Ezen
kiviil dicséretet nyert elsé helyen MAROSFALVI LASzLO (szombathelyi Nagy Lajos gimn. IV. oszt.) és SCHAY GEzA,
(budapesti Jozsef Attila gimn. IIL. oszt.): mdsodik helyen HEPPES ALADAR (kaposvari Tancsics gimn. IV. oszt.),
KALMAN LAJOS (budapesti Berzsenyi Daniel gimn. III. oszt.) és REJITO PETER (budapesti reformétus gimn. III.
oszt.).

A nyertesek pénzjutalmat, a dicsértek pedig ajandékkdnyvet kaptak.

Az elsd fordulé feladatainak megoldasa
Kezddk feladatai:

1. Hozzuk eqgyszeribb alakra az

(z+y)° ot y*

oy +zy+y?)  y@2+zy+y?)  z(2? +xy +y?)

kifejezést.

A feladatot legtobben osztasi eljarassal oldottak meg. Ez az eljaras azonban nem sokat segit, ha a tort egysze-
risithetd, de nem az egész nevezével. Célszertibb megprobalni kozos nevezdre hozatal utan a szamlélét és nevezst is
lehetGségig szorzatta alakitani.

Megoldas. A tortek kozos nevezdje :Ey(x2 + xy + y2) és kozos nevezdre hozva a szamlalo
5 5
(z+y) —2°—y> = (x+y) - (@ +9°).

Mint teljes indukcioval, konnyen belathatd, két egyenld paratlan kitevsji hatvany Osszege felirhatoé mint az alapok
0sszege, szorozva egy polinomma:

a2n+1 4 b2n+1 _ (a+ b)(a2n _ a2n—1b+

+a?72% — = ab® 4 2.

! Beszorzassal azonnal adodik az allitas helyessége n = 1-re. Tegyiik fel, hogy valamilyen n = k — 1-re mar igazoltuk az allitast.
Ekkor n = k-ra az

a2k+1 4 2kl ,a2h—1 4 p2h—1 p2h1 a2 — b2
=a —_ _ =
a+b a+b a+b
, a2kl 4 p2k—1 _—
=a°—— — b*" 7 (a — b) azonossagbol, beirva a tort helyébe feltevésiink szerint vele azonosnak bizonyult polinomot, adodik

a+b
allitasunk helyessége: n = k-ra is



Ezt hasznalva n = 2-re, a szamlal6 igy alakithato:
(@+9)° = (2" +1°) = (@ +y) [ + 427y + 627y +
Hay® +yt) = (2t = 2Py +2?y2 —ay’ +yh)] =
=5(z +y)ay(a® +ay + ).
Igy az egész nevezovel lehet egyszertisiteni és a kifejezés legegyszertibb alakja 5(x + ) lesz.

2. Bizonyitsuk be, hagy bdarmely hdromszdg magassdgi pontjinak az oldalak felezdpontjdra vonatkozo tikérképei a
hdromszdg kéré irt kéron vannak.

I. megoldas. Ha az egyik oldal koézéppontjara tiikroziink, akkor a magassagi pont, a tiikdrképe és a kérdéses oldal
végpontjai olyan négyszoget alkotnak, melynek atloi felezik egymast, tehat paralelogrammat.

Ennek a tiikkrozott pontba futé oldalai merélegesek egy—egy haromszogoldalra, mert a paralelogramma veliik par-
huzamos oldalai a haromszog magassagai. Igy a haromszog csiicsai és a magassagpont tiikorképe olyan négyszoget
alkotnak, melynek két szemkozti szoge derékszog. Ez a négyszog tehat hurnégyszog. Igy a haromszog koré irt kor
adtmegy a magassagi pont tiikorképén. A meggondolas hegyes és tompaszogi haromszogre egyforman alkalmazhato.

II. megoldas. Eljarhatunk forditva is. A magassagpontot 6sszekotjiik az oldal felezépontjaval és meghosszabbitjuk
az egyenest a korig.

Ekkor a keletkezd metszéspontrol kell megmutatni, hogy az a magassigi pontnak a felez6pontra vonatkozo tiikor-
képe, vagyis, hogy az oldal kbzéppontja felezi a magassagi ponttol a korig terjedd szakaszt is. Ez esetben az e két pont
és a kérdéses oldal végpontjai altal meghatarozott négyszog paralelogramma. Ezt fogjuk bebizonyitani.

Az egyives szogek, mint cstcsszogek egyenlSk. A fels6 180°-ra egésziti ki a haromszog kovérives szogét, mert e
szogek szemkoztes szogei egy olyan négyszognek, melynek masik két szoge derékszog. A kovérives szoget a szaggatott
ivii sz0g is 180 fokra egésziti ki, mert olyan keriileti szogek, melyeknek ivei egymast teljes korré egészitik ki. Igy a
kérdéses négyszogrol azt tudjuk, hogy két szemkozti szoge egyenls és az ezek cstucsat 6sszekots atlo felezi a méasik atlot.
A 329. feladat (97. old.) megoldasa szerint az ilyen négyszog valoban paralelogramma.

ITI. megoldas. Ismeriink (az I. gimn. 4j tankdnyvébdl pl.) egy hasonlo tételt: A magassagi pontnak az oldalakra
vonatkozoé tiikorképei a koriilirt koron vannak.

Ezt felhasznalva is bizonyithatjuk a tételt. Azt kell felhasznalnunk, hogyha egy pontot egymasutan tiikroziink
két egymasra meréleges egyenesre, akkor a pontnak a tengelyek metszéspontjara vonatkozé tiikdrképéhez jutunk.
Esetiinkben a magassagi pontnak az oldalra vonatkozé tiikorképét még az oldal kdzépmerdlegesére kell tiikkrozniink.
Ez az egyenes azonban atmegy a korilirt kor kézéppontjan, s igy tiikkortengelye a kornek. Az e koriili tiikkrozés tehat
a kozéppontra vonatkozo tiikdrpontba, mésrészt ismét a koriilirt koron fekvs pontba viszi 4t a magassagpontnak az
oldalra vonatkozo6 tiikorképét.

IV. megoldas. Rajzoljuk meg mindharom tiikdrpontot.



Az ezek meghatarozta haromszog egybevagd az eredetivel és hozza képest 180°-kal el van forgatva, mert ugy
keletkezett az oldalfelez6pontok alkotta haromszogbdl, hogy azt a magassagi pontbol, mint kézéppontbdl kétszeresre
nagyitottuk. Meg fogjuk mutatni, hogy a két haromszog oldalfelezé meréGlegesei egybeesnek, vagyis, hogy két—két
egyenls oldal végpontjai téglalapot hataroznak meg. Vizsgaljuk a vastagitott oldalt. Azok az egyenesek, amelyek
ennek végpontjait kotik Ossze a masik két oldal kdzéppontjara vonatkozoé tiikkorképekkel, parhuzamosak és egyenlék
a vastagitott oldalra bocsatott magassagnak a haromszogcesics és a magassagi pont kozti szakaszaval, mert ennek
tiikorképei egy—egy oldalkdzéppontra nézve. Igy merdlegesek a vastagitott oldalra. A kérdéses négyszog tehat valoban
téglalap.

Megjegyzés. Rajzoljuk meg a koriilirt kort és a magassagi pontnak a raesé hat tiikorképét.

Ha a kort most a magassagi pontbol felére kicsinyitjiik, akkor az oldalra vonatkozé tiikdrképek a magassagok
talppontjara fognak keriilni, az oldalkdzéppontra vonatkozo tiikdrképek pedig az oldalkdzéppontra. E hat pont tehét
egy koron van. Ennél az 6sszehtizadsnal a haromszogesicsok a magassagokon a cstics és magassagi pont kozti szakasz
felezGpontjaba fognak keriilni. Ezekkel egyiitt 9 nevezetes pontot talaltunk a haromszégben, melyek egy kéron vannak.
Ezt a kort a hdromszdg Feuerbach—féle kirének nevezziik. A feles kicsinyitésbdl az is kovetkezik, hogy a Feuerbach—kor
kozéppontja kdzéppontja a magassagpont és a koriilirt kor kbzéppontja kozti szakasznak is. Az e harom ponton dtmend
egyenest Fuler—egyenesnek nevezik és megmutathaté, hogy ezen rajta van a sdlypont is.

Az 1. megoldasbol a Feuerbach—korre vonatkozo allitdsok egy egyszerd bizonyitasa is adodik. Rajzoljuk meg a
magassagvonalakra es6 pontok alkotta haromszoget és kossiik Ossze az egyik oldal végpontjait a parhuzamos harom-
szogoldal kozéppontjaval.

Ekkor e haromszogoldal és a magassagpont alkotta haromszégben meghtztuk mindharom kézépvonalat. Igy a
szaggatott négyszog két szemkozti szoge derékszog lesz, tehat a kis haromszog koré irt kor atmegy a nagy harom-
szOg oldalainak kozéppontjan. Az oldalkdzéppontot a kis haromszog szemkozti csucsaval 6sszekots egyenes e kornek
atmérdje. Mivel ez a szakasz a magassag talppontjabol is derékszog alatt latszik, igy e talppont is a kéron van.

3. Az a, b, ¢, d szaimok milyen értékei mellett van megolddsa és hanyféle megolddsa van az
r+y=a, y+z=0b, z+u=c, ut+tzr=d

egyenletrendszernek?

A feladat meglepGen sok nehézséget adott a versenyzSknek. A megoldhatosag feltételét még sokan megtalalték, de
hogy ez mit jelent, azt kevesen tudtak megmagyarazni; a megoldasok szdmara vonatkozé kérdéssel pedig a legtobben
értetleniil alltak szemben.

Megoldas. Osszeadva egyrészt az elsé és harmadik, masrészt a masodik és negyedik egyenletet az
r+y+z+u=a+c, é y+z+ut+tr=>b+d

Osszefiiggéshez jutunk. Ez csak akkor nem jelent ellentmondast, ha a+c = b+d. Ez tehat a megoldhatosag feltétele. Ha
ez teljesiil, akkor barmely harom egyenletbdl kovetkezik mar a negyedik. Igy elég harom egyenlet megoldasat keresni.



Ilyen esetben egy valtozot tetszés szerint valasztva a tobbi altalaban egyértelmten kiszamithaté. Esetiinkben ez mindig
igy van. Valasszuk pl. u-t tetszés szerint. Ekkor a harmadik, masodik és els egyenletbdl sorra z = c—u, y =b—c+u,
x=a—b+c—u(=d—u) adodik. Ez esetben tehat az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van.

Megjegyzés. Ha pl. az 6sszeg konstansok pozitivok, akkor a feltétel éppen azt fejezi ki, hogy ha a, b, ¢, d hosszusaga
palcakbol (ebben a sorrendben) négyszoget rakunk 6ssze ugy, hogy a palcak az Osszeillesztési pontok koriil egyméashoz
képest elforgathatok legyenek, akkor e négyszog minden allasdban, ha konvex, akkor érinté négyszog. Az egyenletek
ez esetben a cstcsoktol az érintési pontokig terjedd szakaszokat szolgédltatjak. Ezek a kiilonb6z6 négyszogallasoknal
valtoznak. Igy ez a meggondolas is mutatja, hogy végtelen sok gyok van.

Haladok feladatai:

1. Oldjuk meg a
o(z+1)*

2(z—1)2

2

= 4"E
egyenletet.

Megoldas. Az egyenlet igy alakithato at: 2% = 2%2, és ez csak ugy allhat fenn, ha a kitevék egyenlsk. A keletkezs
egyenletet nullara redukalva, a 222 — 4z = 2z(x — 2) = 0 egyenletre jutunk, és mivel szorzat csak tgy lehet nulla,
ha valamelyik tényez&je nulla, igy az x = 0 és z = 2 megoldasok adédnak. Azonnal lathatd, hogy ezek az eredeti
egyenletnek valéban megoldasai is.

Megjegyzés. A versenyzdk a masodfoku egyenletet — ritka kivétellel — vagy elosztottak 2z-szel és csak egy gyokot
kaptak; vagy eljutottak a két gyokhoz, de csak az old6 képleten at. Mindkét eljards arra mutat, hogy gondolkodas
nélkiil, gépiesen dolgoznak.

2. Egy egyenldszari trapéz parhuzamos oldalainak a hossza 15,3 és 25,2 ¢cm. A hosszabbik pdrhuzamos oldal vég-
pontjaibol a révidebbik olyan szog alatt latszik, amelynek tangense 0,75. Szdmitsuk ki a trapéz teriletét.

Itt ismét sok folosleges szamitastol és szamitasi hibatol menekiilt volna meg, aki helyesen tudja hasznalni algebrai
ismereteit. Ilyen azonban egy sem akadt a versenyztk kozt. Igen sok at kinalkozik a magassag kiszamitasara, de
mindegyik tobb-kevesebb mellékszamitason at vezet. Ilyenkor célszert az adott mennyiségeket alkalmas bettikkel jelolni
és a szamértéket majd csak a teriiletre nyert kifejezésekbe helyettesiteni be. Esetiinkben, mivel a trapéz szimmetrikus,
a parhuzamos oldalak felét célszeri jelolni pl. a-val és b-vel (a > b), az adott tangens legyen ¢, a latoszoget jeloljiik
a-val.

Ekkor a trapéz kdzépvonala a + b és csak az m magassagot kell kiszamitanunk.

I. megoldas. Legyen a hosszabb parhuzamos oldal végpontjabol a szemkozti szar 1atoszoge 5.

. 2)
ﬁ' | 2a \
~g-be :
ash

Mivel egyenlGszara trapéz révidebb parhuzamos oldalanak végpontjabol hizott magassaga a szemkozti oldalt a+b

m
és a — b hosszusaga darabokra osztja, kapjuk a tg (o + ) = 3 tg B = Osszefiiggest. Ezeket a tg (o + 8) =
a0 —

tg a+tg B
1—tg atg B

m
a+b

kifejezésbe helyettesitve az

egyenletet kapjuk, mely rendezés utan m-re az
m(a+b—tm) = (a—b)(t(a+b) +m),

vagy
tm? —2bm +t(a® — b*) =0



masodfoki egyenletet szolgédltatja. Ennek gyokei

m:gi¢(g)2_<a2_b2):gi¢bz(l+t;)_az

b
;=102 a? —b*=(a+b)-(a—0b)=2025-4,95=100,2375;

\/(2)2 (@ — 1) = 1,95.

Innen m; = 8,35; ma = 12,15; és a teriilet: Ty = 169,0875; Ty = 246,0375.

II. megoldas. Az egyenlGszaru trapéz korbe irhatd. Hosszabbitsuk meg az egyik magassagot a korig. A meg-
hosszabbitast jeloljiik x-szel.

2b

m+az
Masrészt az egy ponton atmend hurok szeleteit szamitva m - = (a + b)(a — b) = a® — b%. Az els6 egyenletet igy is

A meghosszabbitds végpontjabol a 2b hosszisigu oldal szintén « szog alatt latszik, tehat t = tg a =

2b
irhatjuk: m +z = e Ismerjiik m és x Gsszegét és szorzatét, tehat e két mennyiség az

2b
u2—7u+a2—b220

egyenlet két gyoke. Ez lényegében megegyezik az el6z6 megoldasban nyert egyenlettel és igy ugyanazokhoz az eredmé-
nyekhez is vezet. Akarmelyik gyokot valaszthatjuk m-nek, amit az magyaraz, hogy a rajzon pontozva jelzett trapéz is

megfelel a feltételeknek.

III. megoldas. Még egyszertibben jutunk a megoldashoz, ha megrajzoljuk a 2b hosszisagu oldalhoz tartozo
kozépponti szoget a trapéz koré irt korben.

Ennek nagysaga 2«, tehat ha a kor kozéppontjabol a 2b hosszisagu oldalra merélegest bocsatunk, derékszogd

haromszoget kapunk, melynek egyik hegyesszoge o és a szemkozti befogoja b. Igy az oldal tavolsaga a kor kdzéppontjatol
2

b / b / 1
T =4 a kor sugara pedig r = /b2 + =z = by/1+ ok A hosszabb oldal tavolsaga a kor koézéppontjatol mostmar

1
koénnyen kiszamithaté egy masodik derékszogt haromszoghdl: y? = 72 — . Innen y = 4 /b2 <1 + t_2> —a?.

Mivel a kornek két olyan 2a hosszisagu harja van, mely parhuzamos a 2b hossztsagu hurral, a kézéppont két oldalan,
igy a trapéz magassagara két lehetséges értéket kapunk: m; = x — y vagy mo =z +y.

Ismét az elsé megoldasban nyert eredményekhez jutottunk, de most az old6 képletbsl kapott megoldés két tagja
geometriai értelmet nyert.

3. Egy szdmtani sorozat elemei egész szamok, és eqyik eleme négyzetszam. Bizonyitsuk be, hogy akkor birmeddig
folytatva a sorozatot, elemei kozt vjra és ujra fordulnak eld négyzetszamok.

I. megoldas. Legyen a? a sorozatban eléfordulé négyzetszam és a sorozat szomszédos elemei kozti kiilonbség d.
Ez nyilvan szintén egész szam. Az a + kd alakt szamok négyzete (k = 0,1,2,...) mind elemei a sorozatnak. Valoban



(a+ kd)® = a® + (2ak + k2d) d és 2ak + k®d egész szam, igy ez a négyzetszam eleme a sorozatnak (a-t6l szdmitva a
2ak + k*d + 1-edik eleme).

II. megoldas. Probaljuk meg y-t Ggy valasztani, hogy 3 eleme legyen a sorozatnak. Ez akkor all fenn, ha y? az
a®-t6l d egész szamu tobbszoroseben kiilonbozik. y? —a? = (y—a)(y+a) kell hogy oszthaté legyen d-vel. Ez bizonyosan
fennall, hay = kd+a (k=0,1,2,...) vagy ha y = ld — a és | elég nagy egész szam. (Akkora, hogy (Id — a)2 ne legyen
kisebb a sorozat legkisebb tagjanal.)

Ha d 6sszetett szam, akkor ezenkiviil tovabbi esetek is lehetségesek, melyben y —a és y + a oszthatdk egy—egy olyan
szammal, amelyeknek szorzata adja meg d-t. Pl. a = 2, d = 21 mellett az y =21k +2, (k=0,1,2,...) ésy=211—2
(1=1,2,3,...) alaka szdmokon kiviil az y = 2lm +5 (m =0,1,2,...) ésy =21ln—5 (n = 1,2,3,...) alakd szamok
négyzetei is elemei a sorozatnak. Az ilyen esetek teljes attekintése is megadhato, de mar bonyodalmasabb volna.



