Az 1950. évi Kiirschak Jozsef matematikai tanuléverseny

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1950. oktober 14-én, rendezte meg a Kiirschék Jozsef matematikai tanuldver-
senyt. A verseny Budapesten, Szegeden, Debrecenben, Miskolcon, Veszprémben, Pécsett és Egerben egyidében folyt
le. A versenyen 1950-ben érettségizettek és kozépiskolas didkok vehettek részt. A résztvevsk és a beadott dolgozatok
szama: Budapesten 208 versenyzs, 77 dolgozat; Szegeden 32 versenyzs, 7 dolgozat; Debrecenben 44 versenyzs, 12
dolgozat; Miskolcon 21 versenyzs, 8 dolgozat; Veszprémben 23 versenyzs, 4 dolgozat; Pécsett 30 versenyzs, 6 dolgozat,
Egerben 20 versenyzs, 2 dolgozat; Osszesen 378 versenyzd és 116 dolgozat. A verseny feladatai a kovetkezdk voltak:

1. Egy kényvtdrban egy napon tdbb olvasd fordul meg, s mindegyikik csak egyszer jar aznap a kényvtdarban. Bdrmely
hdarom olvaso kozott van két olyan, aki a kényvtdrban taldlkozik egymdssal. Bizonyitando, hogy akkor meg lehet adni
két idopillanatot gy, hogy barmely olvaso a két iddopillanatnak legaldbb egyikében a kényvtdrban van.

2. A ki, ko és ks kér hdarom kilonbézé pontban pdronként érinti eqymdst. ésszek(itjdk k1 €s ko érintési pontjdt a
mdsik két érintési ponttal. Bizonyitandd, hogy ezek az 0sszekdtd eqyenesek a ks kort egy dtmérdjének, két végpontjdban
metszik.

3. a1, b1, c1, ag, ba, ca olyan valds szamok, hogy akdrmilyen x és y egészszimot helyettesitink is az

s+ by + és asx + by + co

kifejezésekbe, az eredmények kézdtt minden esetben van pdros egészszdm. Bizonyitandd, hogy akkor az a1, b1, c1 €s ag,
ba, co szdmhdrmasoknak legaldbb az egyike hdrom egész szambdl all.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat elnoksége altal kikiildott versenybizottsag, melynek tagjai Gallai Tibor,
Karteszi Ferenc, Surdnyi Janos, Vincze Istvan és Hajos Gyorgy el6ado, 1950 oktober 28-an tartott iilésén egyhangtan
a kovetkezs jelentés fogadta el:

,Orvendetes tény, hogy a verseny résztvevsinek szama messze meghaladta a korabbi hasonlé versenyekeét. Ez részben
annak koszonhets, hogy tarsulatunk a versenyt els§ izben rendezte egyidejileg hét helyen. A beadott dolgozatok
viszonylagosan kevés helyes megoldast tartalmaznak. A harmadik feladatra egy versenyzé sem adott be jo megoldast.
Olyan dolgozat sincs, amelyik az els6 feladatot is és a masodikat is kifogastalanul oldja meg. A bizottsig ezért ugy
hatarozott, hogy az elsé Kiirschak Jozsef-dijat ebben az évben nem adja ki.

A beadott dolgozatok koziil kiemelkedik BOGNAR JANOS és SZEKERKA PAL dolgozata. Bognar Jéanos a budapesti
evangélikus gimnaziumban dr. VERMES MIKLOS tanar tanitvanya volt és 1950-ben tett érettségi vizsgalatot. Beadott
munkija az elsé feladatnak kifogéstalanul megfogalmazott szabatos megoldasat tartalmazza; a masodik feladatot
megoldotta, bar a lehetséges esetek diszkutalasanal hibazott; a harmadik feladattal dolgozata nem foglalkozik. Szekerka
Pal a budapesti VI. keriileti Rudas Laszl6 gimnéziumban NEUKOMM GYULA tanér tanitvinya és ez évben a IL
osztalyt végezte el. Dolgozataban helyes megoldasat adja az els6 és masodik feladatnak, bar az utébbindl csak egyféle
elhelyezkedésre gondol; helyesen indul el a harmadik feladat megoldasanal is. A bizottsag az 1950. évi masodik Kiirschak
Jozsef-dijat megosztva Bognar Janosnak és Szekerka Palnak itéli s munkéjukat 300-300 forinttal jutalmazza.

Megemlitendé még KORANYI ADAM, WELLISCH TIBOR és ZERGENYI ERzSEBET dolgozata. Mindharman 1950-
ben tettek érettségi vizsgalatot. Koranyi Adam azzal emelkedik ki, hogy valamennyi versenyzé koziil egyediil 6 oldotta
meg maradéktalanul a masodik feladatot, mert dolgozata minden lehetséges elhelyezkedésre kiterjed; az els6 feladatot
lényegében megoldotta ugyan, de megoldasaban tobb részlet kidolgozasa hidnyzik. Wellisch Tibor munkajanak érdeme,
hogy az elsé feladat helyes megoldasan kiviil a harmadik feladattal is foglalkozik s annak megoldasaban a versenyzk
koziil legmesszebbre jut; a masodik feladattal nem foglalkozik. Zergényi Erzsébet az els6 két feladatot oldotta meg, az
els6nek megoldasat nem dolgozta ki s a masodiknal a lehetséges elhelyezkedéseket nem vizsgalta. A bizottsag Koranyi
Adam, Wellisch Tibor és Zergényi Erzsébet dolgozatéat dicséretben részesiti.

Minthogy az elsGé dijat a bizottsag nem adta ki, lehet&vé valt, hogy a dicséretben részesiilt munkak szerzdi is
pénzjutalmat kapjanak. A bizottsag Wellisch Tibort és Zergényi Erzsébetet 100-100 forinttal jutalmazza. Koranyi
Adam az el6z6 évi Kiirschak Jozsef tanuloversenyen masodik dijat nyert s ezért a verseny szabalyzata szerint dicséretben
részesitett dolgozatara pénzjutalmat nem kaphatott.”

1. feladat:

I. megoldas: Nézziik elGszor azt az esetet, ha az olvasék koziil barmelyik kett6 taldlkozik a konyvtarban. Ekkor az
utolsé érkezésétol az els6 tavozasaig barmely idépontban az olvasék mindegyike a konyvtarban van. Ebben az esetben
az elGszor tavozo olvaso is bevarja az utoljara érkezét.

Ha nem talalkozik mindegyik mindegyikkel a kdnyvtarban, akkor valasszunk ki két olyan olvasét, akik nem talalkoz-
nak, legyenek ezek a és b. A t6bbi olvasdt 3 csoportra oszthatjuk. Az elsé csoportba tartoznak azok, akik talalkoznak
a-val, de b-vel nem. Ez legyen az A csoport. A méasodikba tartoznak azok, akik nem talalkoznak a-val, csak b-vel. Ez
legyen a B csoport. A harmadikba azok tartoznak, akik mindkettével talalkoznak. Ez legyen a C csoport. Minden
konyvtarlatogatd beletartozik e csoportok valamelyikébe, mert ha lenne olyan c latogato, aki sem a-val sem b-vel nem
talalkozna, igy a, b, ¢ nem talalkoznak a konyvtarban, de ez a feltevés szerint nem fordul el6. Most C' azon egyedeit,
kik A minden egyedével talalkoznak osszuk az A csoportba, akik B minden egyedével, azokat osszuk B-hez. Akik az A
csoportnak is, B csoportnak is minden tagjaval taldlkoznak, azokat barmelyikhez oszthatjuk. Az eredeti A csoportban



béarmely latogatonak kellett talalkoznia, mert ha ketten nem talalkoztak volna, akkor 6k b-vel oly harmast alkotnanak,
akik nem talalkoznak a konyvtarban. A C csoport tagjai szintén mind taldlkoznak egymaéssal, hisz az a eltavozésa és b
megérkezése kozotti id6ben mind bent kell hogy legyenek a kényvtarban. Viszont a C' csoport azon tagjai, akikkel az
A csoportot kibgvitettiik, mind talalkoznak az A csoport tagjaival, igy a kib&vitett A csoport minden tagja talalkozik
egymaéssal, tehat van oly id6pont, amint mar lattuk; mikor mindny4jan a konyvtarban vannak. Ugyanigy lathaté be,
hogy van egy oly idépont is, amikor a kibgvitett B csoport tagjai mind a konyvtarban vannak. E két id6pont olyan,
hogy barmely egyén e két idépontnak legalabb egyikében a konyvtarban tartézkodik. A C' csoport minden egyede
taldlkozik vagy az A vagy a B csoport minden egyedével. Mert ha lenne a C' csoportnak egy olyan ¢’ egyede, aki az A
csoport egyik egyedével a’-vel és a B csoport egyik egyedével b'-vel nem taldlkozna, akkor a’ sem taldlkozhatna b'-vel
— hiszen, mivel ¢’ nem taldlkozik sem a’-vel, sem b'-vel, a’ el6bb menne el, mint ¢’ megérkezik, és b’ késébb érkezne
meg, mint ¢’ elmenne — igy volna 3 olyan egyed, ugyanis o', b’, ¢/, akik egyaltaldban nem talalkoznanak.

II. megoldas: Tekintsiik azt a pillanatot, mikor az els6 olvasé eltavozik és azt a pillanatot, mikor az utolso
megérkezik. Ha valaki e két idGpillanat egyikében sem volna ott, az csak tugy lehetne, ha az els6 eltdvozasa utan
érkezne — hiszen el6tte nem tavozhat — és az utolso érkezése el6tt tavozna el — hiszen utana nem érkezhet. Ez esetbén
azonban 6, az els6 tavozo és az utolsd érkezd nem talalkozna, ami ellentmond a feltevésnek.

II1. megoldas: Képzeljiik el a feladatot agy, hogy a kdnyvtar portasa utasitast kapott, hogy egy hirdetést olvasson
fel két izben, de agy, hogy mégis minél tobben halljak. Mikor valik sziikségessé az elsé felolvasas? Nyilvan akkor, amikor
az els6 egyén tavozni akar. Es mikor kell masodszor felolvasni? Vilagos, hogy akkor, amikor azok koziil, akik az elsé
felolvasast nem hallottak (tehat az els tavozo utan érkeztek) valaki tavozni akar. Ha emellett teljesiil a feladat kikotése
is, akkor nem lehet, hogy valaki is ne hallotta volna a hirdetést, mert annak e két felolvasas utan kellett volna jonnie,
de ez esetben, 6, az els6 tavozo, és az azutan érkez6k koziil elGszor tavozd latogatd koziil senki senkivel sem talalkozott
volna.

Megjegyzés: E harmadik megoldés készen adja a feladat altalanositasanak bizonyitasat is: ha n tetsz6leges pozitiv
egész szam és azt tesszik fel, hogy (3 helyett) barmely n latogato koziil talalkozik legalabb kettd a konyvtarban, akkor
létezik olyan n — 1 idépont, hogy minden latogaté ezek valamelyikében a kdnyvtarban van.

2. feladat

E feladat megolddi koziil egy kivételével, senki nem latta vildgosan, hogy harom kiilénboz6 esetet kell megvizsgélni:
midén a harom kor kiviilrél érinti egymast, midén k; és ke a ks kor belsejében van és midén ks az egyik kort beliilrol,
a masikat kiviilrgl érinti. A tovabbiakban hol egyik, hol maésik, helyzetben targyaljuk a bizonyitast utalva a tobbi
esetekben fellépé modositasra. Hasznélni fogjuk a kovetkezs jeloléseket: a korok kézéppontja O, Oz, Os; ko és ks, ks
és ki, k1 és ko érintési pontja rendre A, B, C, az AC és BC egyenesek a ks kort a D és E pontban metszik. (Abra a
kov. oldalon.)

I. megoldas: Vizsgaljunk kiviilrgl érintkez6 koroket. Legyenek az O10203 haromszog szogei rendre «, [ és 7.
AO2CA és AO3DA egyenlGszara és A-nal 1éve szogeik egyenldk, mert csicsszogek. Ha két egyenlGszara haromszoghen
az alapnal fekvs egy-egy szog egyenld, akkor az Osszes szogek egyenlSk. Igy AOsD< = AO,C< = [. Ugyanugy
kovetkezik a BO,C és BOsE egyenlszaru haromszogekbdl, hogy BOsE< = a. Igy a DO3E< egy «, egy 3 és egy
~ nagysagu szoghdl tevédik Ossze, tehat 180°-os, vagyis a D, Oz és E pont egy egyenesen, a k3 kor egy atmeérsjén
fekszik.

Ha a ks kor tartalmazza ki-et és ko-t, akkor a megoldasban szereplé haromszogparoknak az A ill. B cstcsnal fekvs
szogei kozosek és az O1-nél Os-nél illetve O3-nal fekvé kiilsé szogek egyenlGségét hasznélva fel okoskodhatunk az elbbi
moédon. Ha k3 a k1 kor belsejében és a ko koron kiviil van, akkor az elsé haromszogparral az elsé esetnél, a méasodikkal
pedig a masodik esetnél elmondott médon okoskodunk és ismét arra az eredményre jutunk, hogy a DOs és EOg szarak
k6zott egy haromszog harom szoge, vagyis éppen 180° fekszik.

II. megoldas: Legyen k; és ko a ks kor belsejében. Elég megmutatnunk, hogy DOs||EOs, mert a két egyenes egy
pontja kozos, tehat ez esetben egymas meghosszabbitasaba kell esnidk.

Ismét nézziik az AO2C' és AO3D egyenlszara haromszogeket. A-nal levs szogiik kozos, tehat az alapon fekvs méasik
szogek is egyenlSk: ACO2<t = ADO3<. E szogek egy széra kozos, s igy megfelels szogek, méasik szaruk is parhuzamos:
CO,||DOs. Ugyanigy kapjuk, hogy CO1||[EO3. De Oy, C és O, egy egyenesen vannak, a két érintkezd kor centralisan,
igy DOs és EO3 egymassal is parhuzamosak, amibdl kdvetkezik a bizonyitandé allitas.

Ha kiviilr6l érintkezé koroket vizsgalunk, akkor a haromszogparoknak egy-egy szoge cstcsszoget alkot, az alapjukon
lev6é masodik szogek ez esetben valtoszogek lesznek, tehat szaraik ismét parhuzamosak. A harmadik esetben ismét az



egyik haromszog parra ugy okoskodunk, mint az els6, a mésodikra gy, mint a mésodik esetben.

III. megoldas: Atfogalmazzuk a feladatot. Jeldljiik O-val a harom kor hatvanypontjat. (A kozos érint6k kozos
metszéspontjat). Az O-bol a korokhoz hizott érintédarabok egyenlsk OA = OB = OC. Igy O koré olyan k kort lehet
irni, mely atmegy az A, B, C pontokon, és merdlegesen metszi mindharom kort, mivel az érinté merdleges a sugarra.
A feladat tehat helyettesithet a kovetkezovel: az egymaéast merdlegesen metsz6 k és ks korok A és B metszéspontjat
a k kor tetsz6leges C' pontjabol vetitjiik. Bizonyitandod, hogy az AC és BC egyenesek mésodik metszéspontja ks-mal,
D és FE atellenes pontok. Azt fogjuk megmutatni, hogy DO3 és EO3 ugyanarra az egyenesre meréGleges. Ilyen egyenes
CO. Tiikrozziik ugyanis az abrat egy C'D-re merd6leges t tengely koriil.

.
(5P

Ha egy kort egy hurjanak felez6merdlegesére tiikroziink, akkor a hir végpontjahoz hiizott sugarak egymésba mennek
at. Ha nem a felez6pontban hizzuk a mergleges tengelyt, ezek az egyenesek akkor is egymassal parhuzamos helyzetekbe
mennek at. Igy a k kort nézve CO tiikorképe t-re parhuzamos lesz O A-val. ks-at nézve Oz D képe parhuzamos lesz O3 A-
val. De a két kor merdlegesen metszi egymast, ami azt jelenti, hogy a metszésponthoz hiuzott korsugarak merélegesek
egymésra: OA1 O3 A. Ekkor azonban OC 1 O3D -re, mert a tiikkorképeik is merdlegesek egymaésra. Ugyanigy kovetkezik
egy CE egyenesre merGleges tengelyre tiikrozve, hogy OC LOsE. Mivel az O3D és OoF egyenesek ugyanarra az
egyenesre merélegesek, igy parhuzamosak egymassal és miutan az Os pontjuk k6zos, kovetkezik, hogy D, O3 és E egy
egyenesen fekiisznek, k3 egy atmérgjén.

Ennél az atfogalmazéasnal a kezdetben emlitett harom eset abban kiilonbozik, hogy C a k kor kiilonbozé részeire
esik, a bizonyitas azonban ettdl fiiggetleniil minden esetben érvényes.

A feladat atfogalmazasa egy altalanositast is kinal, melyet a 299. feladatban tiziink ki (40 old.).

IV. megoldas. A bizonyitandé allitas kovetkezik abbdl is, hogy ha megmutatjuk, hogy a D-ben és E-ben huzott
érint6k parhuzamosak.

Nézziink elGszor két kort, k és ks érintik egyméast a B pontban. Kézéppontjuk legyen O és Os. Egy B-n atmend
egyenes k-t C-ben, ks-at E-ben metszi OBC< = O3BE<. (Belilrdl érintkezs koroknél egybeesik a két szog, kiilss
érintkezésnél cstcsszogek).

Mivel BOCA és BOsEA egyenlGszéra, kovetkezik, hogy OCB<t = O3EB<. B, C és E egy egyenesbe esnek, igy
kovetkezik, hogy OC||OsE. (Belsé érintkezésnél megfelels szogek szarai, kiilsé érintkezésnél valtoszogekéi.) De ekkor
a C-ben és E-ben huzott érinték, melyek ezekre a sugarakra merdlegesek, szintén parhuzamosak. Ezt a meggondolést
a ko és ks korokre alkalmazva ugyanugy kovetkezik, hogy a C-ben és D-ben hizott érint6k is parhuzamosak.

Még rovidebben mondhattuk volna el a bizonyitast, ha hivatkoztunk volna arra, hogy érintkezé koroknek hason-
l6sagi pontja az érintkezési pont, s azokban a pontokban, melyek ennél a hasonlésdgnal egymaésnak felelnek meg, az
érintSk parhuzamosak (Az el6z6kben ennek az allitdsnak egy bizonyitasat mondtuk el.) Hasonlo tétel igaz térben is;
érintkezd gombokre, érinték helyett érintG sikokkal, és felhasznédlhato a feladat térbeli megfelelGjének bizonyitasara,
melyet a 305. feladatban tdziink ki (41. old.).

3. feladat.

A feladat megoldasa tulajdonképpen nem kivan kiilondsebb Gtleteket, csak kitartoan végig kell probélni az Gsszes
lehetGségeket.

Hogy rovidebben fejezhessiik ki magunkat, néhany roévid jelolést fogunk hasznalni. Amit az egyiitthatokrél tudunk,
egy keretben fogjuk feltiintetni:




Ha egy egyiitthatorol azt tudjuk, hogy paros egészszam, akkor a helyébe egy 2-est irunk, ha azt tudjuk, hogy
pératlan egészszam, akkor 1-est; ha pedig az deriil ki, hogy két egyiitthato Osszege paros egészszam, akkor ezek helyét
egy o — o jellel kotjiik Gssze. Az iiresen hagyott helyek azt jelentik, hogy a megfelels egyiitthatokrol még nem deriilt
ki semmi. (x,y) = (a,b)-vel azt jeloljiik, hogy = helyébe a-t, y helyébe b-t helyettesitiink.

I. megoldas: 1°. (z,y) = (0,0) helyettesitéssel, azt kapjuk, hogy c¢1 és co koziil valamelyik paros egészszam.
Feltehetjiik, hogy
2

c1 ez
2°. Helyettesitsiink (z,y) = (1,0)-t. Ha a3 4+ ¢; paros, a1 is paros, ha nem akkor as + co péaros:

2 a v 2
o0—o0

3°. (z,y) = (—1,0) helyettesitésnél az els6 esetben biztos péaros az els6 kifejezés, a masodikban mivel —a; 4+ ¢; nem
lehet paros (akkor a; + ¢; is az volna), tehat —ao + co kell, hogy paros legyen. Ez csak ugy lehet, ha vagy as is cs is
péros egészszam, vagy mindketts paratlan:

2 2 2 ce

4°. (z,y) = (0,1). Az els6 esetben, ha by + ¢1 péros by is az, ha nem akkor by + c2 paros. A masodikban ha by + ¢;
paros by is az, ha nem akkor bs + co paros, de akkor by paros egészszam kell legyen. A harmadikban ha by + ¢; péros,
akkor bj-nek paros egésznek kell lennie. Ha nem, akkor bs + c2 paros, de akkor by paratlan egészszam:

2 2 2] {2 2 2 2 ) 2 2 2
1 21 o—o| 3{2 2t 412 2 2 51 1] 611 1 1
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Az 1. és 4. esetben barmely egész (x, y)-ra az egyik kifejezés értéke paros lesz. Ezeket az eseteket nem is vizsgaljuk
tovabb.

5°. Legyen (x,%) = (0, —1). 2.-ben —b; +c; nem lehet, paros, mert akkor by és by +c; is paros lenne. Igy —by+c paros,
tehat vagy mindketts paros egészszam, vagy mindkettS paratlan. Az els6 lehetGség csak a két kifejezés sorrendjében
kiilonbozik a 3. esettdl, igy nem targyaljuk kiilon. 3.-ban és 5.-ben az elsg, 6.-ban a masodik kifejezés biztosan paros:

g 2 2 2 2 2 2
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6°. Legyen (z,y) = (1,1) 1.-ben a1 + b1 + ¢1 nem lehet paros, mert feltettiik (4.-nél), hogy b1 4+ ¢1 nem péaros, tehat
kell, hogy as + bs + c2 legyen péros. bs 4 co paros, igy as is paros. 2.-ben hasonléan kell, hogy as + bs + c2 legyen paros
s igy ba paros egészszam, amivel viszont lényegében a mar elintézett esetre jutunk. 3.-ban sem lehet a; + by + ¢ péros,
igy as + b2 + co az, amibd6l kovetkezik, hogy by paros egésszam. 4.-ben ag + ba + c2 paratlan egészszam, tehat biztosan
ay + by + ¢1 paros, tehat aq + by is paros. a;-rél viszont 2.-ben feltettiik, hogy nem péaros (t. i. azzal, hogy a; 4+ ¢1 nem
paros).

A bizonyitand¢ allitast ezzel méar meg is kaptuk, hisz itt minden esetben a masodik kifejezés egylitthatoi egészsza-
mok. A tovabbi helyettesitések csak a tablazatok teljes kitoltéséért torténnek:

7°. Legyen (z,y) = (2,0). 1.-ben 2ay + ¢; biztos paros, igy nem tudunk meg Gjabbat. 2.-ben az elss kifejezésnek
kell parosnak lennie, tehat 2a; + ci-nek, s igy 2a;-nek is. a; tehat egész. Uj eredményt csak akkor kapunk, ha a;
paratlan. 3.-ban szintén az elsé kifejezés s igy 2aq kiilon is paros, a; viszont nem az, igy a; és vele egyiitt by is paratlan
egészszam:

i [
2 2 1 2 2 1 1
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8°. Az elsG esetben by megismerésére helyettesitsiink (x,y) = (0,2)-t. 202 + ¢ paratlan, igy 2b; + ¢1, tehat 2b; is
péros, by tehat egészszam. Ha péaros, Gjat nem kapunk, tehat ijabb lehet6ség csak az, ha b, paratlan.



2 1 2
2 1 1
Igy a kovetkezs 6t eset lehetséges:
2 2 2 1 1 2 1 2 2 2 1 2
2 2 2 111 12 1 2 1 1

Az els6 kettSben csak a két els6foku kifejezés sorrendje, az utolsé kettGben pedig csak x és y szerepe van felcserélve.
Igy ezek nem lényegesen kiilonboz6 esetek. Az elsé két esetben minden egész x, y parra ugyanaz a kifejezés paros.
A harmadikban, ha x is y is paros, vagy mindkett6é paratlan, akkor az elss, ha egyik paros, mésik paratlan, akkor a
maéasodik kifejezés lesz paros. A negyedik esetben paros z-re, az 6todikben paros y-ra az els6 kifejezés lesz paros, y
illet6leg = parossagatol fliggetleniil; paratlan z-re ill. y-ra viszont, a masodik.

Ez a megoldés nehézségekbe nem iitkozik, de faradsagos. Ilyenkor igyeksziink a probalgatasokat lehetSleg tigyesen
elrendezni, hogy kevés esetet szétvalasztva gyorsan és attekintheté modon juthassunk e] a kivant eredményhez.

IT. megoldas: Tekintsiik az (1,0), (0,0) és (—1,0) helyettesitéseket. A harom helyettesités koziil legalabb valame-
lyik kettdre ugyanannak a kifejezésnek kell paros egészszamot adnia, mert Gsszesen két kifejezésiink van. Barmelyik
két helyettesitésre is lesz e kifejezés paros, biztos, hogy benne a és ¢ egészszamok.

Ugyanezzel az okoskodéssal adodik a (0, 1), (0,0), (0, —1) helyettesitések segitségével, hogy valamelyik kifejezésben
b és c egészszam.

Ha mindkétszer ugyanarrdl a kifejezésr6l van sz6, akkor a is b is ¢ is egészszam. Ha a és ¢ az egyik kifejezésben
bizonyul egésznek, b és ¢ viszont a masikban, akkor (1,1) behelyettesitésével latjuk, hogy valamelyik kifejezésben
a+ b+ cis egész.

Mivel két egyiitthatérol mar tudjuk, hogy kiilon-kiilon egészszam, igy kovetkezik, hogy a harmadiknak kiilon is
egésznek kell lennie, igy minden esetben valamelyik kifejezésben a is b is c¢ is, egészszam.

II1. megoldas: Tekintsiink a szamsikon 5 pontot: a (0, 1), (0,—1), (1,0) (—1,0) és (0,0) pontokat. Ha (x, y) helyébe
ezt az Ot értéket helyettesitjiik, valamelyik kifejezés mindegyik esetben paros egész értéket ad, igy bizonyos, hogy az
0t helyettesités koziil haromra ugyanaz a kifejezés lesz paros. Jeloljiik egyiitthatéit index nélkiil a, b, c-vel. Legyen a
harom helyettesités (z1,y1), (x2,y2) és (z3,ys). Ez esetben axq 4+ by +¢ = 24, axa+bys+c¢ = 2B, axz +bys+c = 2C,
ahol A, B és C egészszamok.

Szorozzuk meg az els§ egyenletet (y2 — y3)-mal, a masodikat (y3 — y1)-gyel, a harmadikat (y; — y2)-vel és adjuk
oket Ossze. Ekkor b és ¢ szorzdja éppen 0 lesz. A jobboldalon pedig Gjra paros szam keletkezik. Jeloljik 2D-vel:

alzi(y2 —y3) +w2(ys — y1) +x3(y1 — y2)] = 2D.

Ha a szamparokat pontok koordinatainak fogjuk fel, akkor a szorzdja éppen a harom pont altal alkotott haromszog
kétszeres teriilete, ezt 2T-vel jelolve, egyenletiink ilyen alaki lesz: a - 2T = 2D. A fenti egyenleteket sorra (xo — x3)-
mal, (x3 — x1)-gyel, (z1 — x2)-vel szorozva és Osszeadva hasonloan nyerjiik, hogy b - 2T = 2F, ahol E egészszam.

Nézziik meg, most az 6t szdmpart dbrazol6é pontokat. Ezek koziil minden moédon kivalasztva harmat vagy 1, vagy 3

teriiletd haromszoget kapunk, vagy egy egyenesbe esik a harom pont. Tehat 27T értéke 2, 1 vagy 0. Els6 két esetben

2D 2F
a = o7 és b = o7 s igy veliik egylitt ¢ = 24 — azy — by is egészszamok. Ha a harom pont egy egyenesre esik és

a masik két pontnak megfelels két helyettesitésre a masik kifejezés ad paros értéket, akkor végezziik el még az (1,1)
helyettesitést. Ha erre ismét az elsg kifejezés lesz paros, akkor a most hozzavett pont és a 3 egy egyenesen sorakozo
pont koziil a két széls6 alkot egy 1 teriiletd haromszoget, ha pedig itt a mésodik kifejezés értéke paros, akkor ez a pont
és az 0tbdl kimarado két pont alkot egy ugyanilyen haromszoget. Ezek valamelyikével ismételhetjiik tehat meg a fenti
gondolatmenetet. Valamelyik kifejezésnek tehat mindegyik esetben mindharom egyiitthatdja egész.



