4. Figguények konvex voltanak egyszerd algebrai feltételei

El6z6 kozleményiinkben lattuk, hogy bizonyos egyenlStlenségek helyessége geometriailag nyilvanvalé abbol, hogy
valamely fliggvény gorbéje (alulrol nézve) konvex, ill. konkav. Egyszertibb fiiggvényeknél ezt konnyt a fiiggvény grafikus
abrazolasa alapjan megallapitani. Nézziik pl. a v/ fiiggvényt. Ennek csak pozitiv = értékekre van értelme. Gorbéje
egy vizszintes tengelyl parabola felsé fele, tehat (alulrol) konkav gorbe. A —+/z fiiggvényt viszont ugyanennek a
parabolédnak az alsé fele dbrazolja, tehat konvex gorbe.

A Va2 fliggvény abrazoladsanal a nagyon kis abszolit értékd szamoknal kell strdn szamitani fliggvényértéket, hogy
kellen megbizhato gorbét rajzolhassunk. Ekkor azt vessziik észre, hogy az © = 0 értékhez kozeledve a gorbe balrol
is, jobbroél is hozzasimul az Y-tengely fels6 felehez. Igy a negativ a-ekre is konkav a gorbe, pozitiv z-ekre is, de nem
mondhatjuk azt, hogy az egész gorbe konkav, mert az = 0 helyen csiicsa van.

A Va3 fliggvénynek ismét csak pozitiv x-ekre van értelme és ilyenekre domboru gorbe dbrazolja, mely az Y -tengely
kozelében hozzasimul az X-tengelyhez.

1
Az — gérbe képe, mint tudjuk, egyenldszara hiperbola, melynek két aga nagy abszolut értékd x-ekre az X-tengelyhez

simul; 0-hoz kozeli negativ z-ekre az Y-tengely also, pozitivokra a felss feléhez simul. A negativ x-ekhez tartozo gorbeag
konkéav, a pozitiv xz-ekhez tartoz6 konvex.

1
Lényegében ugyanez a helyzet az — fiiggvénnyel is, csak annyi a kiilonbség, hogy annak a gorbéje az X-tengelyhez
x

1
sokkal gyorsabban kozeledik, az Y-tengelyhez viszont sokkal lassabban, mint az — gorbe. Ez azonban nem valtoztat
x

azon, hogy a gorbe dombor, ill. homor.

A 27 gorbéje és 107-¢ is negativ x-ekre az X-tengelyhez simul, 0-nél az értéke 1, pozitiv z-ekre pedig egyre
rohamosabban névekszik. A két fliggvénygorbe egészen hasonld menetd; csak a 10” mindeniitt erésebben noévekszik,
mint a 2¥. Hasonl6 a gérbéje minden 1-nél nagyobb alapszam hatvanyait dbrazolo gorbének is. Minél kozelebb van
az alapszam 1-hez, annal kevésbé meredeken fog emelkedni a fliggvény. Az 1 alapszdmnak minden hatvanya is, 1. Az
y = 1% = 1 fiiggvényt tehat egy vizszintes egyenes szemlélteti. Ha viszont az alapszam 1-nél kisebb pozitiv szam, akkor
a pozitiv hatvanyai kozelednek 0-hoz, negativ hatvanyai pedig minden hataron tul nének, ha a kitevs abszolut értékét
minden hataron tul noveljiikk. A gérbék most az 1-nél nagyobb alapokhoz tartozo gorbék tiikorképei az Y-tengelyre.
Az Gsszes ilyen gorbék konvexek.

A lg x gorbéje kis pozitiv x-eknél nagy abszolut értékid negativ y értékektsl meredeken emelkedik, z = 1-nél
atmetszi az X tengelyt, azutan egyre kevésbé meredeken emelkedik tovabb. A gérbe mindeniitt konkav.

A sin x és cos z fiiggvényt hullamok abrazoljak. A hullamhegyek konkavok, a volgyek konvexek. Igy az el6bbi a
0<z<m,a2r <z <3, éltalaban a 2k7 < x < (2k + 1)7 intervallumokban konkav, a 7 < z < 27, 37 < x < 4~

. o . T T 3T 5T

altalaban a (2k 4+ 1)m < x < (2k + 2)7 intervallumokban konvex; utobbi fiiggvény pedig a ) <z< > 5 <z< >
k-1 4k+1 T 3m bom i

és altaldban a T < x < 7 intervallumokban konkav, a 5 <z < 5 5 <z < ) és altaldban a

4k +1 4k + 3
<zx<

<z <

7 intervallumokban konvex (k =0, £1, £2,...).

Kiilonleges szerepe van domborisag szempontjabol az ax + b alaku fiiggvényeknek, hiszen ezeket egyenes dbrazolja,
tehdt se nem dombortak, se nem homoraak. Tagabb értelemben viszont konvexnek is, konkdvnak is tekinthetjiik
ezeket. Mas fiiggvény nem is birhat ezzel a tulajdonsaggal, csak aminek egyenes a képe

. 1

Irjuk fel pl. az — gorbére, hogy minden olyan hir kézéppontja, melynek végpontjai pozitiv abszcisszajuak, a gorbe

folott van. Legyen a és b pozitiv
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A geometriai szemlélet tehéat kozvetleniil adta, hogy a szamtani kézép nagyobb a harmonikusnal. Sok egyéb érdekes és
fontos egyenlGtlenséget irhatnank még fel megallapitasaink alapjan, a baj csak az, hogy nem épitiink biztos alapokra,
mikor szemléletiinkre bizzuk annak eldontését, hogy egy fiiggvény hol konvex, hol konkav.

Eldonthetjiik ezt a szemlélet igénybevétele nélkiil is, éppen azt a tulajdonsigot fejezve ki az algebra nyelvén, ami
a konvex gorbéket jellemzi, hogy a hur mindig a gorbe f6l6tt van. Legyen x az (z1, x2) szakasz egy belsé pontja az
X-tengelyen. ElGszor is z-et szeretnénk x; és xo segitségével irni fel.

r — I To — X r — X
(IQ —Il) = xr1 + Z9.
T2 — X1 T2 — T1 T2 — I

r=x1 +

LEzzel a 311. feladatnak adtuk megoldasat.



To—x = p1, T —x1 = po jelolést hasznélva xo —x1 = p1 +p2 = a tavolsagot ps : p1 ardnyban oszt6d pont. Abszcisszdjara:

! + P22
p1+p2
P1 , P2

Ha x az (x1, x1) szakasz bels6 pontja (és csakis ekkor) p; és pa pozitiv. Ha és helyett ¢ és ¢a-t irunk,
Lk P1+p2  p1Fp2
aKKor

T =qT1 + qx2, ahol qi, qo pozitivés ¢ + g = 1.

Irjuk fel most az x1 és xo abszcisszaju pontok kozti hur x abszcisszaju B pontjanak ordinatajat. (Feltessziik a
tovabbiakban mindig, hogy z1 # x2.) Jeldljik ezt y-nal.
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Az abrarol lathato, hogy
y—f(@1) AB _p» @
fz2) —y - BC _pl B a
Innen egyszerd atalakitassal nyerjiik, hogy
Y= puf() +paf(e)  @uf(x1) + qaf(w2)
D1+ D2 g1+ q2

=qf(z1) + @2 f (22).
A mondott geometriai tulajdonsagot tehat igy irhatjuk algebrai formaban: f(x) akkor és csakis akkor konvex, ha

minden z1, x2 szamhoz és barmely 0-t6l kiilonb6z6 pozitiv p; és ps szdmokra (agynevezett sialyokra)

<P1!E1 +p2$2) < p1f(w1) + paf(x2)
p1+p2 p1+p2

(1)
Irhatjuk az egyenlStlenséget igy is: barmely pozitiv ¢; és go stlyokra, melyekre q; 4+ g2 = 1.

(1) flarzr + qex2) < quf(21) + g2 f (22).

A nyert egyenl6tlenséget nevezik: silyozott Jensen—féle egyenldtlenségnek. Ez fejezi ki tehat azt, hogy a fiiggvény

konvex. Ha ¢ = ¢2 = > akkor kapjuk a szimmetrikus Jensen-egyenldtlenséget.

1+ flx1) + f(z2)
f(122>< 12 2)

(2)
Pontosan ilyen szamitassal kapjuk, hogy egy g(x) fiiggvény konkav, ha barmely két pozitiv p1, ps silyra, ill. barmely
két pozitiv g1, qo silyra, melyre ¢ +q2 =1

(plan +p2$2> > p1g(x1) + pag(x2)
p1+ P2 p1+ P2

ill.
9z + a2) > qrg(w1) + qag(2).

A tagabb értelemben konvex, ill. konkav fiiggvénynél az ivnek lehet k6z6s pontja is a harral, vagyis konvexre
flar1 + gea) < quf(w1) + g2 f (22);

konkéavra
9(qz1 + @222) > q1g(21) + q29(22) B
Probaljuk most ezen eredmény segitségével dllapitani meg néhany fiiggvényrsl, hogy konvex-e, vagy konkav. Legyen
pl. f(z) = 2% és képezziik erre az (1') egyenlStlenség két oldalanak kiilonbségét. Mivel ¢ + ¢o = 1
@2} + @223 — (21 + @22)” = a1 (1 — q1)a? — 2q1qea1 20+
+¢2(1 — q2)23 = quga(a] — 2z122 + 23) =
(3) = q1q2(z1 — l’2)2 >0,

2Ezzel megoldasat adtuk a 312. feladatnak.
3Ezzel megoldasat adtuk a 313. feladatnak.



feltéve, hogy q1 > 0, g2 > 0 és x; # xo. Az 22 fiiggvényrdl tehat eziton is megmutattuk, bogy konvex.

Vizsgéaljuk most a v/ fiiggvényt. Alakitsuk at a q1/T1 + g2/T2 — V@171 + qo12 kifejezést. Ezzel a gyokjelek miatt
ebben az alakban nem tudunk mit kezdeni, de csdkkenthetjiik a kifejezésben a gyokjelek szaméat, ha szorzunk és osztunk

G1v/7T1 + ¢/T2 + V@121 + gaxe-vel. (Részben gyoktelenitjiik a kifejezést.) Ekkor a szamlalo igy alakithato at:

(VT1 + 2v/T2 — Varor + @r2) (aV/T1 + /T2 + Vo + g + 22) =
= (@171 + Q2\/I2)2 — (@21 + qez2) = i(qn — D+
+2q192v/T172 + @2(q2 — )22 = —q1q2 (¥1 — 2¢/T172 + 72) =
= —q1q2(Vr1 — \/562)2-
Ez mindig negativ, a nevezd viszont mindig pozitiv, tehat a kifejezés most mindig negativ lesz. A fliggvény tehat
konkav.
Vizsgaljuk az 2® fiiggvényt hasonlo modon:
3 3 3 _ 3
Q2y + @y — (1 + qea2)” = (1 — q)(1 + q1)ay—
=3¢} qariTe — 3130175 + qa(1 — q2) (1 + q2)a5 =
= q@2[(2q1 + g2)7} — Bquatws — 3gearad + (@1 + 2¢2) 73] =
= q1q2 [q1(2:1::1)’ — 32329 + 23) + a3 — 3wy23 + 21:%)}
Errél mar nem latszik olyan kdnnyen, hogy milyen az elGjele. Vizsgéljuk az els6 zarojelben levs kifejezést és probéljuk
az els6 tagot egy teljes négyzet kifejezésbe foglalni, mely még x1-gyel van szorozva. (Igy tudjuk a harmadfokua tagot
figyelembe venni.)
227 — 3x3x + 5 = 221 (2 — 2m129 + 23) + 250 —
—2m122 + 23 = 201 (21 — 22)° + 22(2? — 2a1wy + 32) =
= (21:1 =+ ,’Ez)(l‘l — ,’Ez)z.
Hasonlo érvényes a masodik kifejezésre is, csak ott z;1-et és xo-t fel kell cserélni s igy végiil a fenti kifejezés igy alakithato
at:
q1go(x1 — m2)° [q1(221 + @2) + g2(z1 + 222)].

Mivel g1 és qo pozitiv és x1 # x4, ez biztosan pozitiv, ha 1 és xo pozitiv, viszont biztosan negativ, ha z is, z9 is
negativ. Az eredmény megegyezik azzal, amit az el6z6 kozleményben szemlélet alapjan allapitottunk meg. A szamolas
kényelmetlenné valasa viszont azt mutatja, hogy taldltunk ugyan egy megbizhaté moédszert a dombortsag vizsgalaséra,

1
de ez elég bonyolult médszer. Alkalmazzuk azért még egy egyszerd esetben: az — fiiggvényre.
x

KR 1 (@122 + @2@1) (@121 + qew2) — 2122

T T2 Q1%T1 + G222 z122(q1T1 + Gax2)

Alakitsuk at a szamlalot. Itt egy 1-es helyébe lesz célszerd majd g1 + go-t irni:

qg2(f +23) + (¢ + ¢ — D12 = qgo (2] + 25)+
+ (6 — @) + (&5 — @2)] 2172 = o (2 + 23)—
—[ (1= q1) + ¢2(1 — @2)] 2172 = qugo(2] — 2125 + 23) =
2
= qq2(z1 — 22)".
A szamlalo tehat ismét pozitiv, a nevezd biztosan pozitiv, ha 1 és xo is pozitiv és biztosan negativ, ha x is, xs is
negativ. A fiiggvény tehat pozitiv értékekre konvex, negativ értékekre konkév[]
Az utoljara nyert egyenlGtlenség szerint ha x1, x2, q1, g2 pozitiv, 1 # x2 és ¢1 + g2 = 1, akkor
1
VI S S
T1 T2 1T1 + Q22
Innen

Q171 + qax2 > ﬁ
1 2
_+ -

Z1 €2

4Ezzel megoldasat adtuk a 314. feladatnak.



Vagyis azt bizonyitottuk utolsé atalakitasunkkal, hogy a stlyozott szdmtani kozép nagyobb, mint a silyozott harmo-
nikus. A (3) egyenlStlenségbdl viszont

2 .
Q177 + g3 > (171 + qew2)”,  vagyis \ Q123 + @3 > Qa1 + g,

azaz a sulyozott négyzetes kozép viszont a szdmtanindl is nagyobb.

1
Ha g =q = g—et frunk, akkor a mar ismergs

2 2
|27 + x5 < T + 29 < 2 _ 22129
2 2 (1 1) $1+$2

T1 T2

egyenl6tlenségekhez jutunk (feltéve, hogy 1 és xo kiilonb6z8 pozitiv szamok)ﬁ
Hasznaltuk a ,suly”, ,stlyozott” elnevezést, és valoban a szerepld kifejezések a siulypont kifejezéséhez hasonlitanak.
Helyezziink az X-tengelyre az x; pontban p; sdlyt, az x2 pontban po silyt. Képzeljiik ezeket sdlytalan riddal 6ssze-
kétve. A rud sulypontja az elhelyezett silyokkal forditott ardanyban osztja a rudat, vagyis abban az x pontban lesz,
r—2I1 P2
melyre = —. Innen
T2 —T DN

P1T1 + P22 D1
T =—""=q121 + @222, ahol ¢ = ;
p1+ D2 p1+ D2
b2
G2 = o 1 tq =1
p1+ P2

Ha viszont egy f(z) gorbe (1, y1) = (@1, f(z1)) pontjéban helyeziink el p; stlyt, és az (z2, y2) = (22, f(21)) pontban
p2 sulyt, akkor hasonlé szamitast végezve az ordinatéra is (és hasznalva a fenti jeloléseket) az adodik, hogy a sulypont
koordinatai

(121 + @223 quyr + @2y2) = (@21 + qea2; @ f(@1) + g2 f (22)).

A Jensen-egyenlGtlenség tehat azt fejezi ki, hogy ha egy konvex gorbe két pontjara silyokat helyeziink, akkor a sulyok
silypontja a gorbe folott van[d

Helyezziink most tobb pontban silyokat a gorbére. Kossiik 0ssze a pontokat abban a sorrendben, ahogy a gérbén
kovetkeznek és az utolsot kossiik Ossze az elsével. Igy konvex sokszog keletkezik. A fizikabol tudjuk, hogy ha ennek
csucsaiba silyokat tesziink, akkor a silypont a sokszog belsejében lesz. Miutdn pedig a gorbe, amibe a sokszoget
irtuk, konvex (alulrol), igy ez esetben is a gorbe folott lesz a stlypont. Ezt szigortan bebizonyithatjuk mér meglevd
ismereteinkbdl.

Az (x1, 1), (z2, y2), - - -, (T, yr) pontokban rendre elhelyezett pi, po, ..., px stlyok stlypontja a

<p1331 + pox2 + ... + prxk P1y1 +p2y2 + ... +pkyk)
pr+prt...tpe p1+p2t...+pk

pont. Az &llitést teljes indukcioval fogjuk igazolni. k = 2-re mér lattuk az allitas helyességét. Tegyiik fel, hogy k =
n — 1l-re mar kiszamitottuk a stulypont koordinatait (n > 2). n darab pont stlypontjahoz agy jutunk, hogy vessziik
n — 1 darab pont salypontjat, és ide képzeljiik Osszpontositva az n — 1 darab pontba helyezett stulyokat. Ennek és
az n-edik pontnak képezziik a sulypontjat. Mivel feltevésiink szerint az n — 1 pont stulypontjanak pl. az abszcisszaja
P1T1 + Pa%2 + ...+ Pp1Tn—1

Pr+p2+...+pPna
abszcisszaja

, a pontban elhelyezend6 sily pedig p; +p2+...+pn—1 = p, igy az n pont sulypontjanak

p1%1 +p2x2 + ...+ Pp—1Tpn—1
Pi+p2+... .+ P
P+ Dn

+ Dn%n

P1T1 + P22 + ...+ Pp_1Tp—1 + Pnln
Prtpet...+Pn-1+Pn '
Azt kaptuk tehat, hogy ha n — 1 pontra helyes az allitas, akkor helyes n pontra is. Mivel 2-re méar lattuk az allitas

helyes voltat, ezzel megmutattuk, hogy altalanosan érvényes. Az ordinatara sz szerint ugyanigy kovetkezik az allitas
helyessége.

5 Ezzel megoldasat adtuk a 315. feladatnak.
5Ezzel megoldasat adtuk a 316. feladatnak.



Az eredményben az egyes pontok koordinatainak teljesen szimmetrikus a szerepe. Igy nyilvanvalo, hogy ha mas
sorrendben vessziik a pontokat, akkor is ugyanehhez a stulyponthoz kell jutnunk. Még akkor is ugyanehhez a suly-
ponthoz jutunk, ha a stulyokat csoportokba foglaljuk és az egyes csoportok stlypontjaibol szamitjuk az egész rendszer
sulypontjat. Az els6é m és kovetkez6 n pont silypontjanak abszcisszija

_ P11 + - +pm$m 52 _ Pm+1T1 + - +pm+nxm+n

&1
P+ +Pm Pm+1+ -+ Pmtn

Ide a megfelels silyok Osszegét helyezve kapjuk az egész rendszer silypontjara, hogy

(p1+...+pm)€1+(pm+1+---+pm+n)§2 _
pl+---+pm+pm+1+---+pm+n

_ P11 + ... +pmzm +pm+1$m+1 + ... +pm+nzm+n
p1+...+pPm +pm+1 +~--+pm+n

3

és ugyanigy szadmolhatunk az ordinatékra is.

Helyezziink most az f(x) gorbe x1, 2, ..., zx abszcisszaju pontjaiba rendre p1, pa, .. ., pi stlyokat. Megmutatjuk,
hogy a gorbe akkor és csakis akkor konvex, ha

<p1$1 + paxo +...—|—pk:1:k> <
pr+p2+...+ Dk

- pif(@1) +paf(@2) + ... +puflan)

(4)
p1L+p2+...+pr

k = 2-re az (1) egyenlStlenség tartalmazza az allitast; nagyobb k-kra teljes indukcioval fogjuk bizonyitani.

Tegyiik fel, hogy kK = n — 1-re mar igazoltuk az &llitast (n > 2) : f(z) akkor és csakis akkor konvex, ha barmely
L1y ovey Tp_1-T€

f <p1x1 +... +pn1xn1) < prf(x) + .o+ pa1f(Tn1)
P14+ ...+ Pn1 P14+ ...+ Pno1 '

Ekkor ezen feltevés és (1) szerint, ha a fliggvény konvex, akkor

f (plxl + ... +pn—lxn—1 +pnxn)
P1 +---+pn71 +pn

P1T1+ ...+ Pp—1Tp-1

+ ot P + Do
iy (P2 Pn) = — p <
(p1++pn—1)+pn
P11+ ...+ Pn—1Tn—1
+ o P + pof (T
(p1 P 1)f< PSR ) pnf(@n)
< <

(pl ++pn71)+pn

prf(x1) + ...+ pa-1f(xn-1)
(p1+..-+Dn-1) P + o f(zn)

< =
b1 ++pn—1 +pn

_ plf(Il) + ... +pn71f(‘rn*1) +pnf($n)
p1+ ...+ Pn1+Dn

Ebbdl kovetkezik, hogy allitasunk minden k-ra helyes. Megforditva ha a (4) egyenlGtlenség fennall, akkor a fliggvény
konvex, hiszen (1) a (4) egyenl6tlenségnek specialis esete.

Itt is irhatunk L b2 cen Pk helyett q1, qo, ..., q-t. A p-kkel egyiitt ezek is

pr+...+pE p14...+DpK p1+ ...+ p
pozitivok és ¢1 +q2 + ...+ qr = 1.

Ekkor a (4) egyenlStlenség igy is irhato

fleizr + qeza + ...+ qrag) <
(4') <qf(x1) +q2f (x2) + ..+ qrf(x)



Ha specidlisan g1 = o = ... = q; = iz akkor az

1+ 2o+ ...+ Tk f(d?l)—Ff({EQ)—F—Ff(IEk)
() < k |

Ha a fliggvény konvex, akkor ez is mindig teljesiil.

A (4) és (4') egyenl6tlenséget k-tagi silyozott Jensen-egyenldtlenségnek nevezziik. Az utols6 egyenl6tlenség a k-tagi
szimmetrikus Jensen-egyenlé’tlenségﬂg

Eredményiink alkalmas arra, hogy mar bebizonyitott egyenlétlenségekbdl kiilon bizonyitas nélkiil tjabbakra kovet-

. 1
keztessiink. Igy — k tagra csak a szimmetrikus egyenlStlenséget irva fel — az 22 ill. — konvexitasabol, amit az el6z6kben
x
bizonyitottunk, kdvetkezik az

o4+ +ad - ($1+$2+...+xk>2

k k
és pozitiv x1, 2, ..., x} értékekre az
1 1 1
—+ —+-+ — 1
L1 T2 L
k Ty + To + + x

egyenl6tlenségek helyessége is, amiket igy is irhatunk:

\/x%—f—x%—i—...—i—xi >:1:1—|—3:2+...+33k

(5) & k ’

ha az z-ek kozt van kiilonb6z6. Ha pedig az z-ek még mind pozitivek is, akkor

T, + o+ ...+ xk k
> .
k 1 1 1
T T2 Tk

(6)

Tehat k szam négyzetes kdzepe nagyobb szamtani kozepiiknél, k pozitiv szam szamtani kdzepe viszont nagyobb
harmonikus kézepiiknél.
A tétel értékét kiilonosen akkor fogjatok latni, ha megoldjatok a kovetkezs feladatot:

338. Bizonyitsuk be az (5) és (6) egyenlGtlenségeket a fenti altalanos tétel és teljes indukci6 felhasznalasa nélkiil.
*

A tobbtagu Jensen-egyenlGtlenség kovetkezik a kéttagubol és ezzel mar egy olyan tétel birtokaba jutottunk, amellyel
bizonyos egyenlGtlenségekbdl tjabb egyenlStlenségek helyességére kovetkeztethetiink. Lattuk azonban azt is, hogy a
kéttagu sulyozott Jensen-egyenlStlenség teljesiilését sem egész egyszerd igazolni még igen egyszerd fliggvényeknél
sem. Nézzilk meg, nem lehet-e erre is még egyszertibb egyenl&tlenségekbsl kovetkeztetni. Szemléletesen vildgosnak
latszik, hogy mér akkor is biztosan kovetkeztethetiink egy fiiggvénynek — illetSleg a gorbéjének a konvexségére, ha
csak azt tudjuk, hogy minden hurfelez6 pontja (vagy altalaban egy pontja) a gorbe ive folott van. Mindig olyan
gorbére gondolunk, amelyik egy Osszefiiggs vonallal megrajzolhato. Az ilyen gorbéket és a megfelels fliggvényeket is
roviden folytonosnak fogjuk nevezni. Ezeknek az egyik fontos tulajdonsaga, hogy ha két folytonos gorbe koziil az egyik
egy helyen a méasik alatt van, egy méasik helyen pedig f6lotte, akkor e két hely kozt valahol metszi egymast a két
gorbe (esetleg tobbszor is, de legalabb egyszer). Ezt a tényt a szemlélet alapjan helyesnek fogadva el, ebbdl kiindulva
mér szigoru bizonyitasat adhatjuk elgbbi allitdsunknak konvex és folytonos fliiggvényekre. Ha egy ilyen gorbe egy ive
valamely a helyen a hirja f6lé jut, akkor megkeressiik a el6tt is, utdn is a legkozelebbi helyet, &i-et és &s-t, ahol a
gorbe atmetszi a hart. (Ezek megegyezhetnek esetleg x1-gyel, ill. xo-vel is.)
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Ekkor &; és & kozt a gorbe hurja teljesen a gorbe alatt van. Ha tehat minden hiur felez6pontja a gorbe {6l16tt van,
akkor sehol sem keriilhet a gorbe a hiar f6lé. De a hurra sem eshet, pontja a gorbének, kivéve a har végpontjait, mert
ha volna més kozos pont is, akkor elég kevéssel siilyesztve a hurt, mar olyan hart kapnank, mely f6lé emelkedik a
gorbe, de éppen most lattuk be, hogy ez lehetetlen, ha feltételiink teljesiil. (Az ,elég kevéssel siillyesztés” pontosabban
igy értend6:
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Ha a gorbének a végpontok kozt van még pontja a hiron, akkor kivilasztva egy ilyen pontot; ez el6tt is, utana is
kivalaszthato a konvexitas szerint, a gorbének egy-egy pontja a hur alatt. Ha gy hazunk az adott hdrral parhuzamos
egyenest az adott hur alatt, hogy a két kivalasztott pont f616tt menjen el, akkor ez két-két olyan pont kozt, melyek ennek
a szeldnek ellenkez6 oldaldn vannak, d&tmetszi a gérbét, tehat valoban olyan hurt szolgaltat, melynek f6lé emelkedik a
gorbe, s igy alkalmazhato ra az elgbbi gondolatmenet.)

Ezzel igazoltuk is allitdsunkat. A hiba legfeljebb annyi, hogy ismét a szemléletre hivatkoztunk elég erdsen, tehat
ismét dvatossagra volna sziikség, és meg kellene vizsgalni, hogy nem vezethet-e félre valami hamis latszat. Egy vonallal
megrajzolhat6 gorbérdl beszéltiink és rajzoltunk is ilyeneket. De vajjon nem rajzoshatok-e furcsabb gorbék is. Hiszen

cikkiink elején is volt sz6 pl. olyan gorbérdl, aminek cstcsa van ( Va2anek az z =0 helyen). Valéban szigort bizonyi-

tashoz pontosabban meg kell mondani, hogy milyen fiiggvényeket neveziink folytonosnak, de a szigoriubb bizonyitas is
torténhetnék lényegében tgy, mint font elmondottuk. Ennek a részleteire nem tériink ki. Nézziik meg ellenben, hogy
mit allithatunk a folytonossag felhasznalasa nélkiil.

339. Bizonyitsuk be, hogy ha egy fiiggvény kielégiti a (2) kéttagu szimmetrikus Jensen-egyenl6tlenséget, akkor
teljesiil a négytagu, a nyolctagt, altalaban a 27 tagt szimmetrikus Jensen-egyenl6tlenség is (j = 2, 3, 4,...).

Tetszésszerinti x1, x3, ..., ©, szdmokhoz hatarozzuk meg azt az y-t, amelyet még hozzavéve a szdmokhosz, az igy
kapott m + 1 szdm szamtani kozepe ugyanaz maradjon, ami az eredeti n szdmé volt. Bizonyitsuk be, hogy ha egy
fiiggvényre teljesiil valamilyen tagszami szimmetrikus Jensen-egyenlGtlenség, akkor teljesiil minden kisebb tagszamu
is.

A két eredmény egylitt azt adja, hogy ha egy fiiggvényre teljesiil a kéttagi szimmetrikus Jensen-egyenlGtlenség,
akkor teljesiil barmilyen k-ra a k-tagt is. A feladatbol adodo rendkiviil szellemes és elegéns bizonyitas Cauchy (ejtsd:
Kosi) mult szazadbeli kivalo francia matematikustol ered. Az 6 nevével gyakran fog talalkozni, aki alaposabban meg
akar ismerkedni a matematikaval.

Ennek az eredménynek sok més bizonyitasa is ismeretes. Még egyet feladunk, ami egy 1lépésben adja a bizonyitasat.

340. Legyenek x1, zo, ..., Ty, Tpt1 tetszésszerinti szamok. Szamitsuk ki azt az y-t, melyre igaz, hogy az elsé n
adott szam szamtani kdzepének és y-nak a szamtani kdzepe ugyanaz, mint az adott n + 1 szadm szadmtani kdzepe.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy fliggvényre teljesiil a kéttagt szimmetrikus Jensen-egyenlétlenség, akkor teljesiil bar-
milyen k-ra a k-tagu is.

341. Bizonyitsuk be, hogy ha egy fiiggvényre teljesiil a kéttagu szimmetrikus Jensen-egyenléStlenség, akkor teljesiil
a k-tagu silyozott Jensen-egyenlStlenség is, feltéve, hogy a stlyok racionalis szamok.

Azt gondolhatnank, bogy most mér befejezhetd az okoskodas a folytonossag felhasznéalasa nélkiil, hiszen, ha a
silyok, vagy egy résziik nem raciondlis szamok, akkor is talalhaté hozzajuk akirmilyen kozel raciondlis szam is és
ha ezzel helyettesitjiik az irracionalis sulyt, akkor tetszés szerint kevéssel valtoztatunk. De nem folytonos fiiggvény

1
valtozhatik nagyon sokkal is a véaltozo igen kis valtoztatasara (gondoljunk pl. az — fiiggvényre az « = 0 hely kozelében).
x

Igy ennek a héatralévé lépésnek a megtételéhez fel kell hasznalni a fiiggvényrsl, hogy folytonos. Ennek a részleteire nem
tériink ki.

Léassuk most eredményeink néhany alkalmazasat (felhasznalva azt a részben szemlélet alapjan indokolt eredmeé-
nyiinket is, hogy a fiiggvény konvex volta mar abbodl is kovetkezik, ha kielégiti a kéttagt szimmetrikus Jensen-
egyenlGtlenséget).

342. Hol konvexek, hol konkavok a kovetkezs fiiggvények: 10%, lg x, a”, log ? Mutassuk meg, hogy az z{' z2

(¢1 + g2 = 1) sulyozott mértani kézép az ugyanezen sulyokkal sulyozott szamtani és harmonikus kozép kozott van.

343. Mutassuk meg, hogy ha h > —1, akkor (1 +h)* > 1+ hx ha x > 1 és ha x < 0, viszont (1 + h)" < 1 + hz,
ha 0 < z < 1. (Bernoulli-egyenlétlenség.)



344. Mutassuk meg, hogy ha a és b pozitiv, akkor

3
(7) ﬁbg4<“;b);

1 1
tovabba ha r és s olyan pozitiv szdmok, melyekre — 4+ — = 1, akkor
ros

T bS
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345. Egyenld teriiletti derékszogi haromszogek koziil melyiknek az atfogoja a legkisebb? Hogyan lehet a feladatot
,megforditani” (hasonléan a 280., 282., 283. feladatokhoz)?

346. Hol konvex, hol konkav a sinx és cosz fiiggvény? (Hasznaljuk fel a sin« + sin 3, ill. cosa + cos 8 szorzat—
alakjat.)

347. Bizonyitsuk be, hogy, ha n pozitiv egész szam, akkor

(331n +$2n)"+1 ($1n+1 +$2n+1)"

(@1 T 2em )" T (g )T

o[ 21" A+ 22"

2
kisebb az n + 1-ediknél. Mutassuk meg ugyanezt a stlyozott hatvanykozepekre is (a gyok alatt a hatvanyok szamtani
kozepe helyett sulyozott szamtani kbzepet véve).

A (kozonséges) n-edik hatvanykozépen értjik az értéket. Mutassuk meg, bogy az n-edik hatvanykozép

348. Legyen r racionalis szaml Mutassuk meg, hogy y = x” konvex, ha r egynél nagyobb, vagy pedig negativ;
konkév, ha 0 < r < 1.

Mutassuk meg, hogy az r-edik hatvanykozép ng, ha r n6. A mértani kdzép az r-edik és —r-edik hatvanykozép kozé
esik.

349. Az a” és log x, 2™ és Yw, 1/2" és 1/ /w fiiggvénypérok kozt rokonsag van. Miben all ez a rokonsag? Az ilyen
fiiggvényeket egymas inverzeinek nevezziik. Miért kiilonleges ebbdl a szempontbol az 1/x fiiggvény? Tudunk-e mas
ilyen fiiggvényeket is mondani? (,involutérius fliggvények”). Konvex fiiggvény inverze mikor konvex, mikor konkav?

350. Mutassuk meg, hogy az a® fiiggvény konvex, felhasznalva, hogy o és 2 konvex fiiggvények. Azt mondjuk,
hogy egy h(x) fliggvény az f(x) és g(x) fliggvények Osszetétele, ha a h fliggvény értékeit megkaphatjuk agy, hogy az
f fiiggvény értékeit szamitjuk ki, de nem az z helyen, hanem mindig arra az értékre, amelyet a g fliggvény vesz fel az
x helyen, tehat h(z) = f(g(:t)) Természetesen az f és g sorrendje lényeges. Roviden azt is mondjuk, hogy h(z) a g
fiiggvény f fliggvénye. Bizonyitsuk be, hogy ha egy fliggvény egy konvex fiiggvénynek konvex és névekedd fiiggvénye,
akkor maga is konvex fliggvény.

81rracionalis r-ekre is igazak allitasaink, csak azt nehezebb bizonyitani. Erre nem fogunk kitérni.



