2. Egyenlitlenségek dtalakitdsa

Miel6tt egyenlGtlenségekkel foglalkoznank, elGszor tisztaznunk kell, hogyan lehet egyenlGtlenségeket atalakitani,
beléliik tjabb helyes egyenlGtlenségeket nyerni. Legyen A és B két valos szam. A > B ugyanazt jelenti, mint hogy
az A — B kiilonbség pozitiv. (Jelben igy is irhatjuk: A — B > 0). Az els6 kozleményben a két szam szamtani és
mértani kozepe kozt fennélld egyenlétlenséget is ugy sikeriilt bizonyitani, hogy kiilonbségiik elGjelét allapitottuk meg.
Hasonléan bizonyithatunk mas egyenl6tlenségeket is.

Tegyiik fel, hogy

A> B,

(azaz, hogy A — B pozitiv).
a) Ekkor (A+ C) — (B + C) = A — B is pozitiv, tehat

A+C>B+C.

b) Masrészt cA — ¢B = ¢(A — B) pozitiv, ha ¢ pozitiv, de negativ, ha ¢ negativ, tehat
ha ¢ pozitiv, cA > cB; ha ¢ negativ cA < ¢B.

¢) Vizsgaljuk most A és B hatvanyait. A> — B? = (A— B)(A+ B), A*> — B® = (A— B)(A%* + AB + B?) és altalaban
barmely pozitiv egész n-re A" — B" = (A—B)- (A" ' + A" 2B +...+ AB" 24+ B"1). Az els6 tényez6 feltétel szerint
mindig pozitiv. A mésodik tényezs elGjelérsl biztosat tudunk mondani, ha A is; B is pozitiv. Ekkor biztos, hogy a
mésodik tényezs és vele egyiitt a szorzat is pozitiv, tehat ha A > B és A is B is pozitiv, akkor 4% > B?, A% > B3,
altalaban A™ > B™ (n =2, 3, 4, ...).

d) Mit tudunk mondani A és B reciprokarol?
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Ha ismét A is B is pozitiv, akkor a nevezs is pozitiv, feltevés szerint a szamlalé is pozitiv, igy a tort negativ az elGtte
allo elGjel miatt, tehat
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Altaldban B Anpn Ha n pozitiv egész és A is B is pozitiv szamok, akkor a nevezd pozitiv, a szamlalo
viszont a fontebb végzett dtalakitasok szerint negativ, igy a tort értéke is, tehét
%<$ n=1, 2,3, ...).

1 1
(Ez a ¢) pont alapjan kovetkezik az éppen bebizonyitott B > 1 egyenl6tlenséghdl is.)
e) Legyen most A > B és C > D, vagyis A — B is, C — D is pozitiv. Ekkor mindig pozitiv A+ C — (B + D) =
(A— B)+ (C — D) is, tehat
A+C>B+D.

f) Probaljuk meg AC — BD-t is A — B és C' — D segitségével kifejezni. E kiilonbségeket rovidebb iras kedvéért
b-vel és d-vel jelslve A=b+ B, C =d+ D. Igy AC — BD = (b+ B)(d+ D) — BD = bd + bD + Bd (b és d jelentését
beirva kénnyen lathato az azonossag helyessége). Ha itt B is D is pozitiv, akkor az utolso kifejezés is, tehat AC — BD
is. A feltételbdl természetesen az is kovetkezik, hogy a B-nél nagyobb A is és a D-nél nagyobb C is pozitiv, tehat ha
A< B,C<Deés A, B, C, D pozitiv szamok akkor

AC > BD.

Ezt az egyenl6tlenséget bebizonyithattuk volna mar el6bb helyesnek bizonyult atalakitasok segitségével is. Ugyanis
b) szerint ha A > B és C pozitiv, akkor AC' > BC. Hasonloan, ha C > D és B pozitiv, akkor BC > BD is fennall.
Viszont altaldban ha «, 8, és v harom olyan szam, amelyekre

a>f és pf>v akkor a>-~

is fennall, mert & — v = (a — 8) + (8 — v) és a jobboldalon mindkét kifejezés feltétel szerint pozitiv.

Igy az elobb nyert egyenl6tlenségekbdl kovetkezik a bizonyitandé AC' > BD egyenl6tlenség.

Itt az egyenlGtlenségekben szereplé mennyiségekre bizonyos feltételeknek kell teljesiilnick, hogy az egyes kovetkez-
tetéseket levonhassuk. Kérdés azonban, hogy nem teljesiil-e valamelyik egyenl&tlenség akkor is mindig, ha a feltételek
valamelyikét elhagyjuk? Figyeljik meg pl. az f) esetre adott kétféle bizonyitast. Az els6bdl sziikségesnek latszott B-rél
is, D-r6l is feltenni, hogy pozitivok. A mésodik bizonyitasban viszont csak annyit hasznaltunk fel, hogy B és C pozitiv.

! Ezzel teljes megoldasat adtuk a 285. feladatnak.
Megoldotta: Dursi E., Kantor S., Kovacs L., Villanyi O., Zobor E. Részben: Rédly E., Reichlin V., Tornyos F., Zatyko L.



Az el6bbivel egylitt pozitivnak kell lennie A-nak is, de D elGjelére nem kovetkezik ebbdl semmi és valdoban igaz is,
hogy az AC' > BD egyenlGtlenség helyes akkor is, ha a kiindul6 egyenl&tlenségeken kiviil csak A, B és C-rél tudjuk,
hogy pozitiv, D azonban negativ.

Ennél tobbet azonban nem lazithatunk a feltételeken. Ha pl. a két jobboldal negativ, akkor a 2 > -3, 4 > -2
egyenlStlenségpar jobb- és baloldalainak szorzata kozt a 8 = 2 -4 > (—3)(—2) = 6 egyenlStlenség all fenn, viszont a
2 > —3, 4 > —3 egyenlStlenségpar jobb- és baloldalainak szorzata kbzt a 8 = 2-4 < (—3)(—3) = 9 egyenl6tlenség. Igy,
ha mindkét jobboldal negativ, akkor azt sem &llithatjuk, hogy mindig a baloldalak szorzata a nagyobb, de azt sem,
hogy mindig a jobboldalaké, mert mindkét esetben van olyan ,ellenpéldank”, amiben nem ez az eset kovetkezik be.

Mivel =1 > —2,3 > 2-b6l —3 = (—=1)-3 > (—2)2 = —4, de viszont —1 > —2,5 > 2-b6l —=5 = (—1)-5 < (—2)-2 = —4,
tehat akkor sem vonhatunk altalanos kovetkeztetéseket, ha az egyik egyenl6tlenség mindkét oldala negativ.

Ha a két egyenl6tlenség harom tagja negativ, akkor a b) értelmében —1-gyel szorozva az egyenlGtlenségeket és az
egyenlGtlenségjeleket az ellenkezs értelmivel cserélve fel, a mar bebizonyitott esetekre jutunk. Alkalmazasban azonban
legtobbszor csak az f) alatt kimondott esetre lesz sziikségiink.

A ¢) pontban ha A pozitiv, B negativ, akkor semmit sem mondhatunk, mert pl. 3 > —2, 3 > —3,3 > —4. Az els6
esetben 32 > (—2), a mésodikban 3% = (—3)*, a harmadikban 3% < (—4)>.

Ha A is, B is negativ, akkor A > B-b6l a b) pont szerint —A < —B, vagy —B > — A kovetkezik s igy a ¢) pont szerint
(=B)" > (—A)". Ebbdl, ha n péros, azt kapjuk, hogy B" > A", ha n péaratlan, akkor viszont —B"™ > —A™, A™ > B",
tehat egyrészt a ¢) pontban szerepls egyenlStlenségre egész altalanosan csak pozitiv A és B mellett kovetkeztethetiink,
masrészt a tovabbi eseteket erre vissza tudjuk vezetni. Teljesen hasonlo a helyzet A és B elGjelével a d) pontban is.

A masik feltevés a ¢) és d) pontban az, hogy az n hatvanykitevs pozitiv egész szam. A kovetkeztetés azonban helyes
marad, minden pozitiv (nem egész) n kitevére is. Ha n = 1/q, q pozitiv egész, A és B pozitiv és A > B, akkor nem
lehet A = B%( VA= {J/E), mert ekkor A = B volna. Ha As < B Allna fenn, akkor ¢g-adik hatvanyra emelve a

¢) pont szerint kovetkeznék, hogy A < B, tehat csak az lehet, hogy At > Bi. Ebbdl ¢ ) szerint az is kovetkezik, hogy
ha p pozitiv egész szam, akkor ) )
A7P > B4

Rajzoljuk most meg az y = A” és y = B gbrbét.

'

Minden tort szammal fel nem irhaté z-hez akarmilyen kozel taldlunk tort szamot. Ezekben mindig az elsé gorbe
van magasabban, mint a masodik, a gorbék pedig Osszefiiggs vonallal rajzolhatok meg, igy az = pontban is az els6
gorbe lesz magasabban.

Teljesen hasonléan okoskodhatunk a d pontban is. B

Az e) és f) pontban azt is felvethetnénk, hogy hogyan valtozik a helyzet, ha az egyik egyenlStlenség helyett a két
mennyiség egyenléségét tudjuk. Legyen most pl. A < B és C' = D, akkor mivel B > A és BC' = BD az a) pont szerint
BD :ElBC > AC, vagyis AC < BD. Ha pedig A (és vele egyiitt B is) pozitiv, akkor a b) pont szerint AC' < BD all
fenn.

Miutan két mennyiség A és B kozt harom kapcsolat allhat, fenn: A > B vagy A = B vagy A < B, igy gyakran
el6fordul, hogy ezek koziil csak az egyiket akarjuk kizarni. Az A # B jeloléssel mar ebben a cikkben is talalkoztatok.
A t6bbi esetben a fennmarado6 két lehetGséget szoktuk felirni jelben. Példaul azt, hogy A nem lehet kisebb B-nél, igy
irjuk: A > B, és gy olvassuk: ,,A nagyobb B-nél, vagy egyenls vele”. Akkor az f) alatti és a most nyert eredményt
(abban A-t és B-t felcserélve) igy egyesithetjiik: ha

A>B ¢é C>D ¢é A, B, C, D pouzitiv,

akkor
AC > BD.

Ugyanezen feltétel mellett
A+C>B+D.

2Pozitiv szam tort hatvanyan (valamilyen gy6kén) mindig ennek a pozitiv értékét értjik.

3Ezzel a 286. feladatnak adtuk megoldasat. Megoldotta: Kantor S. Részben: Rédly E., Zobor E., Zatyko L.

4Ezzel a 287. feladatnak adtuk megoldasat. Megoldotta: Durst E., Kantor S., Kovacs L., Reichlin V., Villanyi O., Zatyko L., Zobor E.
Részben: Rédly E.



Azt figyeljiik meg, hogy ha csak az egyik feltételben is nem szerepel az egyenlGségjel, akkor mar a kovetkezményben
sem &llhat egyenlGség. Ha az els egyenlGtlenség helyett is A > B allna, akkor méar a kévetkezményben is >-t kellene
frnunk, de még mindig azzal a megszoritassal, hogy a kdvetkezményben csak akkor all fenn egyenléség, ha mind a két
feltételben az egyenlGség all fenn.

3. Konvez fiiggvények.

Els6 kozleményiinkben bebizonyitottunk egy egyenlGtlenséget a szamtani és mértani kézép kozott és alkalmaztuk
geometriai szélsGértéekfeladatok megoldasaban. A 252. feladat II. megoldasaban (75-76. old.) egy mésik egyenl6tlenséget
hasznaltuk geometriai szélsGértékfeladat megoldasaban. Ezt az egyenlStlenséget kovetkezs alakjaban bizonyitottuk be:
ha a,b pﬁzitiv szamok, akkor a szadmtani kézép négyzete és az 0. n. négyzetes kozép kozt a kovetkezs egyenlStlenség
all fenn:

a+b 2< a®+b?
2 - 2

Ezt felfoghatjuk ugy, hogy az y = z* fiiggvényt abrazolé gorbe egy tulajdonsagat fejezi ki. Rajzoljuk fel a gorbét és
2 12

az a és b abszcisszaju pontokat. Ezek ordinatai a? és b2. Igy az e két pontot Gsszekotd har felez6pontjanak

2
b
az ordinataja. E pont abszcisszaja a—2i— igy a—2i— ) a gorbe ugyanilyen abszcisszaju pontjanak az ordinataja. Az
egyenl6tlenség tehat azt fejezi ki, hogy a gorbe barmely hurjanak a felez6pontja a gorbe f6lott van. Ez szemléletesen
vilagos is, mert a gorbe alulrél nézve dombort, vagy idegen szoval konvex, s igy egy hir minden pontja a gorbe fol6tt

vall.

|
l
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Ezek szerint hasonlé egyenlGtlenséget nyerhetiink, ha dbrazolunk fiiggvényeket és megnézziik, hogy az ket abrazolo
gbrbék alulrol nézve domboriak-e vagy sem. Ezt ranézésre is konnyen eldonthetjiik, ha a gorbe elég egyszert. Legfeljebb
akkor meril fel kétség, ha a gorbe ilyen alaki:

tehat egy darabja nem is homort, nem is dombort, hanem egyenes. Az ilyen gorbéket is nevezhetjiik konvexnek (alulrol)
akkor a konvexség tagabb értelmezéséhez jutunk. Egyezziink meg abban, hogy a jovében ha gorbék domborasagarol
beszéliink, azt mindig alulrél nézve gondoljuk. Tovabba, ha réviden konvexet (domborat) mondunk, akkor mindig
a sziikebb értelemre gondolunk tehat olyan gorbére, amelyben nincs egyenes rész. Ellenkez6 esetben mindig jelezni
fogjuk, hogy tagabb értelemben konvex goérbérdl van szo.

Ha egy fliggvényt konvex gorbe dbréazol, akkor a rovidség kedvéért a fiiggvényt is konvexnek nevezziik. Hasonléan,
ha egy fiiggvény gorbéje alulrél homoru (konkav), akkor a fiiggveényt is konkavnak nevezziik. Ha a gorbe konvex, ill.
konkav, de el6fordulhat benne egyenes rész is, akkor tagabb értelemben konvexnek, ill. tagabb értelemben konkavnak
nevezziik és ugyanigy a fliggvényt is, amelyet dbrazol.

Aki mar dbrazolta az 2® fiiggvényt, emlékszik ra, hogy ennek a gorbének az y tengelyt6l jobbra esé darabja alulrél
dombor, az y tengelytsl balra esd része viszont alulrél homori.

5Valoban a két oldal kiilonbsége
>0

a? + b2 a+b 2_a2—2ab+b2_ a—0b\2
2 2 N 4 T2



Ilyenkor a fiiggvényrdl is azt mondjuk, hogy a megfelels szakaszon konvex, ill. konkav; tehat pl. az z° fiiggvény
pozitiv értékeire konvex, negativ értékeire pedig konkav.

311. Abrazoljuk a
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x x
a” (a tetszoleges pozitiv szam), sinz, cosz, ax + b

fiiggvényeket és allapitsuk meg a rajz alapjin, hogy x mely értékeire konvexek, mely értékeire konkavok ezek a fiigg-
vények. Milyen kiilonleges tulajdonsiga van ezek koziil az utolso kifejezéssel jellemezhets fiiggvényeknek konvexség
szempontjabol? Van-e mas hasonld tulajdonsagu fiiggvény is?

*

Nem nagyon megbizhat6é dolog azonban egy fiiggvény tulajdonsigait az 6t abrazoloé gérbérdl olvasni le, mert ezt
a gorbét nem tudjuk pontosan megrajzolni. Csak egyes pontokban szamithatjuk ki a fliggvényértéket és azoknak az
abrazolasanal is kovethetiink el hibat, de kiilondsen az fligg egyéni megitélésiinktsl, és kéziligyességiinktsl, hogy hogyan
huzzuk a gorbét a kijelolt pontok kozott. Az abra magéban példaul mar arra sem volna teljesen megbizhat6, hogy
megkeressiik az x> fiiggvénynél azt a pontot, ahol a gorbe (alulrél nézve) konvexbdl atfordul konkavba. Mikor mégis
természetesnek vessziik, hogy ez a pont a 0, akkor beleszamitjuk azt is, hogy a 0 pontnak bizonyos kézponti helyzete
van ennél a gorbénél. Valéban minden x értékre (—:10)3 = —2°. Ez geometriailag azt jelenti, hogy a gorbe z és —z
abszcisszaju pontjai egymas tiikorképei a 0 pontra nézve. A 0 pontnak ezt a tulajdonsiagat azonban nem a grafikonrol

koénnyt leolvasni, hanem a fliggvény matematikai kifejezésébdl. Ha megprobaljatok az 21 gorbét abrazolni, az a 0
helyen atmegy domborabol homortba, de ezen kiviil negativ z-ekre is, pozitivokra is egy helyen atfordul homorabél
domboriba. Ezeknek a fordulopontoknak a helyét mar nehéz volna rajzrol kielégité pontossaggal leolvasni, mert a
kozeliikben nagyon kevéssé gorbiil a gorbe. Az is el6fordulhat, hogy a gorbe oly kis darabon hajlik 4t homortabol
domboriba és vissza, hogy azt rajzolas kdzben észre sem vessziik.

Sziikségiink van tehat a grafikus abrazolasnal biztosabb eszkdzre ahhoz, hogy eldontsiik egy fiiggvényrdl, hogy
konvex-e egy darabon vagy sem. Az erre kindlkozd Ut az, hogy keresiink olyan geometriai tulajdonsigokat, amik
teljesen kifejezik azt, hogy a gorbe konvex, de emellett arra is alkalmasak, hogy abrazolas nélkiil, kizérolag a fliggvénnyel
felirhatok legyenek. Sok ilyen tulajdonsig van. Ezek kozt az egyik legegyszertibbet mar meg is fogalmaztuk éppen akkor,
amikor egyenlGtlenségek és a fiiggvénygorbe dombortsaga kozt talaltunk kapcsolatot: (alulrol) dombort gorbének egy,
hir végpontjai kozti ive teljesen a hir alatt van. Megforditva is: ha egy gérbedarabnak barmely harja a megfelels iv
felett van, akkor a gdrbedarab konvex.

Préobéljuk meg ezt a geometriai tulajdonsagot a fiiggvény segitségével felirni.

312. Legyen az X tengely két adott pontjanak koordinataja x; és xo. Mutassuk meg, hogy barmely koztiik levs
pont alkalmas pozitiv p; és po szamokkal felirhato

P1T1 + Pado
(B) —
D1+ p2
alakban. Attekinthetsbbé valik a kifejezés, ha P1 -t q1-gyel b2 -t g2 vel jeloljik. Ekkor a pont igy is irhato:
P1+ P2 P1+ P2

(B') Q171 + G222

ahol q1 és ¢o pozitiv és ¢g1 + ¢ = 1.
Hogyan irhato fel egy f(z) fiiggvény gorbéjének z; és zo abszcisszaji pontjai kozotti hirjan (B) ill. (B') abszcisszajt
pont ordinataja?
Irjuk le a konvexséget kifejezd fenti tulajdonsagot a fliggvényre vonatkozé egyenlétlenség alakjaban.
1
A nyerend§ egyenl6tlenséget nevezik Jensen-egyenldtlenségnek. Ha ebben g1 = ¢o (: 3 ill. p; = p9, akkor kapjuk

a szimmetrikus Jensen-egyenldtlenséget.



313. Hogyan szol a megfelels egyenlGtlenség-konkav, tagabb értelemben konvex, ill. tagabb értelemben konkav
fiiggvényekre?

1
314. A 312. feladat eredményét felhasznalva dontsiik el, hogy az z2, vz, 22, - fiiggvények hol konvexek, hol
konkévok.
P2

P1 gz =

y Y2 —
. p1+ P2 P1+ P2 . i
és po, ill. q1 és g2 sulyokkal silyozott szdmtani-, négyzetes-, illet6leg harmonikus kdzepének sorra a

1 + pa2x x? + x2
PITLTPEE — oy + oy | P22 = Jgna? + goads
p1+p2 p1+p2

315. Legyen py és po pozitiv szam, q; = (tehat ¢1 + g2 = 1). Nevezziik az x1, x szamok p;

pt+pe 11

PP PP @@

Z1 Z2 Z1 Z2 Ty T2
p1+ P2

kifejezéseket. Bizonyitsuk be, hogy a silyozott harmonikus k6zép nem lehet nagyobb, mint a silyozott szamtani kdzép,
ez pedig nem nagyobb a sulyozott négyzetes kozépnél. Mikor lehetnek egyenlék?
Irjuk fel a megfelels egyenl6tlenségeket, ha p1 = pa, (@1 = g2).

*

A  silyozott” jelz6 a fizikara emlékeztet. Mindjart meglatjuk, mi indokolja ezt az elnevezést.

316. Az X-tengelynek az x1 pont és zo pont kozti szakaszat képzeljik el stulytalan rudként a koordinata-sikbol
kivagva; helyezziink el az x; végpontban py silyt, az xo végpontban ps silyt. Az X tengely melyik pontjiban lesz a
rud salypontja?

Helyezziink el az y = f(x) gorbén fekvs (z1, y1) pontban pi, sulyt, az (z2, y2) pontban pedig po stlyt. Ha ezeket
képzeljiik el stulytalan raddal 6sszekotve, akkor hol lesz most a rad sdalypontja? (Mi lesz az abszcisszaja és mi lesz az
ordinataja?)

Mit jelent a Jensen-egyenlGtlenség ,fizikailag™ Mi van ha p; és po silyok egyméassal egyenlSk?

Ebbdl a fizikai értelmezésbdl a Jensen-egyenlStlenség egy altalanositdsahoz jutunk, ha ketté helyett tobb silyt
helyeziink el a gorbe kiilonb6zé pontjaiban: Harom pont stlypontjat dgy hatarozhatjuk meg, hogy az elsé két pont
silypontjaba a két pont egyesitett stlyat helyezziik, majd képezziik az igy keletkezett pontnak és a harmadik pontnak
a sulypontjat és ugyanigy vessziik sorra hozzéa a tovabbi pontokat.

317. Szamitsuk ki az (z1, y1), (22, y2), ..., (g, yx) pontokban rendre elhelyezett p1, p2, ..., pi stlyok suly-
pontjanak abszcisszajat és ordinatajat.

Bizonyitsuk be, hogy barmilyen sorrendben is vessziik a pontokat a fenti eljarasban, ugyanazt a silypontot kapjuk.
Ugyanezt a szamot kapjuk-e akkor is, ha a pontokat csoportokra valasztjuk és az egyes csoportok sdlypontjainak
szamitjuk ki a sulypontjat?

Bizonyitsuk be a 312. feladat alapjan, hogy egy fliggvény akkor és csak akkor konvex, ha minden z1, zo, ..., xp-ra
és minden pozitiv p1, pa2, ..., pg-ra

(pll‘l + p2x2 + ---+pkl’k> <
p1tp2+...+pi -
< p1f(x2) +paf(x2) 4+ ...+ prflar)

B p1+p2+...+ Dk

vagy minden pozitiv q1, g2 ... gx-ra melyek Osszege 1,

(D) flazy + qera + . ogrwr) < quf(21) + qaf (22) + o+ gi f (k).

Mikor allhat fenn egyenl6ség? (Mi az egyenlGtlenség fizikai értelme?)

Ez a tobbtagu (k-tagn) stlyozott Jensen-egyenl6tlenség”. Hogy szol a k-tagu szimmetrikus Jensen-egyenlGtlenség?

Latszolag semmire sem jutottunk. Azzal a céllal fordultunk a geometridhoz, hogy innen kapjunk segitséget tjabb
egyenlGtlenségek felkutatasahoz. Végiil a forditott feladatra jutottunk s éppen geometriai tulajdonsagok szigort bizo-
nyitasdhoz volt sziikségiink egyenlétlenségek bebizonyitasira. Az utolsé feladatban azonban mar lattunk példat arra,
hogy bizonyos egyenlGtlenségek ismeretében a geometriai szemlélet ravezetett arra, hogy tovabbi egyenl&tlenségek
helyességére tudjunk kovetkeztetni. Tovabbi feladatunk az lesz, hogy olyan, lehetéleg egyszerd tulajdonsagokat keres-
siink, amelyekbdl mar a fiiggvény konvex voltara kovetkeztethetiink, amelyekbdl tehat a konvexséget kifejezd tovabbi
egyenl6tlenségek helyessége mar levezethetd.



