1. Kézépértékek

Az iparban, kereskedelemben és a gyakorlati élet szamtalan teriiletén szamolunk kozépértékekkel. Aki munkatervet
akar késziteni, tudnia kell, hogy mennyi munkit szokott elvégezni naponta. Nem egy gyonge napjat fogja alapul venni,
hiszen nem annyit szokott végezni dltaldban, de tervét valoszintleg nem tudna keresztiilvinni akkor sem, ha friss erében,
teljes figyelemmel elért egyszeri legjobb teljesitményét akarna mindjart, rendszeresen, naponta tulszarnyalni. Ugy jar
el helyesen, ha hosszabb id6re esé napi atlagteljesitményét veszi alapul és célul is atlagos teljesitményének az emelését
tiizi ki. Hasonl6an egy iizem vagy lizemrész munkijara is a dolgozok teljesitményének atlaga a jellemzd. A kozlekedési
véllalatoknak ismerniiik kell az utasok napi atlagos szamat; kiilon azt, hogy az tugynevezett csicsforgalomban mennyi
az utasok szadma, hogyan valtoznak ezek az atlagok évszakonként és még szamtalan adatot, amik mind valamilyen
tlagértéket jelentenek. A KOZERT, vagy az allami druhazak kozpontjanak ismernie kell (sok egyéb mellett) az
egyes lizletek atlagos forgalmét; a haziasszonynak azt, hogy mennyibe keriil haztartésa atlagosan, naponta; a kutatd
kisérleteit tobbszor ismétli, mert azok nem folynak le kétszer hajszalra egyezé modon. Az igy megismételt mérések
kissé eltérs eredményeinek ismét kozépértékét veszi.

Kozépertéket sokféleképpen lehet szamolni. Altalaban a feladat természete donti el, hogy mikor melyiket alkal-
mazzuk. Térjiink vissza példaul a bevezetében emlitett munkashoz. O alkatrészekbdl allit Gssze egy targyat. Egy
hétig jegyzi, hogy mennyit készitett el naponta: (az egyszeriibb szamitas kedvéért képzeljiik ugy el, mintha minden
hétkoznapon egyforman 8 orat dolgozna.) 201, 209, 225, 231, 224, 213. Most azt szeretné tudni, hogy hany darabot
kellett volna készitenie naponta, hogy minden nap pontosan ugyanannyit készitve érje el ugyanazt a heti terme-
lést. Ezt a szamot s-sel jelolve, 6 nap alatt 6s darabot készitene egész egyenletes munkaval. Val6jaban elkészitett
201 + 209 + 225 + 231 + 224 + 213 darabot. Igy s-re adodik, hogy

o 201 + 209 + 225 + 231 + 224 + 213 1303
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Itt tehat az atlagot ugy szamitottuk ki, hogy a szdmok Osszegét osztottuk az dsszeadandok szamaval. Az igy szamitott
mennyiséget az adott szdmok szdmtani kézepének szoktuk mondani. ,,K6zép™nek vagy ,kozépérték’-nek azért nevezziik,
mert az el6forduld szamok legkisebbike és legnagyobbika kozé esik, hisz s szaméra tgy adodna 201 vagy 231 érték,
ha mindegyik 6sszeadando6 helyébe 201-et, ill. 231-et irndnk. Az els6 esetben nyilvan csokkentenénk, a masodikban
novelnénk a tort érteket. Altalaban az aq, as, ..., a, szadmok szdmtani kozepén az

a1 +az+...+an,
n

értéket értjiik. Igaz, hogy a gyakorlatban legtobbszor ez a kozépérték szokott el6fordulni, de tavolrol sem mindig, és
az is el6fordul, hogy helyteleniil hasznéljak ezt a kozépértéket mas kozépértékek helyett. Lassunk erre is példat.
Osszetettebb munkinal nem elegendd az elkésziilt darabokat megszdmlalni, hanem a munka egyes folyamatait
kiilon kell megfigyelni. Ilyenkor azt szoktdk mérni, hogy a munkafolyamat egyszeri elvégzéséhez mennyi idére van
sziikség. Most vegyiik a kovetkezd példat: Egy szakmunkas betanit valakit. Tarsa a legtobb munkafolyamatban el is
érte mesterét, csak egy nagy gyakorlatot igénylé munkafolyamat megy még lassan. Ezt a szakmunkas 6 mp. alatt végzi
el, tanul6 tarsa 10 mp. alatt. Mennyi kettGjiik atlagteljesitménye ebben a munkafolyamatban 7 Elhamarkodott volna
ravagni, hogy 8 mp. Ismét az a kérdés, hogy mennyi id6 alatt kellene elvégezniiik azt a munkafolyamatot ahhoz, hogy
Osszesen ugyanannyiszor végezzék el, ahdnyszor ténylegesen elvégzik kiilonb6z6 teljesitményeik mellett, ha mindketten
egyenld id6k alatt végeznék el. Valamilyen ¢ méasodperc id6 (példaul 1 éra = 3600 mp, vagy 1 munkanap) alatt
a szakmunkas i/6-szor, a tanulo i/10-szer végzi el a folyamatot, ha pedig mind a ketten h id6 alatt végeznék el
i

egyszerre, akkor 7 1d6 alatt egylitt 2i/h-szor végeznék el, igy h-t a 2— = ! + - Osszefiiggés adja meg. Innen
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Itt tehat az atlagos id& reciprok értéke az egyes id6k reciprok értékeinek a szamtani kézepe. Ennek a szdmtani kézépnek
a reciproka adja tehat a kozepes id6t. Ezt a kozépértéket harmonikus kézépnek nevezik. Altalaban két szam, a és b
harmonikus kozepe:

b 1 _ 2ab-
1+1 a+b
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Harmadik példankat a fizikai mérések korébdl valasztjuk. Igen nagy pontossiggal lehet tomeget mérni. Kutatd
laboratériumban, gyogyszertdrban hasznalt mérlegek par szaz gramm mérésére alkalmasak, de ugyanakkor még a
gramm ezredrészére is érzékenyek, tehat a mérendd alig szézezred részére. Ilyen pontos méréseknél gondosan meg kell



vizsgalni, hogy nem hamisithatja-e meg valami a mérés eredményét. A mérleg alapelve, hogy ha egy rudat pontosan
a kozepén alatamasztunk, akkor a végeire fiiggesztett testek akkor lesznek egyenstulyban, ha egyenls a tomegiik. Még
igen pontosan készitett mérlegeknél is el6fordulhat azonban, hogy a karok hosszaban hajszalnyi eltérések legyenek,
ha ezt is a milliméter ezredrészéig szigoruan vizsgaljuk. Ezt a hibat példaul dgy kiiszobolhetjiik ki, hogy a mérends
testet kétszer mérjiilk meg: egyszer a bal serpeny6be tessziik, és a jobba helyezziik a stulyokat, azutan megcseréljiik.
Ha a kétszeri mérés eltér, akkor a karok nem egyenlSk. Ekkor a két mérés eredményének valamilyen kozépértéke a
test valodi tomege. Annak megallapitdsahoz, hogy milyen kozéprol van szo, a fizikabol kell tudnunk annyit, hogy ha
mérlegkarok nem egyenlek, akkor az egyensulyt tarté tomegek forditva ardnylanak, mint a megfelel§ meérlegkarok
hosszai. Legyen a mérendd tomeg m, a mérlegkarok hossza k; és ks, és a k; hosszisaga karon 1év6 serpenyGbe téve
a mérend§ sulyokat, m;-nek mérjiik a test tomegét, ha pedig a mérendd testet helyezziik az els§ serpenyébe, és a ko

hossziisaga karon egyensulyozzuk ki, akkor meo-nek talaljuk; tehat a k; karon 1évé m tomeggel a ko karon m; suly, a ko
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karon lévé m tomeggel pedig a k; karon mg sily tart egyensilyt. Igy Lo Mg — =L Innen — = —, tehat
m ko mo ko m ma

m? = mime, VagyEl m = y/mims. Az my és mo-bél ilyen modon szamitott kozépértéket meértani kézépnek nevezzik.

Ha néhany esetben szamitést végziink, az igy szamitott kozepet, ha néha nagyon kevéssel is, de mindig kisebbnek

talaljuk a szadmtani kozépnél.

mi1 + mo
mi mo m = \/Mmimso T
9 11 9,95 10
83 84,1 83,548 83,55
107,1 | 1078 | 107,4494 107,45
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Ha ez mindig igy van, akkor a stlyosabb hiba nem is az, hogy pontatlan értéket adna, ha gondolkodas nélkiil
szamtani kozéppel szdmolnank, hanem hogy ez a hiba mindig egy irdnyban tér el a helyes értéktsl. Vizsgaljuk meg,
hogy valéban igaz-e barmely két a és b szamra, hogy a szdmtani kdzepiik nagyobb, mint a mértani. Természetesen
a két szamnak pozitivnak kell lennie, mert ha mindkett6 negativ, akkor a szamtani kozép is negativ, s igy biztosan
kisebb a meértani kozépnél, ha pedig az egyik negativ, a masik pozitiv, akkor a mértani koézépnek nincs értelme. Ha
a két szam egyenls, akkor a szdmtani kozép is, a mértani is a kozos értékiiket adja. Megvizsgalando tehat az az eset,
amikor a két szam pozitiv és kiilonboz6, mondjuk a és b, ez a két szam a,b > 0, a # b. Ugy sejtjiik, hogy ekkor

(1) “;bm@.

Elég ehelyett azt megmutatni, hogy

b
= Vab >,
mert ebbdl a negativ tagot djra atvive a jobboldalra, nyerjiik az elsé egyenlétlenséget. De ha ezt a kifejezést jol
megfigyeljiik, latjuk, hogy ez teljes négyzet:

a-+b 1
“Vab= -
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(a+b_2\/cﬁ):%(f—\/5)2>o,

mert valds szam négyzete pozitiv. Ezzel bebizonyitottuk a masodik, tehat a mondottak szerint az (1) egyenl6tlenséget
is. Két pozitiv szam szamtani kozepe tehat mindig nagyobb, mint a mértani, csak akkor egyenldk, ha a két szam egyenld.

a+ — 1
A talalt egyenlStlenségnek egy érdekes specidlis esetét kapjuk, ha b-nek a reciprokit vessziik: 5 >4 la==1,
a

1 1
azaz a+— > 2;haa # — azaz a # 1. Egy szdmnak és reciprokanak osszege mindig t6bb 2-nél, kivéve, ha e szam 1. Ennél

a
az érdekes eredménynél is érdekesebb az, hogy ebbdl az egyszeribb egyenl6tlenségbdl is kovetkezik az altaldanosabb

egyenl6tlenség: irjunk a helyett \/g—t, ahol z # 0, y # 0. Mivel 1/y/z/y = \/y/z, tehat egyenl6tlenségiinkbsl

\/? + \/@ > 2, ha \/? # 1, azaz x # y. Szabad az egyenlGtlenséget a pozitiv \/zy értékkel végigszorozni, és kapjuk,
Y €T Y
hogy
r+y
T4y > 2Ty, azaz T>,/:1: , ha z#0, y#£0, z#uy.

(Konnyt latni, hogy az els6 két feltétel, mely a kiindulé egyenlétlenséghez volt sziikséges, az utolso egyenlGtlenségnél
el is hagyhato.)

Nyert egyenl6tlenségiinket felhasznalhatjuk a kovetkezs feladat megoldasara: keressiik az egyenlé keriiletd tégla-
lapok koziil a legnagyobb teriiletiit. a és b-vel jeloljik a téglalap oldalait, (1. 4bra) akkor keriilete K = 2(a + b) és
teriilete T = ab. a és b értékét szabadon valaszthatjuk, de csak dgy, hogy kdzben a keriilet K nagysaga ne valtozzék.

leékmennyiségeken azok pozitiv értékét fogjuk altalaban érteni.
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Keressiik ezek kozt azt a téglalapot, amelyre a teriilet a legnagyobb. De az (1) egyenlStlenségbdl rogton nyeriink
egy Osszefliggést T és K kozt.

b K
VT =Vab< 2=,
kivéve, ha a = b (vagyis ha négyzettel van dolgunk), ekkor éppen egyenlGség all fenn. De az Gsszes benniinket érdekld

K
téglalapok keriilete ugyanakkora, igy a 1 érték is mindegyiknél ugyanaz, tehat a valtozo teriilet mindig kisebb az

K
allandé —-nél, csak akkor egyenld vele, ha a = b, ha téglalapunk négyzet. Ez utébbi esetben lesz tehat legnagyobb

a teriilet négyzetgyoke és mivel nagyobb pozitiv szdm négyzete is nagyobb, mint egy kisebb pozitiv szamé, ebbsl
kovetkezik, hogy maga a teriilet is az egyenld téglalapok koziil a négyzetnél a legnagyobb.

Altalanosabban megmutathato, hogy az dsszes egyenld keriileti négyszogek koziil a négyzet teriilete a legnagyobb.
Hasonloan az egyenld kertiletd 5 szogek, 6 szogek altalaban barmilyen oldalszamu sokszogek koziil a szabalyos ugyan-
annyi oldala sokszog teriilete a legnagyobb. Ha pedig semmit sem kotiink ki a gérbe alakjarol, akkor arra az eredményre
jutunk, hogy az Osszes egyenld keriilete gorbék koziil a kor zar be legnagyobb teriiletet. Ezt a tételt szintén egy egyen-
16tlenség formajaban lehet kifejezni és bizonyitani is. Jeldljiikk a gorbe keriiletét K-val, az altala bekeritett teriiletet
T-vel. Ekkor minden gorbére K2 > 4nT, kivéve a kort, mert arra egyenldség all. Ezt az egyenlGtlenséget nevezik izope-
rimetrikus (egyenls keriiletti) egyenlStlenségnek. [4 Ez valoban az emlitett tételt fejezi ki, mert a K keriiletid kér sugara

r=o- és igy K2 = 4nr® = 4x(mr?). Az egyenlGtlenség baloldalan tehat a K keriiletti kor teriiletének 47m-szerese all
™

és az egyenlGtlenség szerint ez nagyobb minden maés gorbe altal bezért teriilet 4m-szeresénél.

Egyel6re csak egy egyszert egyenlGtlenséget bizonyitottunk és mutattuk be egy alkalmazasat. Hasonl6 egyenlét-
lenségekre azonban a matematika kiilonb6z6 teriiletén és a matematika alkalmazasaban lépten-nyomon sziikség van.
Ezekrdl az egyenlGtlenségekrdl és alkalmazasaikrol kivanunk néhany kovetkezs cikkben valamelyest képet adni. Az
egyes egyenlGtlenségeket és alkalmazésaikat tobbnyire ti magatok fogjatok megoldani a kitiizott feladatok és gya-
korlatok keretében. A ti megoldasaitok fogjak tovabbvinni a targyalast. A vastag szammal jelzett feladatok lesznek
kiilonosen fontosak a tovabbhaladashoz. Ezek megoldasai is ugyanaddig kiildhetSk be, mint minden feladatéi, de mar
a kovetkez6 szamban kozoljlik is Sket, igy aki megoldotta, lehetSleg miel6bb kiildje be megoldéasat.

279. Az 1. adbran felrajzoltunk néhanyat az egyenls keriiletii téglalapok koziil, agyhogy kozéppontjuk kozos és
oldalaik parhuzamosak. Ha megrajzoltuk volna valamennyi ilyen téglalapot, fekete folt keletkezne a papiron. Milyen
alaku lenne ez a folt 7

280. Egyenls teriiletd téglalapok koziil melyiknek legkisebb a keriilete ?

281. Ha megrajzolnank az Osszes egyenld teriileti téglalapot kdzos kézépponttal és parhuzamos oldalakkal, milyen
alaku folton feketitenénk be a papirost 7

282. Egyenld magassagu derékszogi haromszogek koziil melyiknek az atfogoja a legkisebb ? (Magassagon termeé-
szetesen a derékszogi cstcsbol az atfogora bocsatott magassagot értjik.)

283. Egyenls atfogdju derékszogi haromszogek koziil melyiknek a magassaga a legnagyobb ?

284. A 282. és 283. feladatban megrajzolva a feltételnek megfelels 0sszes haromszoget ugy, hogy kozos legyen a
magassaguk ill. k6zos legyen az atfogdjuk, ezek milyen foltot takarnanak le?

A tovabbiakhoz egyenlGtlenségek helyes atalakitasaban kell biztonsagra szert tenni. A szamtani kdzéprdl ugy don-
tottiik el, hogy nagyobb a mértaninal, hogy az utébbit levontuk belSle és megallapitottuk, hogy a kiilonbség pozitiv.
Kiilonosen egyenl6tlenségek atalakitasanak helyességét leggyakrabban ilyen titon sikeriil ellenGrizni.

285. Bizonyitsuk be, hogy ha A > B és c tetsz6leges valos szam, akkor
a) A+c>B+g
b) ha ¢ pozitiv, cA > ¢B; ha ¢ negativ, cA < ¢B;
Tovabba, ha A > B és A is, B is pozitiv, akkor
c) A% > B?% A3 > B3,..., A" > B" minden poritiv egész n-re;
d) i < i i < —
A B’ A~ " Bn

2Errél a kérdéskorrol Fejes Toth Laszlonak jelent meg most részletes magyar nyelvl dolgozata: Az izoperimetrikus probléma. Matematikai
Lapok I. (1951) 363-383. old. Folytatasa sajto alatt.

minden pozitiv egész n-re;




e) ha A> Bés C > D, akkor A+ C > B+ D és
f) ha még A, B, C, D mind pozitivok is, akkor AC > BD.

Itt egyes mennyiségekre megszoritasokat tettiink. Volt-e erre mind sziikség ? Hogy egy feltételbdl nem engedhetiink,
azt ugy mutathatjuk meg, hogy példat mutatunk, melyben a kérdéses feltevés nem teljesiil, de a vart kovetkezménynek
is az ellenkezGje igaz. Mar egyetlen ilyen ,ellenpélda” is elegendd, hogy meggy6zzon rola: a feltevést elhagyva nem lehet
altalanos érvényd a tétel: nem igaz kivétel nélkiil minden esetben, hisz egy kivételt mar talaltunk.

286. Sziikségesek-e az el6z6 feladatban az egyes feltételek, vagy engedhetnénk bel6liik ?

287. Legyenek A, B, C, D tetsz6leges valés mennyiségek. Hasonlitsuk 6ssze az A + C' és B + D tovabba az AC és
BD mennyiségeket, ha A < B és C' = D.



