(A 2. feladat elemzése.)

El6z6 szamunkban foglalkoztunk az 1949. évi Kiirschak Jozsef matematikai tanuloverseny tételei koziil kettovel. A
harmadikkal most részletesebben foglalkozunk. Ez a feladat a kovetkezs:

Eqgy egyenldszdri hdaromszég alapjan felvett P pontbdl a szdarakkal pdrhuzamosakat hizunk, ezek a szdrakat QQ és R
pontban metszik. Bizonyitandd, hogy a P pontnak a QR egyenesre vonatkozo tikorképe az egyenldszdri hdromszog kéré
irt kor keriletén van.

E feladatnak tobb megoldasat adjuk, majd a feladat altalanositasaval is foglalkozunk.

I. megoldas. Az egyenlGszari haromszog csicsat A-val, masik két szogpontjat B-vel és C-vel jeloljikk. A @ pont
az AC széaron, az R pont az AB szaron van. A P pontnak a QR egyenesre vonatkozoé tiikorképét D jeloli.

Az A, B, C, D pontok egy korén vannak, ha

ABD< = ACD<«.

Feladatunk megoldasa ennek az egyenlGségnek igazolasat jelenti. A szerkesztésbdl kovetkezik, hogy a QPCa és RBPa
hasonlé az ABCa-hoz. Tehét ezek is egyenlGszariak, azaz QC = QP és RB = RP. A tiikrozés kovetkezménye, hogy
QP = QD és RP = RD. Eredményeinket 6sszevetve QC = QD és RB = RD, azaz.a QCDa és RBDa egyenlGszaria. E
két haromszog alapjanal fekve szogek egyenlségének bizonyitasat tiiztiik ki éppen célunkul. EgyenlGszara haromszogek
alapjanal fekvs szogei egyenldk, ha csicsuknal 16v6 szogeik egyenlSk. A QC' D és RBD A cstucsanal fekvo szoge egyenld,
ha mellékszogeik egyenldk:

AQD< = ARD«<«.

E szogegyenlGséget kell tehat bizonyitanunk. Ezek a szogek az AQEa-ben és a DREa-ben szerepelnek. E haromszo-
geknek E-nél 1éve szogei csucsszogek s igy egyenldk. A bizonyitandd egyenléség tehat igaz, ha a haromszégek harmadik
szOgei egyenldk:

QAR< = (QDR«.

E két sz6g viszont egyenld, mert mindketts egyenls a QQ PR<t-gel: az egyik tiikkorképe, a mésik az AQPR parallelog-
rammaban vele szemkozti szog.

II. megoldas. Ki kell mutatnunk, hogy az ABCD négyszog hurnégyszog. Ehhez viszont elég azt belatni, hogy e
négyszog szemkozti szogeinek Osszege egyenld, abrank esetében:

Aq+ B<a =C<a+ D«.

Ugyanis e négy szog Osszege 360° és igy — ha az allitott egyenldség fennall — az ABC' D négyszog szemkozti szogeinek
Osszege 180°, tehat e négyszog htirnégyszog.
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Az egyenlGszara ABCa alapjanal fekvs szogei, dbrank egyives szogei egyenlSk. Az els6 megoldéasbol tudjuk, hogy
az RBDa egyenlGszaru s igy az ennek alapjanal fekvd szogek, abrank kétives szogei is egyenlSk. Az AQRD négyszog
szimmetrikus trapéz ugyanis 4tloi egyenlsk: AR = QD (mindketts egyenls a QP tavolsaggal, egyrésst az AQPR
paralelogramma szemkozti oldalaiként, masrészt a tiikrozés folytan), és két szemkozti oldala egyenld (az elgbbi indo-
kolas szerint mindketts egyenls az RP tavolsaggal). Az AQRD szimmetrikus trapéz egyik parhuzamos oldalanal fekvd
szoOgei, abrank harom ives szogei tehat egyenlsk.

Az allitott szogegyenldség mindkét oldala egy-egy egyives, kétives és haromives sz0g Gsszege. Ezért ez az egyenlség
valoban fennall.



II1. megoldas. Az els6 megoldasnal mar belattuk, hogy QC = QP = QD és RB = RP = RD. Tehat a C, P, D
pontokon athaladé kor kézéppontja @, a B, P, D pontokon athaladé kor kozéppontja pedig R.

gt
E korokre alkalmazzuk a keriileti és ugyanazon iven nyugvé kozépponti szogek tételét. E tétel szerint:
1
CDP« = ECQP<X,
1
PDB<« = 5PRB<£.

A jobboldalakon szerepls szogek s a C AB<-egyenlSk, mert szaraik parhuzamosak és egyiranyiak. A baloldali szogek
Osszege CDB<. Egyenleteink 6sszeadasabol tehat

CDB<« =CAB<«

adodik s igy A és D ugyanazon a B és C ponton athaladé koriven van.

IV. megoldas. A masodik megoldasnal mar belattuk, hogy az AQRD négyszog szimmetrikus trapéz. Tehat a D
pont az A pontnak tiikdrképe a QR tavolsag felez6 merdlegesére vonatkozolag.

A kor keriiletének egy pontjat egy egyenesre tiikrozve ajbol a kor keriiletén 1évé pontot kapunk, ha az egyenes
athalad a kor kozéppontjan. Tehat azt kell belatnunk, hogy QR felez6mer6legese adthalad az ABCa koré irt kor
kozéppontjan.

Két pont tavolsaganak felez6 mer6legese akkor halad at egy kor kozéppontjan, ha a két pont a kor kézéppontjatol
egyenls tavolsdgra van. Azt kell tehat igazolnunk, hogy @ és R az ABCa koré irt kor O kozéppontjatol egyenld
tavolsagra van.

Az ABCp koré irt kérben, a kor kézéppontja koriil elforgatjuk a BA hiart, amig a (vele egyenls hossziu) AC hart
nem fedi. E forgatas az R pontot a () pontba viszi, hiszen BR = AQ), mert a szerkesztés folytan mindkettd egyenld
a PR tavolsaggal. A kor kozéppontja koriil vald forgatassal egymasba atviheté pontok a kor kézéppontjatol egyenld
tavolsdgra vannak. Tehat @ és R valoban egyenld téavolsdgra van az ABCa koré irt kor kézéppontjatol.

V. megoldas. Rajzoljuk meg a harmadik megoldasban mar szerepelt @) kozéppontu kort a C'; P, D pontokon at
s az R kozéppontu kort a B, P, D pontokon &t.



E korok C, ill. B pontban szerkesztett érintGi merdlegesek az AC, ill. AB szarra. Tehat ezek az érintk egymast
az ABCa tiikortengelyén 1évé M pontban metszik és igy M B = MC. Az M pontnak hatvinya a szereplé két
korre vonatkozolag M B, ill. MC négyzete. Ezek egyenlGsége folytdn M rajt van a két kor hatvanyvonalan. Ez a
hatvanyvonal athalad a korok metszéspontjain: a P ponton s ennek a koérok kézéppontjait Osszekdté QR egyenesre
vonatkozo tiikorképén, a D ponton. Tehat M, P, D egy egyenesen helyezkednek el és a hatvany értelmezése szerint:

MP-MD = MB?=MC2

Az el6z6 szamunkban a korsorokroél irott masodik cikkben szerepelt az inverzié fogalma. E fogalom felhasznélasaval
megallapitasunkat ugy is szovegezhetjiik, hogy a D pont a P pontnak az M koriil MB = MC sugarral irt korre
vonatkozd inverze. Minthogy P a BC' egyenesen van, a D pont ennek az egyenesnek inverzén van rajt. Az idézett cikkbdl
tudjuk, hogy egy egyenes inverze egy az inverzié poélusan athalad6 kor. Mivel a B és C pont 6nmaganak inverze, a
BC' egyenes inverze az M, B, C pontokon athalad6 kor. Egy kor kozos végponta hirjainak masik végpontjaban
emelt merélegesek a koron metszik egymast. Ezért az M, B, C' pontokon dthalad6 kor dthalad az M B és M C hurok
végpontjaiban emelt merglegesek A metszéspontjan. Tehat a D pont rajt van az A, B, C' pontokon athaladé koron.

Megjegyzés az V megoldashoz. Abrankon az A pont korill AB = AC sugarral irt kort is megrajzoltuk. Ezt
azért tettiik, hogy a bizonyitottaknak érdekes atfogalmazasat ugyanazzal az abréaval szemléltessiik. Ha az ABCAa-
et érintetleniil hagyjuk, viszont a P pont helyzetét valtoztatjuk, akkor a korabban szerepelt korok s ezek P és D
metszéspontjai is valtoztatjak helyzetiiket. E két kor sugardnak Osszege az A koril irt kor sugara. A bizonyitottakat
igy a kovetkezGképpen fogalmazhatjuk:

Egy korbe két, beliilr¢l érinté kort irunk, melyek sugaranak Osszege az elsé kor sugara. A beirt koroket érintési
pontjuk valtozatlanul hagyasa mellett valtoztatjuk: az egyik sugarat noveljiik, a masikét ugyanannyival csokkentjiik.
E valtoztatas kdzben a két kor metszéspontjai koziil az egyik az érintési pontokat 0sszek6ts szakaszon, a masik az
érintési pontokon s az els6 kor kézéppontjan athaladé kérén mozog.

Altalanositas. Ha a feladat allitasat egyenlGszara haromszog helyett altalanos haromszogre mondanok ki, hely-
telent allitanank. Masként kell a feladatot megszovegezni, hogy tartalma altalanos haromszogre is helyes legyen. Ilyen
atfogalmazas a kovetkezs:

Az ABC hdromszdg BC oldaldn felvessziik a Ppontot. A PC szakasz felezdmerdlegese az AC oldalt Q) pontban, a
PB szakasz felezdmerdlegese az AB oldalt R pontban metszi. A P ponitnak a QR egyenesre vonatkozd tikiérképe az
ABC hdromszog koré irt kéron van.

L

Az olvasod azonnal megallapithatja, hogy egyenl@szara haromszog esetében ez az altalanositas a versenyfeladat
allitasat adja. Erdekes megvizsgalni, hogy a versenyfeladatra adott bizonyitasaink koziil melyek hasznalhatok fel az
altalanositas bizonyitasara is. Ennek eldontését feladatként az olvaséra bizzuk (194. feladat).

Kiilon ki akarjuk emelni az 6t6dik megoldas atirdsanal mutatkozo nehézséget. Ezt az atirast a kovetkezs feladat
megoldasa teszi lehet6vé:



195. feladat. Az ABC haromszég BC oldalan E pontot vesziink fel. Megszerkesztjiikk az ABC haromszog koré
irt kort, valamint az E ponton athalado s az AB egyenest B pontban, ill. az AC egyenest C' pontban érinté kort.
Bizonyitando, hogy e harom kor egy kozos ponton halad at.

Megemlitjiik, hogy e feladat allitasa a mar idézett cikkben szereplé MIQUEL-tétel hatareseteként is felfoghato. Ha
ugyanis az ABC haromszog AC oldalan felvett F' pont C-hez, az AB oldalon felvett G pont B-hez kozeledik s a
BC oldalon felvett E pont helyben marad, akkor az AF'G kor az ABCa koré irt korré valik, a BEG és CFEF korok
pedig éppen a feladatunkban leirt helyzethez kozelednek. E harom kor, MIQUEL-tételének az idézett cikkben kiemelt
specilis esete értelmében, egy ponton halad at. Ez 4ll a mondott hatarhelyzetre is. Eppen ennek hataratmenet nélkiil
val6 bizonyitasat biztuk olvaséinkra.

196. feladat. A 195. feladat megoldésanak birtokaban méar konnyt az 6t0dik megoldas bizonyitaséat az altalanositas
bizonyitasava atirni. Ennek kidolgozasat is olvasoéinkra bizzuk.

Leszogezziik, hogy e feladat megoldaséaval az eredeti versenyfeladatnak a k6zolt 6thoz csatlakozo Gjabb megoldéasa
adodik.



