A verseny 1949. oktober 29-én Budapesten, Szegeden, Debrecenben és Pécsett egyidében folyt le. A versenyen
1949-ben érettségizettek és kozépiskolas diakok vehettek részt. A résztvevdk s a beadott dolgozatok szama: Budapesten
184 versenyzd, 104 dolgozat; Szegeden 23 versenyzd, 12 dolgozat; Debrecenben 23 versenyzd, 8 dolgozat; Pécsett 29
versenyzG, 16 dolgozat; Gsszesen 259 versenyzs, 140 dolgozat. A verseny feladatai a kovetkezdk voltak:

1. Bizonyitandd, hogy minden 180°-ndl kisebb, pozitiv a szogre

1 1
sino + §sin2a+ gsin?)a >0

2. Eqgy egyenldszdri hdromszég alapjan felvett P pontbdl a szdrakkal pdrhuzamosakat hizunk, ezek a szdrakat Q) és
R pontban metszik. Bizonyitandd, hogy a P pontnak a QR egyenesre vonatkozo tikirképe az egyenldszdri hdromszog
kéré irt kor kertiletén van.

3. Melyek azok a természetes szamok, amelyek nem irhatok fel t6bb egymdst kévetd természetes szam osszegeként?

A Bolyai Janos Matematikai Tdrsulat elnoksége altal kikiildott versenybizottsag elnoke ALEXITS Gyorgy, tagjai
KARTESZI Ferenc, SURANYI Janos és HAJOs Gyorgy el6add. E bizottsag 1949. november 14-én tartott {ilésén (kimen-
tette magat ALEXITS Gyorgy) egyhangtan a kovetkezs jelentést fogadta el:

»A bizottsdg orommel latja a résztvevsk s a palyamunkik szokatlanul nagy szaméat. Sajnalattal allapitja viszont
meg, hogy egy versenyzé sem adott be érdemleges munkit mindharom feladatra. Ez a tény s a sz6bajovs dolgozatok
részletesebb vizsgalata inditotta a bizottsdgot arra az elhatarozasra, hogy az elsé Kiirschék-dijat nem adja ki.

Két-ket, feladat megoldasat 6t palyamunka tartalmazza. Elsé helyen kell emliteni ezek koziil KORANYI Adam és
RONA Péter dolgozatat. KORANY! Adam a szegedi Klauzal gimnazium IV. oszt. tanuldja, IVANYI Janos tanar tanit-
vanya; dolgozataban a méasodik feladattal nem foglalkozik, viszont a harmadik feladatra kiemelked&en szép és tomor
megoldast ad. RONA Péter a budapesti evangélikus gimnaziumban érettségizett és LEVIUSZ Erné tanar tanitvanya volt;
a harmadik feladat megoldasanal avval hibazott, hogy természetes szamok helyett egész szamokkal foglalkozott, masik
két megoldasa jo, bar a masodik feladatra adott megoldéasa kissé terjengds. A bizottsag a mésodik Kiirschék-dijat
KORANYI Adamnak és RONA Péternek itélte oda, s dolgozatukat 300-300 forinttal jutalmazza.

Nem sokban marad értékelésben az emlitettek mogott CzipszZER Janos, FRIED Ervin és BOGNAR Janos. CZIPSZER
Janos 1949-ben érettségizett, az elsd feladat szamitasat elhibazta, a masik két feladatot jol oldotta meg. FRIED Ervin
1949-ben érettségizett, az els6 két feladatot jol oldotta meg, a harmadikra hibas allitdsokbol kiindulva igyekezett
megoldast talalni. BOGNAR Janos IV. oszt. gimnéziumi tanul6 az elsé és harmadik feladatot oldotta meg, a masodikkal
nem foglalkozott. A bizottsag e harom versenyzét, CzIPSZER Janost, FRIED Ervint és BOGNAR Janost dicséretben
részesiti.

Az els6 dij ki nem adasa lehetévé teszi, hogy a dicséretben részesiilt dolgozatok szerzéi is jutalmat kapjanak.
A bizottsag FRIED Ervin és BOGNAR Jénos dolgozatat 200-200 forinttal jutalmazza. CZIPSZER Janos az el6zd évi
tanuldverseny els6 dijat nyerte, s igy a verseny szabdlyzata szerint jutalmat nem kaphatott.”

A dijakat a Tarsulat 1949. év november hé 19-én tartott el6ado iilésén osztotta ki FEJER Lip6t professzor, a Tarsulat
diszelnoke, majd HAJOS Gyorgy ismertette a feladatok kiilonb6z6 megoldésait és altalanositésait. Az aldbbiakban az
1. és 3. feladat megoldasait mutatjuk be. A 2. feladat megoldasara a kovetkezd szamunkban tériink vissza.

1. feladat.

I. megoldas: [Alakitsuk at a vizsgdland6 kifejezést[]

2 3

sin 2a = 2sina cos sin 3a = 3sina cos” a — sin” «;,
igy
. 1. 1. . . . 9 sin® a
s1na+§s1n2a+§s1n3a:s1na+s1nacosa+s1nacos o — 3 =
= Slga(3+3cosa+3cosza—sin2 ) = Slga(2+3cosa+4cos2a) =
= Slga{(l +2cosa + cos® a) + (14 cosa) +30082a}.
sin « o o 9 9 .
De > 0, mert 0° < o < 180°% 1 4+ 2cosav + cos“a = (1 + cosa)® > 0; 1 4+ cosa > 0, [mert cosaw > —1] és

3
3cos? o > 0; igy az egész Osszeg pozitiv.

sin o

1 1
sina + §sin2a+ gsin?)a == {(1 +2cosa + cos® a) + (1 + cosa)3 cos® a} > 0.

Fried Ervin.

LA versenyz6k megoldasait lehetéleg szoszerint kozoljiik. A szerkesztség kiegészitéseit azogletes zarojellel valasztjuk el az eredeti szo-
vegtol.



II. megoldas: Kevesebb szamolassal is célhoz ériink, ha az egyes tagokat grafikusan abrazoljuk. (Jeloljiik a szoget
x-szel és szamitsuk ivmértékben.)

1

—sin2x gorbéjét ugy kapjuk a sinaz-ébdl, hogy azt a kezdGpontra, mint hasonlosagi kdzéppontra nézve felére
kicsinyitjiik, vagyis a kezd6pontbdl kiindulé hurok kézéppontjaibol tevédik Gssze a gorbe elsé ive; a masodik iv pedig
ugyanolyan, mint az el6z6, de a tengely alatt.

Ha visszaforditjuk a tengely f6lé a negativ ivet, akkor ismét a sinx felére kicsinyitett képét kapjuk, most a (0,7)
intervallum végpontjabol mint hasonlosagi kézéppontbol lekicsinyitve. Ez a visszaforditott iv is sina gorbéje alatt
marad, tehét

1
sinx+§sin2:v>0 ha O<zx<m

1 T 27w
Ha ehhez hozzéavessziik 3 sin 3z-et, az csak (5, ?> szakaszon kisebbiti az Osszeget. Ezen a szakaszon sinz <

sing =/3/2.

A kivonandok abszolut értéke viszont nem lehet tobb, mint 1 /21ll. 1/3 és ezek Osszege 5/6 < V3 /2, mert az el6bbi
négyzete 25/36, az utobbié 3/4=27/36. Igy

1 1
sinz + gsin2x+§sin3x>0, ha O0<z<m.

II1. Megoldas: Még itt is felhasznaltuk a sinx fliggvény értékét néhany helyen, pedig elég a gorbéjének néhany
tisztdn geometriai tulajdonsagat felhasznalni. Azt, hogy a gorbe feliilr6l nézve dombort, méas széval, hogy barhol
huzva egy hurt, a gorbe folotte fekszik. Azt, hogy a szakasz kézépmerdlegesére szimmetrikus a gérbe és hogy a szakasz
végpontjaiban eléri a tengelyt.

Legyen egy tetszbleges ilyen gorbénk a tengely egy AB szakaszén. Ez annyiban hasonlit a sin z-ére, hogy a szakasz
C kozéppontjaig emelkedik, onnan viszont siillyed. (Részben futhat parhuzamosan is a tengellyel.) Kicsinyitsiik a felére
és a harmadara és folytassuk ugy a kapott gorbéket, hogy véltakozva a tengely alatt és f6l6tt illesztiink hozza az elsGvel
egybevago iveket.

Megmutatjuk, hogy az igy kapott harom gorbe ordinatainak 0sszege az egész szakaszon pozitiv.

Hogy konnyebben tudjunk beszélni, nevezziik a harom gorbéhez tartozo fiiggvényt fi(x), fo(x), fs(x)-nek. A
domborisag miatt a kicsinyitett ivek itt is az eredeti alatt fekiisznek, s igy kénnyen lathaté, hogy

fi(@) + fa(z) >0 és  fi(z)+ f3(x) > 0.



Csak azon a szakaszon kell alaposabban megnézniink fiiggvényeinket, ahol fs is, f3 is negativ, tehat a C' D szakaszon
(a kozépponttol a szakasz ?/3-aig). Ezen a szakaszon a kisebbitends legkisebb értéke DG. f3 legnagyobb levonandé

értéke CF = §CE , f2 legnagyobb levonandé értéke pedig DH. DH feleakkora, mint f; értéke a szakasz harmadrészén,
1
tehéat ugyancsak feleakkora mint f; értéke a szakasz kétharmadan, azaz DH = §DG. Kossiik 6ssze B-t és E-t és jeloljiik

2 2
BE és DG metszéspontjat K-val. Mivel BD = §BC’ igy egyszersmind DK = —CFE. Mivel CF a CFE egyharmada,

igy egyben fele D K-nak. A két levonando6 tehat nem lehet t6bb, mint DG fele és DK fele, s igy egyiitt kevesebb, mint
DG, ami a kisebbitendd legkisebb értéke. Ezzel bebizonyitottuk allitasunkat.

Megemlitjiik, hogy a feladat speciélis esete egy altalanosabb tételnek. FEJER Lipot vette észre, hogy
. 1. 1. 1.
51nx+§sm2x+ 581113:10—}—...—}— —sinnr >0, hal <z <7
n

barmely pozitiv egész n-re. Akik egyetemen fognak matematikit tanulni, be fogjak ezt is bizonyitani és fontos alkal-
mazasat is fogjak latni.
3. feladat.

I. megoldas. Azok az [egynél nagyobb] szamok, amelyek maguk péaratlanok, vagy paratlan osztojuk van, felirhatok
egymésutin kovetkezs szdmok Osszegeként. A tobbi — vagyis 2 hatvanyai — pedig nem.

A (2k 4+ 1)n szam, amelynek van paratlan oszt6ja, felirhato az n — k-tol n + k-ig terjed6 szamok Osszegeként. Ha, itt
k > n és igy negativ szdmmal kezdGdne a sor, a negativ tagokat és a veliik abszolat értékben megegyezd pozitiv tagokat
elhagyva kaphatunk természetes szamokbol all6 sort. [A marado sor legalabb két szambol all, mert az eredeti szamsor
paratlan szamu tagbal allo és kozépen a pozitiv n szam &ll. Paratlan az elhagyott tagok szama is, mert ugyanannyi
negativ tagot hagytunk el, mint pozitivot és még a 0-at. Mivel az utébbi szamok kevesebben vannak, mint az el6bbiek
és pedig paros szammal, tehat legalabb 2-vel, igy legalabb két pozitiv tag marad meg.]

Ha 2 hatvanyait fel lehet irni egymasutan kovetkezd szamok Osszegeként, feltétleniil paros szamu tag Gsszege lenne,
mert a szamtani haladvany Osszege oszthato tagjainak szaméaval, [ha ez paratlan szam|, a mi szdAmunknak pedig nincs
paratlan osztoja. Ha pedig a tagok szadma péaros, akkor az els6 és utolsd tag koziil az egyik paros, a masik paratlan.
Osszegiik tehat paratlan. A haladvany osszege pedig oszthat6 elss és utolsé tagjanak dsszegével [ha ez paratlan szam].
Tehat igy azt kaptuk, hogy a szamnak van paratlan osztdja. Az a feltevésiink tehat, hogy 2 valamelyik hatvanyat fel
lehet irni egymasutan kovetkezd szamok Osszegeként ellentmondésra vezet.

Koranyi Adam.
II. megoldas. Ha egy N szam megfelel a feladat feltételeinek, akkor ilyen alaki:

n(2a+n-—1
N:a+(a+1)+...+(a+n—1):%,
azaz

2N =n(2a+n—1), ésitt n<2a+n-—1.

Legyen N most egy tetsz6leges pozitiv egész szam és kétszenesének egy tényezSkre bontésa 2N = p - g, jelentse p
a kisebbik tényezst. Milyen legyen ez a felbontas, hogy a fenti alakban lehessen ini? Mindenesetre kell, hogy p = n,
q =2a+n —1 legyen, azaz
n=p, a= g-ptl

’ 2

ebben az esetben. Ahhoz, hogy itt a is egész szam legyen, p és q koziil az egyiknek parosnak, a mésiknak paratlannak
kell lennie. Ha ez teljesiil, akkor a-t6l kezdve n egymasutani szam Osszege a fentiek szerint N-nel egyenld.

2N-nek ilyen tényez6kre bontasa mindig van ha van pératlan osztdja, tehat ha N paratlan, vagy van pératlan
osztoja. 2 hatvanyai tehat nem irhatok egymasutani természetes szamok Osszegeként, minden mas szam viszont igen.

III. megoldas. Geometriailag konnyen szemléltethetjiik egyméstitani természetes szamok Gsszegét pl. kockas
papiron. Hogy konnyen tudjuk magunkat kifejezni, nevezziik a metszéspontokat racspontoknak, Egy-egy szamot egy
vonalon megjeldlt egymasutani racspontokkal dbrazolhatunk, az egymésutani szamokat pedig szomszédos egyeneseken
rajzoljuk meg. Igy egy ,lépcsGs trapézt” jeloltiink ki, mely a hataran és belsejében annyi racspontot tartalmaz, mint
a természetes szadmok Osszege.



o,

Mlessziink mellé megforditva még egy ugyanilyen lépcsss trapézt. Ekkor téglalapot kapunk, mely kétszer annyi
racspontot tartalmaz, mint egy lépcsds trapéz. A két lépcsSs trapézt az oldalakkal 45°-0s szoget bezaré egyenes
valasztja el, mely atmegy a téglalap kozéppontjan.

Ha mar most van egy N egész szamunk, agy probalhatunk N szamua racspontbdél 1épcs6s trapézt csinalni, hogy
el6szor 2N racspontot tartalmazo téglalapot rajzolunk, azutén ezt a kbzéppontjan at hiuzott 45°-os egyenessel kettévag-
juk. Igy mindig két lépcsSs trapézt kapunk, ha az egyenes nem megy at racsponton. Ez az egyenes pedig racspontokon
megy at, ha maga a téglalap kdzéppontja is racspont, vagyis ha a téglalap mindegyik oldalan van koézéps6 racspont;
de racspontokon megy at akkor is, ha a téglalap kozéppontja egy kis négyzetnek is kozéppontja, vagyis ha a téglalap
egyik oldalan sincs kdzéps6 racspont.

Az el6bbi azt jelenti, hogy az oldalak mind paros szamu racspontbdl allnak, az utobbi azt, hogy mind paratlan
szamuibol.

Lépcs6s trapéz tehat akkor szerkeszthetd, ha tudunk 2NV racspontot tartalmazé téglalapot rajzolni, melynek egyik
oldalpérja paratlan, a mésik paros szamu racspontot tartalmaz, azaz ha 2N egy paros és egy paratlan szam szorzata-
ként irhat6. Ebbdl ismét kovetkezik, hogy 2 hatvanyainak kivételével minden természetes szam felirhaté egymasutan
termeészetes szamok Osszegeként.

A III. feladat kapcséan felmeriil tovabbi kérdések koziil érdekes a valasz a kdvetkezdre, melyet ki is ttiziink megol-
déasra.

187. Melyek azok a természetes szamok, melyek felirhatok legalabb 3 egymaésutani természetes szam Osszegeként?



