A fizikai, kémiai torvények kutatasanak igen fontos modszere a probalgatas, kisérletezés, de a matematikdban is
juthatunk prébalgatas segitségével torvények felfedezésére. Csak egy egyszerd példat emlitek. Tudjuk, hogy a tobb-
tagiak négyzetét ugy alakithatjuk polinommaé, hogy vessziikk minden tag négyzetét és mindegyik kétszeres szorzatat
minden mas taggal. Hogy honnan tudjuk? Két tagra egyszerd szorzéassal nyertiik:

(a+b)* = (a+Db)(a+0b)=a®+ab+ab+b* = a® + 2ab + b
Harom tag esetén ezt mar felhasznalhatjuk, ugy, hogy két tagot egybefoglalunk elGszor:
(a+(b+0)" =a>+2a(b+¢) + (b+c)

Ha tovabb folytatjuk a tagokra bontéast, akkor a mésodik taghol két 2-szeres szorzat adodik, a harmadik meg még két
négyzetet szolgaltat és az utolsd kétszeres szorzatot a két tag négyzetére nyert eredmény szerint.

Négytaguaaknal ezek utan megint csak az utolso kettét kell dsszefoglalni és akkor gy emelhetjiik négyzetre, mint egy
haromtagut. A marado zarojelek felbontasa utan megint csak olyan szerkezetd kifejezést kapunk, amilyent bevezetében
mondtunk. Es ezt nyilvan igy folytathatjuk tovabb akarhany tagu kifejezésig.

Probélgatas vezette a kovetkezd meggondolést is. Ha azt akarjuk tudni, hogy egy szam oszthaté-e egy egyjegyd
szammal, ennek eldontésére egyszert moédszeriink van minden egyjegyi szam esetén, csak a 7-tel valé oszthatosagra
nincs. Egyik matematikusunk ebbe nem akart belenyugodni masodik gimnazista koraban és sok mindennel prébal-
kozott. 7-tel valé oszthatésagra ugyan nem talalt probat, de észrevett valamit a 3 - 7 = 21-gyel oszthaté szadmoknal:
elhagyta a szdm utolséd jegyét és a maradd szdmhoz hozzdadta ezt a jegyet. Ha az igy kiszamitott szdmot megszo-
rozta 7-tel, visszakapta azt a szamot, amibdl kiindult. PL. mindjart 21 = (2 + 1)7, vagy 3 - 21 = 63 = (6 + 3)7, vagy
6-21 =126 = (124 6)7, vagy 8- 21 = 168 = (16 + 8)7 stb. Kiprobaltunk két- és haromjegyt szamokat is, és még a
kozbeesSkkel is kiegészithetnénk probalgatasainkat. Ugy latszik, hasznalhaté modszerre akadtunk

Ha 7-re nem, hat legalabb a 3 - 7-tel valé oszthatosag eldontésére modszert talaltunk. Keérdés még, hogy jol
hasznalhaté-e a modszer gyakorlatban. Vegyiink egy nagyobb szamot, pl. (57 - 21 =)1197: (119 4+ 7)7 = 882. Hat
itt mi tortént? Csak az, hogy a kisérlet becsapott. 1197-re mar nem jo ez a proba. Ha utananéziink, kideril, hogy
1-21-re, 2-21-re, s. i. t. egészen 9 - 21-ig j6 ez a proba, de 10 - 21-t6l kezdve méar mindig cs6ddt mond. Ez nem is olyan
csodalatos. Végeredményben magéban az, hogy valamit 9 esetben kiprébéltunk, minddssze arrél biztosit, hogy ebben
a 9 esetben érvényes, de mar a tizedik esetben sem kovetkezik beléle semmi.

Akkor lehet, hogy a tobbtaguak négyzeténél is tévedtiink, hogy nem akarhany tag Gsszegének négyzete szamithatd
ugy ki, ahogy mondtuk? Pedig ebben sohasem szoktunk kételkedni. Van talan valami kiilénbség abban, ahogy a
négyzetreemelést probaltuk ki 2, 3, 4 tagra, meg ahogy a 21-gyel valo oszthatosagot probalgattuk? Bizony hogy van. A
négyzetreemelésnél nem kezdtiik mindig el6rél a szamolast, hanem 1épésrél-lépésre vettiink mindig egy taggal tobbet és
felhasznaltuk, hogy mar tudjuk, eggyel kevesebb tagot gy emelhetiink négyzetre, ahogy azt el6bb elmondtuk. Nem is
azért hagytuk abba, mert ,,annyi esetben kiprobaltuk és mindig igaz volt, hogy biztos igaz lesz minden esetben”. Négy
préba nem is ,annyi eset”, hogy kir volna tovabb probalgatni. Ellenben abbahagytuk a prébalgatast akkor, amikor
észrevettiik azt is, hogy ezen a moédon, ahogy a probalgatasokat végeztiik, mindig tovabb tudunk menni egy tébbtagi
négyzetérsl eggyel tobb tagéra; akkor hagytuk abba, amikor jogunk volt leirni ezt a mondatot: ,Es ezt nyilvan igy
folytathatjuk tovabb akarhany tagu kifejezésig.” Akar a haromtaguak négyzeténél megallhattunk volna, ha mar ott
meglattuk volna, hogy az, amit hasznaltunk, az utolsé két tag Osszefoglalésa, az egyre tobb tagu kifejezésekkel mindig
megismételhetd.

*

A négyzetreemelés nagyon unalmas példa. A kényokiinkon jon ki. Keressiink helyette érdekesebbet. Az egymasutani
egész szamokat 0ssze tudjuk adni akdrmeddig. Talan még a négyzetszamok Gsszegezésével is talalkoztatdk. Probaljuk
hasonlé képletet nyerni a kdbszdmok Osszegére

1= 1 134+ 23433 4+4% =100
1¥34+22= 9 13423433 +43 4+ 5% =225
134+234+33=36 134+ 23433 +5% +6% =441

Szembeotls egy szabélyossédga az 6sszegeknek: csupa négyzetszamot kaptunk:
12, 32, 62, 10%, 152, 212

Nézziik az alapot: 1, 3, 6, 10, 15, 21: mindig eggyel n6 a kiilonbség két egymés utani szam kozt. Akkor ezek nem
mésok, mint az elsg, els6 két, elsé harom, négy, 6t, hat, stb. egész szam Osszege. Ezt altalaban is tudjuk Osszegezni:

n(n+1)

14+24+3+4+5+...+n= 5

!Lapunk els6 évfolyama targyalta annak egy modjat hogyan lehet egymasutani egész szamok akarhanyadik hatvanyai 8sszegének kisza-
mitasara képletet talalni: Lasd Kalmar Laszlo: A szdmok hatvdinyainak dsszegérdl, 1. évfolyam, 5 — 10., 39 — 47., 169 — 176. lap.



igy az els6 n kobszam Osszegét is fel tudjuk kdnnyen irni:

(1) 13+23+33+...+n3=<

feltéve, hogy a szabélyossig, amit taldltunk, nem csak latszélagos, mint a 21-gyel valé oszthatésdgnél. Eddig csak
észre vettiik a szabalyossagot, de nem latszik, hogy miért maradt ez érvényes sorban az egymaésutani szdmokra, mint
a négyzetreemelésnél latszott.

Probaljuk meg még az utolsé eredményhez a kovetkezd kobszamot hozzdadni, hogy tovabbra is az a szabalyossag
marad-e érvényben, amit eddig talaltunk:

20247 = (7-3)°+7 =7 (F+7)=72-(3242-3+1) =742 = 282

és14+24+3+4+5+6-+7=28. Itt mar valami szabalyossag sejthets, de még mindig nem latjuk vildgosan, hogy mi
is az oka annak, hogy 21-bél 28 lesz. Nem tudnéink el6re megmondani, milyen atalakitast lehetne alkalmazni, ha még
a kovetkez6 kébszamot is hozzdadnank. Probaljuk meg ezt is végig szamolni. Hatha utélag latunk valamit:

28248 = (7-4)° +(2-4) =42 (72 +4-2%) =42 . (1 +4-8) =
=42 (T°+4-7T+4)=4*.9% = 367

és 28 + 8 = 36. Itt egy kicsit mesterkéltebben sikeriilt csak négyzetté alakitani azt, ami a zar6jelben maradt. Ez azt
engedné sejteni, hogy csak véletlen, hogy megint az jott ki, amit vartunk. Abba viszont nem nyugodhatunk bele, hogy
az egész csak véletlen, mikor méar nyolc esetben ugyanezt a szabalyossagot talaljuk és még egyetlen olyan esetet sem
tapasztaltunk, ahol ez a szabalyossag nem volna érvényes.

Azt akarjuk eldonteni, hogy akirhanyadik kébszam hozzdadasakor is érvényben marad-e a talalt szabélyossag, vagy
sem. Ha ilyesmi nem kozvetleniil nyilvanvald, akkor segit az algebra nyelve. Tegyiik fel, hogy valamely k szamig méar
kiprobaltuk a szabalyossagot, tehat k-t téve (1)-ben n helyett, tudjuk, hogy még helyes az Gsszefiiggés:

ks

13+23+33+...+k2:< 5

Adjuk hozzé a kdvetkezs kobszamot, (k + 1)°-t:

(13+23+32+...+k3)+(k+1)3—M+(k+l)3_
(k+1)? LR+ D2R+2)° (kDR +2))
= (R k) = 1 _( 5 ) :

Valéban azt kaptuk, amit az els6 k + 1 szdm kobének Osszegére vartunk. Ezzel sikeriilt bebizonyitani, hogy a talalt
szabéalyossag tovabb 6roklédik barmely szamrol a kovetkezore. 8-ra lattuk az allitas helyességét. A fenti meggondolést
k = 8-ra alkalmazva kovetkezik, hogyha 8-ra helyes volt, helyes 9-re is. De ha 9-re helyes, akkor alkalmazhatjuk
k = 9-cel is az utolso atalakitast és kapjuk, hogy 10-re is helyes az allités, s. i. t. A fonti atalakitassal tehat sikeriilt
probalgatasunkat bizonyité erejiivé tenni. Az (1) Osszefliggés helyes minden n-re.

*

Ez a bizonyitasmoéd erésen eliit a matematika egyéb bizonyitasaitél. Mindenek el6tt abban, hogy nem derit arra
fényt, hogy miért igaz a tétel. Méas bizonyitasnal, ha a felmeriilt probléma megoldosat el is felejtjiik, de a megoldashoz
vezet§ alapgondolatra emléksziink, akkor tobbnyire sikeriil rekonstrudlni ennek segitségével a megoldast is. Hiaba
emlékeziink azonban a szamok kobeinek Osszegezésébdl annyira, hogy az eredményt a fonti médon minden szamrol
az eggyel nagyobbra kovetkeztetve bizonyitottuk, ennek a médszernek segitségével nem lehet az eredményre ratalélni,
csak ha mar valahonnan sejtjiik az eredményt, azt igazolni sikeriil.

Ez a bizonyitas az egész szamok soranak egyszerd szabalyossagéat hasznélja fel. Azt, hogy mindegyiknek van egy
szomszédja és szomszédtol és szomszédig menve egyszer minden pozitiv szamhoz eljutunk. Igy, ha az egyiknek van
valamilyen tulajdonsaga (pl. az, hogy odaig a kobszamok (1) szerint adhatok Gssze) és ez a tulajdonsag atoroklsdik
réla a kovetkezore is és barmelyik szamroél, amelynek megvan, atoroklédik a kovetkezére, akkor biztos hogy minden
pozitiv egész szdmnak megvan ez a tulajdonsaga.

A bizonyitas ezek szerint két kérdést kell, hogy tisztazzon. ElGszor is kell keresni egy egész szamot, amire igaz az
allitas. Ez szokott a bizonyitas kénnyebb része lenni, de éppen olyan lényeges, mint a masik: megmutatni, hogy minden
szamrol, amelynek megvan ez a tulajdonsaga, atoroklsdik a rakovetkezore.

Osszehasonlitottuk a matematikai probalgatasokat a természettudoméanyok kisérleti modszerével. Ott boséges ki-
sérleti anyag alapjan keresik meg az azokban kozos torvényszertséget. Ezt a kovetkeztetési modot nevezik indukcionak.
A természettudosok a jelenségeket igyekeznek minél valtozatosabb koriilmények kozt megfigyelni és minél t6bb eset-
ben, nehogy olyanféle latszatigazsdgokat véljenek természeti torvényeknek, mint a mi probalkozasainkban a 21-gyel



oszthatd szamok probaja volt. Ennek ellenére a természettudomanyok dtja az hogy a megfigyelések finomodasaval és
a mélyebb Osszefiiggések felismerésével tapasztalati torvényeinkrdél is kideriil, hogy nem pontosak s igy Gjabbakkal kell
helyettesiteni 6ket, amelyeknek a régiek csak bizonyos feltételek melletti specialis esetei.

Az elmondott matematikai kdvetkeztetés ehhez csak nagyon kevésben hasonlit. Igaz, hogy probélgatéassal sikeriilt
megtalalni a fenti példaban a torvényszertiséget, de azutan éppen nem a sokszori kisérletre alapitottuk a bizonyitast.
Ha mar tudjuk, hogyan sz6l a torvényszeriiség, amit be akarunk bizonyitani, akkor elég akar csak egyetlen esetben is
kiprobalni és azutdn megmutatni, hagy ha egy szamra tejesiil, akkor a kovetkezdire is teljesiil ez a torvényszertség.
Ezt a bizonyitdsmoédot mégis teljes indukcionak szokas nevezni.

Lényegesen kiilonbozik abban is a természettudoméanyok kutatasi médszerétél ez a modszer, hogy csak egész sza-
mokra vonatkozoé tételek bizonyitasara alkalmas, hisz alapjat éppen az egész szadmok soranak egyszerd szerkezete adja.

*

Gyakorlasul bizonyitsuk be a kévetkez6 azonossagot:
x x? x? 22 e

1—x2+1—3:4+1—:1:8+“'+1—3:2" Tl 21—

Probaljuk ki az allitast n = 1-re. Ekkor a baloldalon csak az els6 tag all, a jobbon

1 x—a? z(1—x) x

l—21—22 (1-2)(1—2?) T 12

tehat az allitas ebben az esetben igaz.
Meg kell még mutatnunk, hogy ha valamilyen n = k-ra helyes az egyenl&ség, akkor igaz az n = k + 1 esetén is.
n =k + 1 esetén a kovetkezs Osszeget kell atalakitani:

x x? x? 22 22"
e g g R 1— 22" * 1— g2
z— 22 22"
Feltevés szerint az es6 k tag Osszegérsl mar tudjuk, hogy igy irhato: =21 Ehhez kell még W_et adni.

Vonjuk Gssze a két tortet, lehetSleg alacsony foku k6z6s nevezdt hasznalva: A masodik tort nevezGje igy irhato:

2
1—22" =122 =1 (:E2k) =(1- x2k)(1 —|—x2k)
s fay 1 z—2* N 22" _ (x— 22 )1 +22) + 22 (1 —2) _
l—z1—a?" 11— 22" (1—2)(1 —22")(1 + 22"
B T x2k +x2k+1 _ :E2k+1 +x2k _ x2k+1 B 1 T x2k+1
(1—2)(1 — 22" S l—z 11— g2t

és k + 1 tagra is ez a varhato Osszeg. Ezzel megmutattuk, hogy a tétel érvényessége nem szakadhat meg semmilyen
egész szamnal, tehat igaz barmely egész szamra

*

Egész szamokra vonatkozé tételek bizonyitésara alkalmas a tejes indukcid, egész szamokra vonatkozé tételek azon-
ban nemcsak az egész szamok tanadban, az ugynevezett szadmelméletben fordulnak el6. Egész szamokra vonatkozik
példaul a kovetkezd geometriai kérdés is: adott szamu egyenes hany részre oszthatja maximalisan a sikot? Ez a maxi-
malis szam csak az egyenesek szamatol, tehat egy pozitiv egész szamtol fiigg. Némi probalgatédssal rajoviink, hogy a
méasodik egyenes 2-vel a harmadik 3-mal, a, negyedik 4-gyel noveli ,legjobb esetben” a részek szaméat és pedig akkor,
ha nem megy at az el6z6 egyenesek egyetlen metszéspontjan sem. Az elsG egyenesnél egy kis eltérés van, mert két
részre osztja a sikot. (Ha tetszik, eggyel szaporitja a részeinek szamat, mert kezdetben is allt egy részbél a sik.) Igy n
egyenes a sikot maximalisan

n(n+1)

1
1+(1+2+3+...n)=1+T=§(n2+n+2)

részre osztja. Ha minden tévedés lehetGségét ki akarjuk zarni, akkor megint nem addig fogjuk probalgatni kiillonbo6zs
n-ekre, mig meg nem unjuk, hanem csak egy esetre probaljuk ki, pl. n = 1-re: 5(12 +1+2) =2 és egy egyenes valoban
két részre osztja a sikot. Nézziik most meg, hogy igaz marad-e akdrhanyadik egyenes hozzatételekor is! Jeldljiik ezt az
sakarhanyadik™at k-val tehat tegyiik fel, hogy k— 1 egyenesr6l mar tudjuk, hogy maximalisan 1/2[(k — 1)* + (k—1)+2]
részre osztjak a sikot. Ez két allitast foglal magaban: ,yan k — 1 olyan egyenes, amely ennyi részre osztja, a sikot”

és ,,k — 1 egyenessel tobb részre osztani nem lehet”. Azt kell megmutatnunk, hogy az allitds mindkét fele érvényben
marad k szdmu egyenesre is, persze k — 1 helyére mindeniitt k-t irva.



Legyen meghuzva valahogy k — 1 egyenes. A k-adik egyenes azaltal szaporitja a részek szamaét, hogy egyeseken
athalad azokat kettéosztja. Annyit oszt szét, ahdny szakaszra a k — 1 egyenes a k-adikat osztja. Ez akkor lesz a
legnagyobb, ha a k-adik egyenes nem megy at az els6 k — 1 egyenes koziil semelyik kettének a metszéspontjan sem,
és nem parhuzamos egyikkel sem. Ekkor £ — 1 metszéspont keletkezik rajta, s ez k részre osztja az egyenest, tehat az
egyenes hozzavétele ez esetben k-val szaporitja a sik részeinek a szamat, ennél tobbel viszont semmiképpen sem.

Ebbédl kovetkezik, hogy k egyenes akkor osztja legtobb részre a sikot, ha az els6 k — 1 annyi részre osztja, amennyire

csak k — 1 egyenessel lehet, tehat 5(/€2 — k + 2)-re, a k-adik egyenes pedig metszi mind a k — 1 egyenest és pedig

kiilénb6z6 pontokban. Ekkor a sikot 0sszesen
Lo Lo
(k" —k+2)+k= §(k +Ek+2)

részre osztottuk. Ennyire tehat fel lehet osztani k£ szamu egyenessel a sikot, tobbre pedig nem amint ezt vartuk.
Tételiink tehat minden n-re igaz.

*

Egy baj azért van a teljes indukcioval: be lehet vele bizonyitani, hogy a sitkban akdrhany egymast paronként metsz6
egyenest vesziink, ezek mindig egy koz6s pontban metszik egymast. ElGszor is probaljuk ki a legegyszertibb esetben: két
egyenesnél ez magatol értet6ds: ha metszik egymast, akkor egy pontban. Tegyiik most f6l, hogy valamilyen k szamig
méar bebizonyitottuk a tételt; tehat barhogy vesziink k£ szami, vagy kevesebb egyenest, ezek egy ponton mennek
keresztiil. Mit tudunk mondani k + 1 egyenesrél? Vegyiik el a k + 1-ediket. A maradé k szamu a feltétel szerint egy
kozos ponton megy at. De a k 4 1-edik helyett vegyiink el most egy masik egyenest. Megint k szdmu marad, ezek tehat
szintén egy ponton mennek keresztiil, és koztiik van most mar az elébbi k + 1-edik is. Az is nyilvanvalo, hogy ez a két
pont ugyanaz, mert vegyiik el most mind a két egyenest, feltétel szerint a maradoé k — 1 egyenesrél is tudjuk, hogy egy
ponton mennek keresztiil, tehat ezen a ponton kell a maradé két egyenesnek is d&tmennie.

Ezzel az allitast be is bizonyitottuk, ez azonban mit sem valtoztat, azon a tényen, hogy az allitds nem igaz. Hol
van tehat a hiba? Miel6tt a teljes indukcid6 modszerét kétségbe vonnank, nézziik meg jobban a bizonyitast, hogy
kiall-e minden kritikat? Jo lesz elGszor is pontosan elmondani magunknak, hagy milyennek is kell egy helyes indukcios
bizonyitdsnak lennie, mert akkor tudjuk jol ellendrizni, hogy ez a bizonyitas valoban olyan-e.
mutatjuk, hogy igaz 1-re vagy valamilyen mas egész szadmra, amelyt6l kezdve helyes az allitas. Ezutan megmutatjuk,
hogy ha valamilyen egész szamra méar igaz az allitas, akkor igaz a rakévetkezdre is. (Ezt a két egymds uténi szamot
szoktuk k-val és k + 1-gyel, vagy k — 1-gyel és k-val jelolni, ahogy kényelmesebb. Ez nem valtostat a lényegen.)

Ezt a bizonyitasméddot azért itéljiikk helyesnek, mert van egy kezd&érték, amelyikre igaz a tétel és ettél elindulva
kovetkeztethetiink arra, hogy mindig a kovetkezd egész szamra is igaz a tétel. Mar pedig igy elébb-utébb barmely, a
kiindulasi értéknél nagyobb egész szamhoz eljutunk egyszer, tehat a tétel ett6l kezdve minden egész szamra igaz.

A fenti példanal 2-re még helyes az allitas. Keressiik meg az els§ szamot, amire nem igaz, ha erre megprobaljuk
az altalanos modszer szerint bizonyitani az allitast, akkor ki kell, hogy deriiljon, hol jutottunk hibas kdvetkeztetésre.
Esetiinkben mar 3-ra nem igaz a tétel, tehat nézziik meg, hogyan kellene a bizonyitést masodik 1épése szerint 2-rél 3
egyenesre atvinni a tételt. Legyen adva 3 egyenes, vegyiik el a harmadikat, a maradé két egyenes egy ponton megy
keresztiil. — Ez valéban helyes, mert két egyenesre még igaz a tétel. — Vegyiik el most valamelyik masik egyenest.
Megint kett6 marad, tehat megint egy ponton mennek keresztiil. — Ez is igaz. — Most mar csak azt kellene belatni,
hogy ez a két pont mindig ugyanaz. — Na vajon hogyan? — Vegyiik el mind a két egyenest, mind a kett§ ugyanazon a
ponton megy keresztiil, amin a visszamaradok.

— Na itt a hiba. Egy egyenes marad vissza, és ez nem hataroz meg egyértelmiden egy pontot, amin a masik kettének
at kellene mennie. A bizonyitasban kifejezetten felhasznaltuk, hogy nem csak a kérdéses szamot megelézére, hanem
az azelGttire is igaz az allitas. Ekkor mar ahhoz, hogy valamely szamra az el6z6kr6l atvigyiik allitasunkat, mindig az
kell, hogy el6z6leg mar két egész szamra tudjuk a tétel helyességét. Minden rendben is volna, ha haromra igaz volna
az el6bbi allitas, csak éppen hogy nem igaz haromra. Es ez nemcsak olyan kis szépséghiba, mert ennek folytan azutan
mér egyetlen nagyobb szamra sem igaz.

Ez nagyon élesen mutatja azt is, hogy barmilyen egyszerd része tObbnyire a bizonyitasnak, egy kezdd értékre
megmutatni a tétel helyességét, mégis éppen olyan lényeges, mint a masik 1épés. Csak a ketts egyiitt bizonyitja az
allitast.

Ezt mindjart megmutatjuk még egy példan, de most mar nem alokoskodéassal. Igen sok embert érdekelnek a primsza-
mok tulajdonsigai. Bizonyara ismeritek annak bizonyitasat, hogy végtelen sok van beléliik. De nagyon szabalytalanul
oszlanak el az egész szamok kozt. Ez azért nem jelenti azt, hogy ne lehetne sok mindent megtudni réluk. Hirtelen
végiggondolva ugy latszik, pl. hogy barmeddig elmenve is a szdmok kozt, legfeljebb a feliik lehet primszam, hiszen a
maésik feliikk paros. Ez persze igy nagyon pontatlan allitas, mér csak azért is, mert a 2 paros szam, de primszam is,
csak a nala nagyobb péaros szamok Osszetettek. Hozzajon az is, hogy az 1-et viszont nem szokis primnek nevezni. Igy
3-ig 2 primszam van, 5-ig 3; tehat tobb, mint a fele a szdmoknak. Nézziik hat meg, mit is lehet pontosan allitani.

Hogy a matematika nyelvén beszélhessiink, adjunk nevet az xz-nél nem nagyobb primszamok szaméanak, ahol x



tetszoleges egész szam. Ennek a szokasos jele w(x). Els6 kijelentésiinket akkor igy irhatnéank:
(2) m(r) =

Erre abbol akarunk kovetkeztetni, hogy két egymasutani szambol legfeljebb az egyik lehet primszdm. Ez igaz is a 2-n
x4+ 2

)

tal, tehat ha x = 2, 7(z+2) < 7(x) + 1. Ha most z egy olyan szém, amelyre (2) igaz, akkor w(z+2) < g—k 1=
tehat akkor x 4 2 is olyan szam. Itt tehat nagyaparol unokara 6roklds tulajdonsagot talalunk. Azt bizonyitottuk
csak be, hogy ha valamely z-re 7w(x) < g, akkor onnan minden masodik egész x-re is igaz. Tehéat pl. 7(2) =1 = B

s igy (2) minden péros z-re igaz. A paratlanok kozt azonban lattunk olyanokat, amikre nem igaz. Valamit azért a
paratlan z-ekre is mond a bizonyitas. Ha talalunk koztiik egy olyan x-et, melyre helyes a (2) egyenl6tlenség, akkor

onnan mindre, tehat onnan minden egész x-re is igaz. Probaljuk ki: n(7) = 4 > 2 de 7(9) = 4 < 38 igy végiil

kimondhatjuk, hogy a (2) egyenl6tlenség minden z-re igaz, ha x = 8, mivel paros z-ekre mindig igaz.

Tehat valéban lényeges volt itt is megkeresni, hogy honnan helyes az allitds. Mégpedig nem is egy, hanem két
szomszédos szamra kell megmutatni az allitas helyességét, mert csak onnan kezdve tudjuk, hogy toviabb minden szamra
helyes.

1. feladat. A bebizonyitott tétel még nem sokat arul el a primszamok szaméaroél, bar pl. a Csebysev-tétel, bizonyi-

@
tasara elég lesz ennyit tudni rola. Azt is be lehet bizonyitani, hogy valahonnan kezdve _-nal sem lesz nagyobb m(x).

Elérulok annyit, hogy ehhez méar nem 2, hanem 6 egymasutani szamot kell egyszerre figyelembe venni. A bizonyitast
ezutan méar ratok bizom. Azt is ti allapitsatok meg, hogy melyik z-t6l kezdve lesz igaz.

*

Szinte minden bizonyitasban kicsit mas formaban hasznaltuk a teljes indukciot. Az volt a célunk, hogy lehetGleg
sok oldalrol vilagitsuk meg hasznalatat. Most még két érdekes formajat mutatjuk az indukcionak.

A szamelméletben nagyrészt a szamok oszthatosagaval kapcesolatos kérdésekkel foglalkozunk s igy sokszor van
sziikségiink a szamok legnagyobb k6zos osztojara is. Hasznalunk is ra egy kiilon jelet: a szdmokat vesszével elvalasztva
kerek zarojelbe tessziik. Tehat (15, 72) egy szamot jelent, amivel maradék nélkiil oszthato a 15, meg a 72 is mégpedig a
legnagyobb ilyen szamot, vagyis 3-at: (15,72) = 3. Ennek a legnagyobb kozos osztonak érdekes és sokszor hasznéalhatod
tulajdonsaga, hogy két szam legnagyobb k6z6s osztdja mindig elGallithatd dgy, mint az egyik szam egy tobbszordsének
és a masik szam egy tobbszorosének kiilonbsége, pl. (15,72) = 5-15 — 1 - 72. Altaladban két pozitiv egész szam, a és b,
legnagyobb ko6zos osztdja eldallithato igy:

(3) (a,b) = za + yb,

ahol z és y (pozitiv vagy negativ) egész szamnak. (Nem tudjuk el6re, melyik szam tobbszorose fog pozitiv, melyiké
negativ elGjellel szerepelni, de ez nem is fontos nekiink, azért irtuk ilyen alakba.)

Ezt az allitast szampar kisebbik szdma szerint haladé teljes indukcioval fogjuk bizonyitani. Legyen a a kisebbik a
két szam koziil, ha, nem egyenldk, roviden legyen: a < b. ElGszor is probaljuk ki az allitast a = 1-re:

(1,b)=1=1-140-b,

tehat x = 1, y = 0-val teljesiil az allitas.

Tegyiik fel most, hogy valamely a = k értékig mar belattuk az allitas helyességét, tehat ha a < k és b tetszleges
szam, tudjuk, hogy mindig talalhato olyan x és y egész szam, amire teljesiil a (3) egyenlGség. Nézziik most, segit-e
valamit a (k, b) legnagyobb k6z0s oszt6 (3) alaku elallitasanak kereséséhez, ha ezt tudjuk. Az lathatolag nem sokat, ha
a kozvetlen el6zore tudjuk, hisz kdnnyd latni, hagy k — 1 relativ prim k-hoz (nem lehet 1-nél nagyobb kozos osztojuk)
s igy altaldban szadmoknak k — 1-gyel valé kozos osztéjuk nem sokat mondhat k-val vald kozos osztojukrdl. Nem is
ugy vezethetjiik vissza kisebb szamra a feladatot, ha kivonunk 1-et valamelyikbdl, hanem ha a kisebbet vonjuk ki a
nagyobbdl. Ilyenkor ugyanis a kiilonbségnek és a kisebbik szdmnak a kdzds osztdja ugyanaz, mint az eredeti két szamé.
Gyorsabban jarhatunk el, ha nem is egyszer vonjuk le a kisebbik szamot, hanem ahanyszor csak lehet, vagyis osztjuk
a nagyobb szamot a kisebbel.

Ezek szerint az indukcié méasodik lépése igy végezhets el: Keressiik a (k,b) legnagyobb kdzos osztot, ahol k < b,
ha tudjuk, hogy valamennyi k-nal kisebb szamnak és egy tetszéleges szamnak a legnagyobb kozos osztdja elGallithatd
(3) alakban.

Osszuk el b-t k-val. Lehet, hogy megvan benne maradék nélkiil, ekkor (k,b) =k =1-k 4 0-b a keresett elgallitas.
Ha nincs meg maradék nélkiil, az azt jelenti, hogy b ilyen alakba irhat6: b = ¢ - kK 4+ m, ahol ¢ valamilyen egész szdm.
(a hanyados), m pedig a maradék, tehat k-nal, kisebb pozitiv egész szam. Azt allitjuk, hogy (m, k) = (k,b). Egyrészt
az el6bbi egyenlGség szerint b oszthatdé m és k minden kozos osztojaval. Masrészt m-et kifejezve m = b — ¢ - k, tehét
m-nek is osztéja k és b legnagyobb kozos osztdja. Marmost az indukcios feltevésiink szerint

(m, k) =z1-m+y -k,



m-et viszont épp most fejeztiik ki b-vel és k-val. Ezt felhasznalva végiil is nyerjiik, hogy

(k,0) = (m, k) = zym + y1k = 21(b — ck) + y1k =
= (y1 — cx1)k + 21b.

Ezzel teljes is a bizonyitasunk, csak egy kétely marad. Hat nem kovettiik el megint ugyanazt a hibat, mint az egy
ponton atmend egyeneseknél? Hisz itt sem csak a kdzvetlen el6z6 esetre hasznaltak fel az indukcios feltétel helyességét
a méasodik esetben, s6t nem is az el6z8 két esetben, hanem az 6sszes megel6z6ben, mert mindegyikre sziikség lehet, a
szerint, hogy b milyen érték. Ha azonban lépésrél-1épésre menve probalunk meg eljutni valamilyen értékig, akkor mindig
olyan értékekre lehet csak sziikségiink, amelyeket mar megvizsgaltunk. El6z6, hamis bizonyitasunknal viszont mindig
két megel6z6 esetre lett volna sziikségiink, akkor is amikor még csak egy esetet vizsgaltunk meg, a két egyenesét, az
egy egyenesre meg éppen értelme sincs a tételnek. Itt tehat nem érhet olyan meglepetés, mint ott, hogy olyan esetben
is sziikségiink van a tételre, amire még nincs kiprébalva.

Val6jaban nem is azt kell itt csindlnunk, hogy végigprobalgatunk minden lehetGséget 1-t6l a-ig ahhoz, hagy (a, b)-
nek megkeressiik a (3) alaku elGallitdsat. Ez nem is vihet6 keresztiil, hisz b akarmilyen szam lehet. Itt a bizonyités
maéasodik lépését hasznélva fel, allanddéan kisebbitjiik a két szamot osztassal, mig vagy maradék nélkiil meg nincs
egyszer a kisebb szam a nagyobban, vagy 1 nem lesz a maradék. Vagyis az ismert euklidesi algoritmussal megkeressiik
a legnagyobb kozos osztot és ekkor a kozben felléps osztasi hanyadosokbol lehet 1épésrél-l1épésre az indukcios bizonyitéas
masodik lépésének mintajara eljutni a legnagyobb kozos oszté (3) alaku elgallitasahoz.

2. feladat. A tétel alkalmazéasaval keressétek az
axr+by=c
els6foku hatarozatlan egyenletnek egész x, y megoldasat, ha a, b és ¢ egész szamok. Mi a feltétele annak, hogy legyen
ilyen megoldas?
3. feladat. Hogyan lehet az el6bbi egyenlet 0sszes megoldasait elGallitani?
*

Utols6 példanak egy egyenlGtlenséget bizonyitunk be szdmok szdmtani és mértani kozépértéke kozt. Tudjuk, hogy
a pozitiv aq, as, as, ..., a, szdmok szidmtani kdzepének az

a1 +az+...+an,
n

értéket, mértani kozepének pedig az

vajag ... an
értéket szoktuk nevezni. Ezek koziil mindig a szdmtani kozép nagyobb, kivéve, ha minden szam egyenld, mert akkor
mind a két kozépérték is ezzel a kozos értékkel egyenls. A tagok szdma szerint kindlkozik teljes indukcidt végezni.
Persze n = 1-re nincs is értelme kozépértékrsl beszélni, tehat n = 2-re kell elszor is bebizonyitani az allitast, vagyis
azt, hogy ha a és b pozitiv szamok, akkor

(4) LN

Most ez a lépés sem nyilvanvald, be kell tényleg bizonyitani. Mivel mind a két oldalon pozitiv szam all, elég
bizonyitani, hogy négyzetiikre fennall az egyenlGtlenség:

a+b\?
2
mert ebbdl négyzetgyokvonassal megkaphatjuk (4)-et. Ehelyett még konnyebbnek latszik egy olyan egyenl6tlenséget
bebizonyitani, melynek egyik oldaldn 0 &ll, tehéat vigyiik at ab-t masik oldalra:

<a—|—b)2_aba2—2ab—|—b2
=

v

ab,

1\%

0.

Ha ezt bebizonyitjuk, abbdl az el6bbi is kdvetkezik, csak hozza kell adni mindkét oldalhoz ab-t. Ezt viszont nem is kell
bebizonyitani, hiszen a szamlalo (a — b)-nek a négyzete,tehat nem lehel negativ. 0 is csak akkor lehet, ha a = b. Ebbél
pedig a mondottak szerint lépésrdl-lépésre kovetkezik a (4) egyenl6tlenség. (Kiindulhattunk volna persze mindjart
ebbdl a helyes egyenlStlenségbdl és atalakithattuk volna, mig megkapjuk (4)-et, de akkor az nem deriilt volna ki,
honnan jutott esziinkbe éppen ezt az egyenl6tlenséget felirni.)

Ezzel megtettiik az els6 lépést, bebizonyitottuk a tételt n = 2-re. Baj van azonban a tovibbmenettel. Ha azt gon-
dolnank, hogy harom szam szamtani kozepét vehetjiik tigy, hogy el6bb kettGét, aztan a kapott szamét és a harmadikét
vessziik, akkor nagyon tévediink, mert

aTer-i—c a+b+2c ,a+b+c a+b

= kivéve ha ¢ = }
5 1 #+ 3 , kivéve ha ¢ 5




Harom szamnak nem lehet igy 1épésenkint kiszamitani a szdmtani kdzepét, de ki lehet négyét, 4 szam esetén vehetjiik
ketts-kettd szamtani kozepét, kiilon és azutan ezeknek a szamtani kézepeknek a szamtani kdzepét. Ha a négy szamot
a1, az, as, as-gyel jeloljik,

T2 4 WA a4 ag + a3 + ay

2 4
Igy az el6bbi egyenlStlenséget is kétszer alkalmazhatjuk:

ar+az+az+ay ’“—JQF‘”—FGB—JQF“‘* >\/a1+a2.a1+a2>
4 2 = 2 2 =

z \/alﬁz\/ﬁlaz = {7&1@2&3&4.

Igaz tehat az egyenl6tlenség négy szam szamtani és mértani kozepére is. Ezt a szamitést most mar ismételhetjiik
is, de mindig csak kétszer annyi tagra tudjuk &tvinni az egyenlStlenséget, mint amennyire mér igazoltuk, tehat 2-rél
4-re, 4-r61 8-ra, stb.

Igy tehat csak azt sikeriil bebizonyitani, hogy ha a tagok szama n = 2™, akkor igaz a tétel, hogy a szamtani kozép
nagyobb, vagy legalabb akkora, mint a mértani.

m = 1-re mar bebizonyitottuk a tételt. Tegyiik fel, hogy valamilyen k kitevére, tehat 2 szamu tagra igaz a tétel:
ebb6l kovetkezik 2-2F = 281 re is. Legyenek u. i. a szamok ay, az, . . . , aok, Aok 41,09k 19, ..., aoe+1. A szdmtani kozeplik,
— jeloljik roviden A-val

a1—|—a2+...+a2k+a2k+1+a2k+2+...a2k+1

A = 2k+1 =
2 a
aj+az+...+ayk + ok 11T 0ok Lot Aok41
2k 2k
= >
2 =
> a1+a/2+...+a2k .a/2k+1+a2k+2+...+a/2k+l
= ok ok )

mert két tagra tudjak, hogy igaz az egyenl6tlenség. De az indukcios feltevés szerint (hogy a k kitevsig mar eljutottunk
a bizonyitasban)

a; +ag +...a9%

k
2k 22\/0,1'&2'...-0,%

a:2k+1 —+ a2k+2 + ...+ Agk+1 &
2k z 2\/0:2k+1 . a2k+2 ceet Qok+1,

tehat

k
A z \/2\/a1a2 ... Qok 2€/a2k+1a2k+2 et Qok4+1 =

k+1
= 2 +\/ala/2 <. QokQok 1Ak 12 ... Aok+1.

Mit csindljunk azonban a kdzbeest esetekkel, tehat amikor a tagok szama pl. 3 vagy 67 Ezeket az eseteket most mér
elég volna barmely megoldott esetre visszavezetni. Lattuk, hogy a kevesebb tag esetére val6 visszavezetésnek nehézségei
vannak. Hozz4 lehet azonban venni 4j tagokat a meglévékhoz agy, hogy a szamtani kozép ne valtozzék meg. A szamtani
kozép olyan szam, hogy ha az Osszes szamokat vele helyettesitjiik, akkor a szamok 0sszege nem valtozik. Harom szam,
a1, a2, as, esetén példaul ha a szamtani kézepet A-val jeloljiik,
a1 +as + as
3 )
Ha most a harom szidmhoz negyediknek hozzavessziikk A-t, akkor a négy szamnak is ugyanezen A lesz a szamtani

A
kozepe: a1 4+ as + asz + A = 4 A, azaz valbban o1+ a2 I Gt A _ A. De négy szamra méar bebizonyitottuk a szamtani

A= azaz a1 + as +asz = 3A.

és mértani kozép kozti egyenlGtlenséget, tehat

A
A= ay +az +as + z \4/ a1a2a3A.

4

A konnyebb szamolas végett emeljiik mindkét oldalt negyedik hatvanyra. Mivel pozitiv szamrol van sz, érvényes
marad az egyenlGtlenség:

A* > aiasa3A,  tehat A% > aqasas,
Amibdl kovetkezik, A-ra, ami harom szam szamtani koézepét jelenti, hogy

a1+ a2 + as

A= 3 z \3/0,1(120,3.



Itt tehat 4 szam esetérdl sikeriilt visszakovetkeztetniink 3 szamra. Ugyanigy eljuthatunk most mar barmely szamhoz
gy, hogy keresiink egy nala nagyobb 2-hatvanyt és abbol kdvetkeztetiink vissza kevesebb tagra.

A bizonyitas teljes menete a kovetkezd: Bebizonyitjuk az allitast indukcioval 2™ szamu tag esetére, ahol m tet-
sz6leges egész szam. (Vagyis bebizonyitjuk, hogy 2 tagra igaz és bebizonyitjuk, hogy ha 2F szamu tagra igaz, akkor
igaz 2" tagra is.) Veégiil megmutatjuk, hogy ha valamilyen szamu tagra igaz az egyenlStlenség, akkor igaz eggyel
kevesebbre is.

Ezek koziil mér csak az utolso lépés van hatra. Tegyiik fel, hogy valamilyen [+ 1 szamu tagra fennéll az egyenlGtlen-
ség, bizonyitsuk be, hogy akkor teljesiil [ szamura is. Legyen a1, aq, ..., a;, az | szamu tag. | + 1-ediknek hozzéavessziik

Gitaet.. ta . Mivel innen a; +ag+...+a; =1-A, tehat ay+as+...a;+A = (I+1)A,

szamtani kozepiiket, A-t: A =
a1 +as+...+a+A

vagyis = A. Feltétel szerint [ 4+ 1 szamura mar tudjuk, hogy teljesiil az egyenlGtlenség, tehét

1+1
.. A
A= +a _;+ 1+ a+ > "WVaas ... qA.
Innen A > aias...+ qA vagyis A > ayas ... a; és l-edik gyokot vonva, (szabad, mert mindkét oldalon

pozitiv szam all) :
a1 +as2+ ...+ q >

A= ;i Vaias ... ay.

Gyakorlasul oldjatok meg a kovetkezd feladatoltat:

4. Szamitsuk ki az 22 + 2 + 41 kifejezés értékét kiilonboz6) egész helyeken és bontsuk torzstényezokre.

Igaz-e, hogy a kifejezés minden egész x-re torzsszamot allit el6l?

5. Bizonyitsuk be, hogy egy egyvéltozds polinom, akirhanyad foka, nem &llithat €16 a valtoz6 minden egész értékére
primszamot.

6. Adva vannak a térben egyenesek, melyek paronként metszik egymast, de semelyik harom, nem fekszik egy sikban.

Bizonyitsuk be, hogy az Osszes egyenesek egy ponton mennek keresztiil.

7. Mutassuk meg, hogy

a1 as an 1

(5) T T O0xa0tam) T 0Fa)0ta) . OFa) Ute)lta) .. . (ta)

8. Mutassuk meg, hogy
ona . (n+a

sin —sin ———

(6) sina +sin2a + ... + sinna = 2
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