Tegnapel6tt megalltam a héazunkban lévé KOZERT-fiokiizlet kirakata el6tt, és nézegettem az ott gulaszerten
felrakott konzervesdobozokat, melyek ilyenforman voltak elhelyezve:

Vajon hany doboz lehet egy ilyen gildban, ha az n réteg magas? Ha az egyes rétegekben mindig, pl. az AC-vel
parhuzamos egyenesek mentén elhelyezked6 dobozok szamat adjuk Gssze:

a legfelss rétegben van 1 = 1 doboz
feliilrél a masodikban 1+2 = 3 ”
felilrél a harmadikban 142+ 3 = 6 ”
felilr6l a negyedikben 1+2+3+44 = 10 ”
feliilr6l az 6todikben 1+4243+445 = 15 ”

. . k(k+1)
feliilrél a k-adikban 1+2+...+k = {9 =

k41
= < + ) doboz
2

1 . n+1
feliilr6l az n-edikben 1+2+...4+n = 5 ’

Ezt az 1, 3, 6, 10, 15, . . . szdmsorozatot a hdromszdgszdmok sorozatanak nevezziik, mert éppen azt mutatja, hogy

a gula egy-egy rétegében levé haromszogek sikjdban hany doboz van. Ezen sorozatot roviden igy is jelolhetjiik:

(k-;-l)’ (k=1,2,...n).

Tovabba a gula els6 rétegében van 1 = 1 dobog,

az els6 2 rétegben egyiitt 1+3 = 4 "

az els6 3 rétegben egyiitt 1+3+6 = 10 "

az elsé 4 rétegben egyiitt 1+34+6+10 = 20 »

az elsé 5 rétegben egyiitt 1+34+6+10+15 = 35 ”

az els6 n rétegben egyiitt 1+3+6+ ... + w ” (1)

Az 14,10, 20, 35, ...szamokat gulaszdamoknak nevezziik, hiszen éppen azt mutatjak, hogy egy 1, 2, 3, 4, ... n-réti
gulaban hany doboz van.

Feltett kérdésiinkre az n-edik gulaszam: g,,, adja a megoldast és ezt ugy kapjuk, hogy Osszegezziik az els6 n harom-

1

szogszamot. Az n-edik hdromszogszamot az 6sszeadés kikeriilésével, konnyen ki tudjuk szamitani, hiszen h,, = (n ;— > .
Ha hso-t akarjuk megkapni, n helyében 52-t helyettesitiink. Bezzeg gso-t (1)-b6l csak 51 dsszeadassal tudjuk egyelSre
kiszdmitani, ami igen hosszadalmas dolog, kiilondsen azért, mert mind az 52 tagot kiilon-kiilon ki kell szamitgatni.
Keressiink a g,, kiszdmitasara valami hasonléan kényelmes utat. Lattuk, hogy g1 = 1, g2 = 4, g3 = 10, g4 = 20,
gs = 3b. Nézziik meg milyen aranyban novekszenek ezek a szdmok:

9274 9371075 9472072 9573577
g 1" g 4 2 g3 10 7 gy 20 4
.6 ., . . . . 4 5 6 7 .
Ebbe a sorba a 2 mint 3 illik bele, s akkor egész egyszerii szabalyossagot vesziink észre: T3 1 Ha itt



most valéban g, %, ... kovetkezik, akkor mar kénnyebben tudjuk a gulaszamokat is kiszdmitani.
4 4.5 4-5-6
91 =1, 92:1'? 93= 15 =153
gs = ; g Z = i : g : ;, és igy folytatodnék
b ey,
== j § T

Ha tehat helyesen figyeltiik a sorozat szabélyossagat, akkor altalanosan az n-edik guilaszam igy szdmithaté ki:

@) g = (n +12.)(277j;’|— n

Igazoljuk ezt teljes indukciéval. Tudjuk mér, hogy n =1, 2, 3, 4 és 5-re helyes az eredmény. Tegyiik fel valamilyen &
szamra mar igazoltuk az eredményt: g, az els6 k haromszogszam Osszege, igy irhato:

_12 2.3 kD) (k+2)(k+ Dk
=12 12 T T T 1.2.3
Mindkét oldalhoz W—t adva:

1-2

(k- Dk+2) _ (k+2E+DE (Rt D(E+2) _ (k+3)k+D(k+1)

k1 = G 1-2 T 1.2-3 1-2 - 1-2-3

Ez éppen a (2)-es formula, ha n helyébe (k + 1)-et frunk. Igy (2)-t minden pozitiv egész szamra igazoltuk.
A mar jol ismert jeloléssel (2) révidebben igy irhato:

gr = (k"§2> (k=1,2,3,..)).

Gyakorlatképpen hasonléan igazolhatjuk, hogyha a gulaszamok tagjainak 0sszeadasaval djabb sorozatot képziink:

$1 =41, S2=¢g1+g2, Ss=ag1+92+g3 ...,
Spn=g1+92+ ...+ Gn, ---,

akkor: s, = (ni—?))’ n=12,3,....

Persze itt s,-nek nincsen olyan szemléletes értelme, mint amilyen h,, és g,-nek volt.

Ezt az eljarast most tovabb is ismételhetjiik. Altalaban egy szamsorozatbol kiindulva ilyen médon mindig az elsé
n tag Osszegét vessziik egy Gjabb sorozat n-edik tagjaul, és ezt az eljarast ezen Gj sorozatra folytatjuk, az igy nyert
sorozatra az eljarast megint megismételjiikk és igy tovabb. Az ilyen sorozatok tagjait most mar nem lesz célszerd
mindig 4j bettikkel jel6lni, hanem kétindexes jeloléssel azt is fel fogjuk tiintetni, hogy hanyszor ismételtiik meg ezt az
Osszegezést az eredeti sorozatbol kiindulva, és hogy a szoban forgo sorozat hanyadik tagjarol beszéliink:

agl)zl, aél):2,..., a,(zl):n,....
Az ebbdl képzett sorozat tagjait igy jeloljiik:
a§2) agl), aéz) = agl) + aél), ceey a,(f) = agl) + agl) +...+ asll),

Az eljarast ismételve:
af’):a?)—l—ag)—!— —|—a() n=1,2,3,....
Altalaban az eljaras k — 1-edik ismétlése utan az n-edik tag:

B B

Osszefoglalva az eddig mondottakat azt lattuk be, hogy

w_ (™). @_(rt\. e _(nT2). @ _ (nt3)
3) = (1)@= ("3 = (") = ("7)

(n=1,2,3,..)



De hasonléan egyszeri a tovabbi sorozatok altaldnos tagjat is kiszamitani. Igazolni fogjuk a kovetkezét: ha a természetes
szamok sorozatabol kiindulva az Gsszegezéssel nyert 0j sorozatképzést v-szer ismételjiik,

+v
4 (v+1) _ () W W) — (" .
(4) anp, ay ' +ay’ + + ay, v+ 1

Ennek bizonyitasara kétszeresen fogjuk alkalmazni a teljes indukciot. A v = 0, 1, 2, 3 esetben (4) érvényességét (3)
mutatja. Tegylik fel, hogy valamilyen v = k — 1 értékre mar igazoltuk (4) helyességét. Definicié szerint

al*V = +af? + .. 0

n

k-1
és mivel a feltétel szerint most aslk) = <n + A > , azt kell tehat igazolni, hogy
1+k-1 2+k-1 n+k—-1 n+k
(5) ( i )+( i >+...+< i )_(k+1) (n=1,2,3,...).

Ezt ismét teljes indukcioval fogjuk igazolni. Az n = 1 esetben ez igaz, mert

(-1

Azt kell még belatnunk, hogyha (5) valamilyen n = [ — 1 esetre igaz, ebbdl kovetkezik, hogy igaz a kovetkezd n = |
esetre is. Tegyiik fel tehat, hogy n = — 1-re mar igazoltuk (5)-6t. Tehat

1+k-1 (I-1)+k-1\ ((I-1)+k
() (U ()
Azt kell még igazolni, hogy

(00 () =)

Ez pedig egyszerd szamolassal tényleg belathato

(l—l+k>+<l+k—1>: (l—1+k)! (+k-1!

k+1 k (E+DI0-2)! " E(@1-1)
LU=+ RN -+ U+ E-DI(E+1) I+ Ek) (It k
B (k+ D1 —1)! C(k+)(=1) <k+1)'

Ezzel igazoltuk (5)-6t. (5) igazolasaval viszont (4) teljes indukcios bizonyitasat fejeztiik be.
Vessiik fel most forditva a kérdést, legyen a szdmoknak valamilyen sorozata

(A) ai, az, ..., Qp—1, Qp, ....

Keletkezhetik-e ez valamilyen egyszertibb sorbol a fenti Osszegezd eljarassal? Konnyd megtalalni, hogy melyik sor
Osszegezésébsl keletkezett sorunk, hisz az Osszegezésnél keletkezett sor n — 1-edik és n-edik tagja épp az eredeti sor
n-edik tagjaban kiilonbozik. Igy csak az els6 tagot nem kapjuk vissza, azt el is szoktuk hagyni. Vonjuk tehat ki az (A)
sorozat minden egyes tagjabol az 6t megeléz6t, ezen kiilonbségekbdl képezziink egy djabb sorozatot

(B) by =a2—a1, bx=asz—az, ..., by=ant1—an,
Ezt a by, ba, ..., by, ...sorozatot (A) elsdrendd referenciasordnak mondjuk, jeloljik ezt (B)-vel. Hasonl6an képezhetd
(B) differenciasora is:
Clzbg—bl, CQZbg—bQ, ey Cn:bn+1—bn.
Acy,co ..., Cp, ... sorozatot (A) mdsodrendd differenciasordnak mondjuk. Ugyanigy képezhets (A) 3-ad, 4-ed, 5-6d,

...-rendd differencia sora. Fentebb targyalt sorozatainkat egy érdekes kozos tulajdonséag jellemzi a szamsorozatok kozt,
mely a differencidk segitségével egyszertien fogalmazhaté meg. A haromszogszdmok mésodrendi differenciasora csupa

egyenld szam:
1 3 6 10 15

1 1 1 1

Hasonléan a guilaszamoknal a harmadrendd differencidk sora lesz csupa egyenls szam és az Gsszegezé eljaras tobb-
szOri ismétlése utan is mindig olyan szamsorozatot kapunk, melynek valamelyik differenciasora mar csupa egyenld



szambol all, csak annal késébb kovetkezik ez be, minél tobbszor ismételtiik eredetileg az Gsszegezési eljarast. Persze ez
nem minden sorozatnél van igy, pl. ennél a sorozatnal egyetlen differenciasor sem allhat csupa egyenld szambol:

1 2 4 8 16 e
1 2 4 8 16
1 2 4 8 16

Ha egy sorozat k-adik differenciasora csupa egyenld szdm, akkor azt k-adrendd szdamtani sorozatnak mondjuk. (Ha
egyik differenciasora sem all csupa egyenls szambol, akkor a sorozat nem szamtani.)

Ha egy (B) sorozathoz ismerjiik, azt az (A) sorozatot, melynek (B) differenciasora, akkor konnyd a (B) sorozat
tagjait Osszegezni, hisz

b1—|—b2+...—|—bn,1—|—bn:(GQ—G1)+(G3—G2)+...+

+(an — an-1) + (nt1 — an) = any1 — a1,

tehat a differenciasor elsé n tagjanak O0sszegét az eredeti sor n+1-edik és kezd§ tagjanak kiilonbsége adja meg. Ha a
(B) differenciasorozatot és még aq-et ismerjiik, akkor ismerjiik az (A) sorozatot is:

(7) Gnt1 =01 +by + ...+ by.

Cikkiink elsé részében tulajdonképpen azt lattuk be, hogy aff) sorozatok v-edrendd szdmtani sorozatok.

+v n—+v n+ov—1
. i. tudjuk (4)-b6l, h (1) — (" — 1, 2, 3,... A (6)-bol nyerhets - -
U. i. tudjuk (4)-bdl, hogy a,; vil) n , 2, 3, (6)-bo6l nyerhets vt 1 vt 1

-1
(n v ) képlet alapjan ennek differenciasorai igy irhatok egymaés ala
v

() C0) 02 ()
(076 67 ()

() ) (30) (5 -
() () () ()

1 1 1 1...

l
Tehat a v+1-edik differenciasora csupa 1-esbdl all. Ha <Z j: i)) -t rovidebben (k) -val jeloljik (I = k, k+1, k+2...)

kimondhatjuk, hogy 1) €8y pontosan k-adrendd szamtani sorozat tagjait szolgaltatja.

Ezek a sorozatok példak akarhanyadrendd szamtani haladvanyra. Az is konnyen lathato, hogy szamtani soroza-
tok Gsszege is szamtani sorozat, és pedig legfeljebb annyiadrendi, mint a legmagasabbrendt 6sszeadandé. Sorozatok
Osszegének a differenciasora ugyanis az egyes sorok differenciasoraibol adédik ssze, egy k-adrendd szamtani sorozat
differenciasorai pedig a k + 1-edikt6l kezdve csupa 0-bdl dllnak, igy az alacsonyabbrendid szamtani sorozatok differen-
ciasorai az ismételt differenciaképzés kozben kiesnek. Egy szamtani sorozat tagjait egy szammal végigszorozva szintén
szamtani sorozatot kapunk, ugyanannyiadrendiit, mint az eredeti sorozat. Igy a mar ismert szamtani sorozatokbol sok
ujabbat képezhetiink. Kérdés most, mit tudunk mondani egy tetszéleges k-adrendd szamtani sorozat szerkezetérsl?

Jeloljik egy tetszGleges k-ad rendi szamtani sorozat n-edik tagjat ag’c)—val. Az els6rendi (kozonséges) szamtani

sorozatnal két kezdStagbol agl), aél), egyértelmiien meghatarozhatjuk az egész sorozatot. A sorozat allandé kiilonbsége

u ; n _ @
gyanis az as a;,’, s igy
all) = agl) +(n— 1)(@&1) — agl)).
Ugyan hany egymasutan kovetkezs taghol lehet meghatarozni egy k-adrendd szdmtani sorozat tovabbi tagjait? Egy
méasodrendiinél ehhez 3 tag kell: a§2), aé2), aéz), ugyanis az els6 differenciasor elsérendii szamtani haladvany, mely els6
két tagjabol mér egyértelmiien meghatarozhato, ez a két tag pedig a masodrendd sorozat harom tagjabol kiszamithato:
(2) (2) (1) (2) (2) (1)

ay’ —ay’ =a;’, as’ —ay’ =ag’ .

Viszont tudjuk, hogy barmely sorozatot elsérendi differenciasora és kezdGtagja egyértelmiien meghatarozza.



Az els6rendii szamtani sorozatnal 2, a masodrendiinél 3 kezdGtag kellett a sorozat teljes és egyértelmd meghataro-
zésdhoz. Varhato, hogy egy pontosan k-adrendd szamtani sorozatnél ehhez az elsé k + 1 tag kell. Valoban képezziik
rendre az egyméasutani differenciasorokat:

o9 (k) oo (k) (k)

as a;’ ... Apq
agk—n aék—l) agk—n o a](f—l)
agkfz) aékﬂ) aékiz) e a,(ck:f)
agl) .o aél)
o

Mivel feltettiik, hogy az elsé sorban szereplé k + 1 szam k-adrendd szadmtani sorozatot alkot, a legutolsé differenciasor
tagjai mind egyenlgk:

N R B )

Ez a differenciasor és az els6 tag (7) alapjan egyértelmten megadja al(-l)

t, és igy tovabb visszafelé egyértelmien meghatarozhatjuk végiil az al(-k) sorozatot. Tehat tényleg elég egy k-adrendd
szamtani haladvany teljes és egyértelmi megadéasdhoz k + 1 kezdStag. Mivel lehetséges, hogy a megadott k + 1 szam
véletleniil egy k-nal alacsonyabbrendd szamtani haladvanyban van, pontosan igy fogalmazhatjuk eredményiinket: £+ 1
tag egyértelmien meghatdroz eqy, legfeljebb k-adrendd szamtani sorozatot. Ha pl. k + 2 tagot vennénk fel tetsz6legesen,

akkor a haromszog k + 1-edik soraban 2 tagot kapnank:

-et, (i =1,2,3,...), ez meghatarozza a?.

7

ag1)7 agl)7 agl)7

RUNEC)

Ezek altalaban nem lennének egyenlSk. Ha pedig ago) #* aéo), akkor a k42 szam nem lehet k-ad vagy alacsonyabbrendi
szamtani sorozat egy részlete. k + 2-nél tobb szam persze még kevésbé biztos, hogy egy legfeljebb k-adrendd szamtani
haladvanyhoz tartozik, hiszen ekkor a haromszog utolsé soranak még tobb elemét kapjuk. Ha meg k vagy annal kevesebb
tetszbleges szamot akarunk kiegésziteni egy, pontosan k-adrendi szamtani sorozattd, akkor a haromszog k + 1-edik
sordba mar egyetlen elem sem keriil, s igy azt tetszélegesen valasztva, fel lehet épiteni egy szamtani sorozatot. Ekkor
tehat sok megoldasa van a feladatnak.

l
Okoskodasunk kezdetén érdemes volt beszélni az (k) (l=k, k+1, k+ +2, ...), alakua speciélis szamtani halad-

vanyokrol, mert ezekbdl barmely szamtani haladvany felépithets. Ugyanis igaz, hogyha ag“) egy tetszbleges k-adrendi
szamtani sorozat n-edik tagja, akkor

-1 -1
(8) a;’“):a0+a1 " 4+ .. 4oy "
1 k
(n=1,2,...)

l
ahol aq, g, ..., ap n-tol fiiggetlen allandok. (Itt, ha | < k, akkor <k> 0-t jelent.) Az egyes szamtani haladvanyok

pusztan abban kiilonboznek, hogy ezen a;-k mas szamok. Egy pontosan k-adrendi sorozatnal oy # 0.
(8)-at teljes indukcioval bizonyithatjuk. Ha k = 1, az els6rendd szamtani sorozat altalanos tagja

-1
asll):CYO‘f'al(n_l):aO‘Fal(nl ) (n=1,2,...),

ap és a1 pedig a szamtani sorozat kezdGtagja és differencidja. Most tegyiik fel, hogy (8) helyességét mar belattuk az

I — 1-edrendii sorozatokra: tehat, a konstansokat a1, ae, ..., ag-lel jeldlve
-1 -1
9) ag,lfl):al—i—ag mn +... 4o m
1 -1
(m=1,2,...).

O]

7

Hatarozzuk meg l-edrendd szadmtani sorozatunkat a
(7) alapjan

-t kezdGtagjaval és elsérendd differenciasoraval.

) =al +al™V a4y al),



Az aEl_l) sorozat (I — 1)-edrendd szamtani sorozat, s igy eléallithato (9) alakban. m helyett rendre 1, 2, 3, ..., n—1-et
irva kapjuk ag)—re, hogy

a§j>_a§”+a1<n—1>+a2[(2>+<D+@+...+ +<”;2)]+...+
() ()2 GED)

A szogletes zarojelben levs Osszegeket az el6z6kben bizonyitott (6) Gsszefiiggés segitségével sokkal egyszertibb alakra
hozhatjuk. Altalaban vegyiink egy ilyen alaku Gsszeget

()= () () =+ ()
+ + + ...+ .
r r r r
Ennek egy tetsz6leges (p) tagjara (6) szerint
T
p\_(p+1\_ [ p
r r+1 r+1)
Sorra i, i+ 1,7+ 2, ..., j-t irva p helyére a fenti Gsszeg igy irhato
1+1 i n 142 n 141 n i+3
r+1 r+1 r+1 r+1 r+1
1+ 2 |+ 1 j 4+ 1 j
- o+ (! (T =T ).
r+1 r+1 r+1 r+1 r+1

Ebbdl a fenti 6sszeget megkapjuk, ha i helyett 0-t, j helyett n — 2-t, r helyett pedig rendre 1, 2, 3, ..., [ — 1-et tesziink.
Ekkor az 6sszes kivonandébol 0 lesz, s igy a zardjelekben sorra

n—1 n—1 n—1
9 , 3 e ;
n—1 n—1 n—1
a£f>=a§”+al( 1 >+a2( 2 )+a3( 3 >+
1

all, vagyis

tehat agl)—et kell ap-nak valasztani, s akkor megkaptuk ag) vart elGallitasat. Ezzel bebizonyitottuk (8)-at.

Az o~k meghatarozasa az elsé k + 1 tag ismeretében egy egyenletrendszer megoldasara vezet, amit azonban kénny
megoldani, mert az egymasutéani egyenletekben mindig csak egy-egy ujabb ismeretlen lép fel. Vegyiik pl. az 12, 22, 32,
4%, .. sorozatot. Konnyt belatni, hogy ez méasodrendd szamtani sorozat, tehat

-1 —1
a%2>=n2=ao+a1(n1 )*az(n2 )

alakban allithato el6. Véve az els6 harom tagot

12 = Qo,

1
22=a0+a1(1> = o + o,

2 2
32—0404-061(1) +a2<2> :a0+2a1—|—a2.
ag =1; ay =2 —aqp=3; a2:32—a0—2a1:2.

-1 n—1
21 4+3(" 2 .
n + 1 + 9

Ha valamely ! index utdn minden « nulla: ;41 = ... = o = 0, az els6 (k + 1) tag csak l-edrendd szamtani
haladvanyt hataroz meg.

Igy nyertiik a kovetkez6 azonossagot:



Legyen az agk), agk), agk), ...a,(f)

Qg+1, tehat
(k) n—1 n—1 n—1
Gy~ = aq + Qo 1 + a3 9 oo Qg k)

A sorozat egyre tObb tagjanak az 6sszegébdl allo sorozat egy k+ 1-edrendii szamtani sorozat, melynek az adott sorozat
a differenciasora. Illet6leg még egy 0-t kell az Gj sor elejére irnunk, mert kiilonben differenciasora csak a mésodik tagtol
kezdve adja ki az eredeti sort.

, -..az adott sorozat, a (8) szerinti el6allitdasban a konstansok ai, o, as, ...,

» . . . . . . k k k
Ez az els6 tag és a differenciasor mostmar meghatarozza az uj s; = 0, so = ag ), S3 = ag ) + aé ), ceey Sptl =

agk) + agk) +...+a® k+ 1-edrendi szamtani sort.

Keressiik most meg ennek a (8) tipusu elGallitasat. A fenti teljes indukcios bizonyitas ehhez szintén ad segitséget,
ugyanis ha megnézziik, azt is mutatja ez a bizonyitas, hogy egy sorozathoz tartozo konstansokat, ha a differenciasor
konstansait mar ismerjiik, gy kapjuk, hogy ugyanezeket vessziik, csak még eléjiik irjuk elsének az adott sor elsé tagjat.
Mivel esetiinkben ez 0, igy a szamtani sorozat Osszegét igy kapjuk:

k k n n n
(10) sni1 =ai” +al? 4. +a) —0‘1<1) +a2<2> +"'+o‘k+1<k+1),
ahol aq, o, ..., g1 az Osszegezendd sor (8) tipust elGallitasdhoz szitkséges allandok.

Szamitsuk ki példaul eredményiink segitségével az els6 n szam négyzetdsszegét. Lattuk, hogy a négyzetszamok

-1 -1 .
sorozata masodrendii szamtani haladvany. Tagjai n? = 1 + 3(n 1 ) + 2(n 9 ) alakban allithatok els. Igy (10)

9 9 2, (7 n n\ _
Spp1=12422 4. 402 =1 (1)+3<2>+2(3)

(n—1) +2n(n—1)(n—2) _ nn+1)2n+1)
1-2 1-2-3 6

szerint

=n+ 3”
vagy ha felbontjuk a zarojeleket

1 1 1
sn+1:§n3+§n2+gn (n=1,2,3,...)
Ez a harmadrendd szamtani sorozat és nyilvan barmely masik is éppen harmadfoku polinomkifejezéssel allithato eld.
Erdekes, hogy annak ellenére, hogy az egyiitthatok tortek, a kifejezés jelentése szerint a polinom értéke minden pozitiv
egész értéknél egész értéket vesz fel.



