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Folytatom az els6 kézleményben mér megpenditett, termékeny gondolatnak — a korre valo titkrozés fogalméanak
a kiaknazasat. Az egyenesre vald tiikrozéssel 6sszehasonlitva fogjuk végigvizsgélni a korre vald tiikkrozés sajatsagait.
Hogy a tiikrozo tengely szerepéhez hasonlé szerepet jatszo, G. n. vezérkdér sugarédnak a hosszat ne kelljen mindig kiilon
megmondani, valasszuk a tavolsdgmeérés egységének, s legyen a vezérkor allando jelolése o. Ha a targypontot X-szel
jeloljiik, X' jelolje a képét. Az egységsugart vezérkor folytan

O0X -0X'=1, vagyis OX' =1/0X.

Tehat a kép O-t0l valo tavolsaga a targy O-t6l valo tavolsaganak reciprok értéke; a pontot a képével 6sszekots egyenes
Az egyenesre valo tiikrozés a targgyal egybevago képet 1étesit. De azt még tegyiik hozza, hogy a targy koriiljarasi
menetét a tiikrozés a képen ellenkezore forditja. (Az oramutaté a tiikorképen visszajara forog). A [ tikrozés™-t a
geometria megfordithaté fogalomma tagitja, mert ha X pontnak X' a tiikdrképe, akkor azt mondjuk, hogy az Y = X’
pontnak az Y’ = X pont a tiikérképe. A targy és kép megfordithato szerepe a tiikrozés egyik lényeges sajatsaga.

10. abra

Most tekintsiik a ¢ korre valo titkrozést, a kozonséges tiikrozés fenti tulajdonsagait koveti-e? Konnyd réla meg-
gy6z6dni, hogy az egyenes vonal a képen elgérbiil. (Erre még visszatériink). Ezért a kép nem ,hiiségesen” tiikrozi a
targy sajatsagait, hanem torzit. Azonban a targy és kép folcserélhetGsége ezt a tiikrozést is jellemzi és ez éppen az
OX - OX' =1 egyenl6ségben jut kifejezésre.

Az egyenesre valo tiikrozés esetében a sik barmelyik pontjanak van képe és olyan pont is van — a tiikr6z6 egyenes
pontjai azok — melyik egybeesik a képével. Az ilyen pontot fixpontnak nevezziik; ezzel utalunk arra, hogy a targypontot
nem mas pontra cseréli at a tiikkrozés, hanem & maga a képe is.

A o korre valo tiikkrozés esetében, az O pont kivételével, ugyancsak mondhatjuk, a sik barmely pontjanak van
képe. Az O pontnak nincs képe. Mert O = X esetében OX = 0. Ha barmely OX' tavolsag 0-szorosat vessziik is, 0-t
nyeriink, nem pedig az 1-et. Szoktuk ezt Ggy is mondani, hogy ha a pont egy egyenes mentén az O ponthoz tart, a képe
ugyanazon az egyenesen tavolodik és mire a targypont az O-ba érkezik, a képe kifut a végtelenbe. Egyeldre dvatosan
banjunk ezzel a kifejezéssell (A matematika nem tiri a szavakkal valo jatékot. Csak olyan szavakat és kifejezéseket
hasznal, aminek élesen és félreérthetetlentil fogjuk az értelmét). A korre valé tiikrézésnek is vannak fixpontjai, a tiikroz6
korvonal pontjai azok; kiilonben a ¢ kor bels§ pontjainak kiilsg, kiils6 pontjainak belsé képpontok felelnek meg. Mar
ez a sajatsag onmagaban is figyelmeztet a torzuldsra, hiszen a véges bels6 tartoméanynak a végtelen kiils6 tartoméany
a képe.

Az egyenesre valo tiikrozéshez konnyen csinalhatunk olyan alakzatot, amelynek a tiikorképe 6nmaga. A tiikr6zé ¢
tengely Z és Z’ felsikokra bontja a sikot. Vélasszunk tetszéleges alakzatot a Z felsikon és forrasszuk egybe a Z’
félsikon keletkezett képével.
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'Ez nem az a tiikrozés, ahogyan a kor helyére tett gombtiikor tiikrézne, mert ha a kor dombort részét képzeljiik tiikornek, akkor a
targytavolsagra és képtavolsagra 1/t+1/k =1/(0X —1)+1/(0X'—1) =1/(0X -1)+1/(1/0X —-1) = 1/(0OX - 1)+ 0X/(1-0X) = —1;
ha pedig a hats6 homoru feliiletet képzeljiik tiikornek, akkor 1/t +1/k =1/(0OX +1)+1/(1/OX + 1) = 1. Mindkét képlet az r — 2 sugart
gomb tiikor képalkotasanak felelve meg. Ramutattunk azonban elsé kozleményiinkben azokra az analogidkra az egyenesre valo titkrozéssel,
amik indokoljak mégis a ,tlikrozés a korre” elnevezést.



11. dbra

Nyilvanvald, hogy az Gsszetett alakzatnak onmaga a képe. De nem &ll mégsem csupa fixpontbol, mint a ¢ tengely.
Az abra alakzatanak C pontja fixpont, C = C’ de a P pontja mar nem fixpont, P’ # P . Azonban az alakzat barmely
pontjénak a képe ugyancsak pontja az alakzatnak. Az ilyen alakzatot invaridns alakzatnak nevezziik. Az abra a = o’
egyenese, mely a t-re meréleges, invarians egyenes. Azok, de csakis azok a korok, melyeknek a kdzéppontja a ¢ tengelyen
van, invaridns korok.

A felsorolt fogalmaknak megvan a megfelelGje a korre valo tiikrozés esetében is. A Z és Z’ most jelentse a
tiikkrozd o kor belsd és kiils§ tartomanyat. Valasszunk belsd alakzatot és forrasszuk egybe a képével, a képe nyilvan
kiilsé alakzat. Igy invarians alakzatot nyeriink. A o kort derékszoghen metszé kor és az O ponton dtmend egyenes
invarians kor és invarians egyenes. (Az V. pontban a tiikrozés fogalmanak a korre valo tiikkrozéssé tagitasa, éppen az
invarians kor segitségével sikertlt).

VIL

Szerkeszthetiink olyan miiszert is, amely automatikusan megrajzolja barmely alakzatnak a korre valo tiikkorképét. A
miszer nagyon szellemes és egyszeri. Csukldsan 6sszekapcsolt rudakbol all. Egyik pontjat végig vezetjiik a targyalakzat
pontjain, azaz leirjuk vele a targyalakzatot. A leir6 mozgast a csuklos szerkezet atveszi és egy més pontja éppen a
képalakzatot leir6 mozgassal kdveti.

12. dbra

En most olyan feladatokat sorolok fel, hogy a megoldasuk folyaman magatok igazolhatjatok, hogy a 12. abran
lathato szerkezet egy ilyen miszer.

8. feladat. Bizonyitsatok be, hogy az w-t6l nem fiigg az OX - OY szorzat. Vagyis az dbra OA = OB = a,
AX = BX = AY = BY = b rogzitett méretezése mellett az w még szabadon valtoztathato, de az OX - OY szorzat
csak az a és b-tdl fiigg.

9. feladat. Rogzitendd a 13. és 14. abra OA = OB = a, AX = BX = AX' = BX' = b, QX = r méretezése, az O
és a @ pont, akkor még az A, B, X, X’ pontok mozoghatnak. Bizonyitsatok be, hogy ha X egy k kort ir le, akkor az
X' kort vagy egyenest ir le.
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13. dbra 14. dbra
Kort ir le, ha k nem megy at a rogzitett O ponton; egyenest ir le, ha k atmegy az O-n.

E két feladatbol nyilvanvalo, hogy a 12. abra valoban egy kivant tulajdonsagu szerkezetet mutat. Hat lapos rad
csuklos Osszekapcesolasa. Az O pontjat rogzitve, X a targyiropontja és Y a képird pontja. Egyben bebizonyitottatok,
hogy ennél a tiikrozésnél a kor tiikorképe kor vagy egyenes.

10. feladat. Bizonyitsatok be, hogy ha az X pont szoget ir le, az Y pont vele egyenlé szoget ir le.

Természetesen a szoget most a mar mondott, tadgabb értelemben vessziik, vagyis akar gorbék metszéspontjaban a
gorbék alkotta szog is lehet.

A felsorolt harom feladatban éppen a korre vonatkozoé tiikdrkép jellemzd tulajdonsigai bontakoznak ki. A csuklos
szerkezettdl fiiggetlenitve is kifejezziik ezeket a tulajdonsagokat.



Mondottuk méar, hogy a kép torzitva mutatja a targyat, s a 9. feladatban fejez&dik ki a torzitds modja. Nevezetesen
az egyenes a képen korré gorbiil. Mar a II. pontban emlitettiik, hogy a kordk kozé besorolhatjuk az egyenest is; azt
mondjuk, hogy az egyenes végtelen nagy sugard kor. Ennek a felfogdsnak az a haszna, hogy a 9. feladat tartalmat
egyetlen atfogd tételbe strithetjiik. A kdrre vonatkozo tikrozés kértarto leképezés. Ami azt jelenti, hogy kornek kor a
képe.

Ha mégis részletezni kivanjuk a tétel tartalmat az egyenes szempontjabol is, akkor tegyiik hozza a kovetkezs
megjegyzést. Az egyenes képe a vezérkor kozéppontjdin dtmend kor és a vezérkor kozéppontjan dtmend kér képe egyenes.

A 10. feladat tartalmét még a kovetkezd tételben is ki lehet fejezni. A kdrre vonatkozo tikrozés szogtarto leképezés.

Ebbdl a szogtartasbol a kép torzitdsanak egy kiilonos sajatsagara kovetkeztethetiink. Legyen az ABC' tetszéleges
haromszognek A’ B'C’ a képe. A képharomszog oldalai a mondottak szerint korivek, mégpedig a vezérkor kézéppontjan
atmend harom kornek egy-egy ive. E kdrharomszog szogei o' 8 ' a targyharomszog szogeivel, azaz rendre az o, 3,
~-val egyenl6k. Az A'B’C’ hirharomszog szogei az o, 8%, v* altalaban masok. Azonban, ha az ABC haromszog
oldalai nagyon kicsinyek a vezérkorhoz képest, akkor az A’ B’C’ htirharomszog oldalai is, meg az A’ B'C’ kérharomszog
oldalai is nagyon kicsinyek. S6t az A’B’ iv és A'B’ htr ,majdnem” egybevag, hasonloképpen a maésik két oldalra is
mondhatjuk. Tehat a korharomszog a hozzatartozé hirharomszoggel ,majdnem” egybevagd, amibél kovetkezik, hogy

a=a", =6 y=7"

szogegyenldségek is ,majdnem helyesek”. Eszerint az ABC térgyharomszog és az A’B'C’ képharomszog ,majdnem
hasonl6.”

15. dabra

Minél jobban zsugorodik a targy haromszog, annél inkabb valik ,pontossd” a ,majdnem”. Szokas ezt Ugy is mon-
dani, hogy a korre vonatkozé tiikrozés kicsinyben hasonldsdg, s6t az ilyen leképezése kiilon miisz6 is van: konformis
leképezés. (Persze itt csak roviden és egész pontatlanul mondtunk el valamit, ami a matematika nyelvén pontosan is
megfogalmazhato6 és aminek a mondottak a szemléletes magja.)

Ezzel kapcsolatban is emlitek egy feladatot, de nem a korre vonatkozd tiikrozés fogalma, hanem a gorbevonala
idom fogalma miatt.

Tekintsiik az olyan korharomszogeket, amelyeknek az oldalait szolgaltatd teljes korok hatvanypontja mindharom
korhoz képest kiilsg pont. Az ilyen kérharomszogrol szol a kovetkezs feladat.

11. feladat. Bizonyitsatok be, hogy a kétszer domboru egyszer homor, ill. a kétszer homord egyszer domboru
kérharomszog szogeinek Osszege nagyobb ill. kisebb 180°-nal. (16. abra.)

16. dbra
VIIIL.

Megjegyzem még, hogy a korre vonatkoz6 tiikkrozést a korre vonatkozoé inverzionak is, valamint reciprok radiuszok
szerint valo leképezésnek is nevezik, a bemutatott miszert pedig inverzornak. Kezdetben azért nem hasznéltam eze-
ket az elnevezéseket, mert éppen a tikrozés sz6 gondolatot ébresztd erejét akartam kiakndzni. Lathattatok, hogy a
matematikdban az elnevezés szerencsés megvalasztdsa mennyire lényeges szerepet t6lt be. Hasonléképpen a jeldlés, az
irasmod alkalmas megvalasztésa is termékenyen hat a matematikai gondolkodésra. Elég arra hivatkoznunk, hogy a
tiz jeggyel s helyi értékkel valé mai irasmoédunknak koszonhets, hogy ma az iskolas gyermek is tobbet tanul és tud
szamtanbol, mint amennyit ennek az irdsmodnak az elterjedése el6tt az egyetemen tanitottak.

Most pedig bemutatom, hogy az inverzi6 az alkalmazasok terén is hasznosnak mutatkozik. A kutatasnak, a szer-
kesztésnek, a bizonyitasnak is termékeny eszkoze. Azt hiszem egyetlen példa és néhany kitiizott feladat is megmutatja
az inverzi6 alkalmazasanak modszerét és értékét.

Az ABC haromszoghoz két kort irjunk tgy, hogy az egyik az A, a méasik a B ponton haladjon at és az egyik kozos
pontjuk az AB egyenesen legyen.



17. dabra

A 17. abran az e és f korokrdl és a G pontrol van szd. Az e kor az AC egyenest, f a BC egyenest még az F, illetve
az F pontban metszi és a mésik k6zo6s pontjuk a D.

A hurnégyszog, de csak a harnégyszog jellemzd tulajdonsiga az, hogy a négy szoge koziil két szemkoztesnek az
Osszege 180°. Ezen az alapon egyrészt o = 1, w = w; masrészt — ebbdl az w + ¢ = wy + 1 = 180° miatt — az
EDFC hurnégyszog volta kovetkezik. Az abran g-vel jeloljik az EDFC koré irt kort. Minthogy F, F'; C pontok mér
meghatarozzak a g kort, a kovetkezd kiilonos tételre talaltunk.

Ha az e, f, g korék rendre dtmennek az A, B, C pontokon és aze, f; f, g; g, e pdarok eqyik kézds pontjdin rendre
dgtmennek az AB = ¢, BC = a, CA = b egyenesek, akkor a hdrom kérnek van kézos pontja (a D pont).

A korre valo tiikrozéssel ebbdl a kiilonos tételbsl egy altaldnosabb tételre taldlunk, melynek ez a tétel csupan
kiilonds esete.

A 17. abra sikjan valasszunk olyan p vezérkort, melynek a kézéppontja az dbra vonalaira ne illeszkedjék. A o korre
valo tiikrozés nem csak a koroket, hanem az a, b, ¢ egyeneseket is korré alakitja, mégpedig olyan koérokké, melyek
atmennek o kor kozéppontjan. Igy az a, b a b, e, az e, f az f, a korok egy-egy metszéspontja a ¢ korre esik. Olyan
képet nyeriink, mint a 18. dbra hat koérbél all6 konfiguracioja.

18. dbra

Forditsuk meg a dolgot. Irjunk 6t kért dgy, hogy az a, b, ¢; b, ¢, €; ¢, e, f; f, ¢, a korhdrmasoknak legyen kozis
pontja. Azt dllitjuk, hogy az a, by b, e; e, f; f, a korpdrok mdsik kézos pontja egy hatodik kéron sorakozik (a 18. dbra
g korén.)

A bizonyitast a fenti megjegyzés szinte diktalja. Az I kozéppont koré olyan vezérkort irjunk, mely metszi az a, b,
c koroket, (ez a metszési kikotés csak annak lényeges, aki rajzon kiséri a mondanivalonkat.) E korre valo tiikrozés az
a, b, ¢, koroket egyenessé alakitja; (nevezetesen az a, o; b, 9; ¢, o korparok hurjai képviselik a szoban forgd egyenesek
egy-egy szakaszat.) A d, e, korok képe azonban ugyancsak kor lesz.

Tehat a tiikdrkép olyan konfiguracio, mint amilyen a 18. dbran az a, b, ¢, e, f vonalak konfiguraciéja. Minthogy a
tiikkorképen a C, F, D, FE pontok egy g korén vannak — a fentebb levezetett tétel szerint — tehat az inverzié kortarto
volta miatt, a 18. d4bran szerepls targyalakzaton is egy koron kell a C, F'; D, E-nek sorakoznia.

A bemutatott kutatd modszer”, valamint a ,bizonyitési eljaras” lényege a kovetkezs. Egyenesre szold kiilonos
allitast, alkalmas inverziéoval korokre is érvényes allitassa tagitjuk. Hasonld szellemben bizonyos, korre vonatkozo szer-
kesztési feladatokat egyszeriibb, egyenesekre vonatkozo feladatokra valé visszavezetés kozvetitésével lehet megoldani.

Kitizott feladatok.

Bizonyéra tudjatok mar, hogyan lehet két egyenest érinté és egy ponton atmend, illetleg két egyenest és egy kort
érint6 kort szerkeszteni. Ezeknek is hasznat vehetitek a kovetkezs feladatok megoldaséaval.

12. Adva van, harom kor, melynek egy k6zos pontja van. Szerkesszetek kort, mely a harom megadott kort érinti.

13. Adva van harom kor, melyek koziil kettének van kézos pontja. Szerkesszetek kort, mely mindharom kort érinti.

14. Tetsz6legesen megadott harom korhoz szerkesszetek érintd kort.



15. Fejezzétek ki az (x,y) pont x> + y* = 1 korre vonatkozé tiikorképének, (z’,y')-nek a koordinatait az z,y
segitségével.

16. Hatéarozzatok meg az ellipszisnek, a hiperbolanak a f6korre vonatkozo titkorképét, (egyenletét).

17. A parabola cstcspontja koré irjatok a fokuszon atmend kort. Tiikrozzétek a parabolat erre a korre nézve
(egyenlet!).



