A primszamok szamérol mar tudtok egyet-mast. Tudjatok azt, hogy végtelen sok primszam van, melyek nem is
tal ritkdn helyezkednek el, hiszen reciprok értékeik Osszege tetszbleges nagyra felnShet, ha elég sokat adunk Gssze
belsliik, mig pl. a négyzetszamok reciprokértékének 6sszegére ez nem igaz — ki lehet mutatni, hogy ez utébbi sohasem
lesz nagyobb 2-nél. — Az ellenkez6 oldalrdl is tudtok valamit. Az z-nél nem nagyobb primszamok szamat a 7(z)-

X X
szel jeloltétek, és megmutattatok, hogy a m(z) < B ha z > 8 és w(x) < 3 ha x > 33. Ezt masképp nagyjabol

ugy fogalmazhatjuk, hogy ha elég messze megyiink a szamsorban, akkor atlagban a szamoknak legfeljebb a fele, s6t

()

legfeljebb a harmada lehet primszam. Ennek a fogalmazasnak jobban megfelel, ha a 7(x) helyett ) et vizsgéljuk. Az

T
1 1
el6bbiek z-szel osztva igy irhatok: ha = > 8 illetve x > 33, akkor M < —, illetve M < 3 Utobbi bebizonyitasara

azt hasznaltuk fel, hogy 6 egymasutani egész szam koziil a harmadgjésziik, 2 relativ pfim a 6-hoz, és primszamok csak
ezek lehetnek, meg még 6 primosztoi: 2 és 3. E primosztok némi nehézséget okoztak, amit azzal lehetett kikiiszobdlni,
hogy kerestetek 6 egymasutani szamot (33, 34, 35, 36, 37, 38 voltak ilyenek), amelyekre mar fennall az egyenl6tlenség.
7(z)
x

Ha ezzel a moédszerrel probalnank kimutatni, hogy

1 1
valahonnan kezdve Z—nél,vagy g—nél is kisebb, akkor elGszor

1 1
is egy olyan a szamot kellene keresni, hogy barmely a egymasutani szam koziil ezeknek legfeljebb e illetve — része

legyen a-hoz relativ prim. Ilyen szam van is, mégpedig 210, illetve 30 030 a legkisebb. Ez azonban azt jelenti, hogy 210,
illetve 30030 egymaéasutani szamot kell keresni, melyekre mindre igaz a bizonyitand6 egyenlGtlenség, ami nehézkessé
teszi az eljarast, pedig altalaban igaz, hogy ha akarmilyen kicsiny ¢ szdmot adunk is meg elég nagy x-t6l kezdve mindig

@ < ¢, vagyis & béarmilyen kis szamnal kisebb lesz, amint x-et elég nagynak valasztjuk.

Megproébalhatjuk az elbbi gondolatot kicsit méasképpen felhasznalni. Eddig az x-ig terjeds egész szamokat a egy-
mésutdni szambol 4ll6 csoportokra osztottuk fel és egy-egy ilyen csoportban néztiik, hogy hany primszam lehet.
Valaszthatnénk az a-t akkorédnak, bogy az a-ig terjeds egész szamok kozt legyenek az x-ig terjed6k mind; pl. valaszt-
hatnank, ha most x egész szdm, a-nak magat az z-et is. Jeloljiikk x egymasutani egész szadm kozt az z-hez relativ primek
szamat ¢(x)-szel, akkor 7(z) nem lehet nagyobb, mint ¢(x), hozzavéve még x kiilonbdz8 primosztoinak szamat, mert
ezek primszamok, azonban z-hez nem relativ primek. Ez azonban nem mindig ad j6 becslést 7(z)-re, mert, ha példaul
2 = p primszam, akkor, mivel p egymaés uténi szam kozott p-nek csak egy tobbszorose fordul eld, igy ¢(p) = p—1, ehhez
jon még x kiillonb6zé primosztéinak a szdma, ami most 1, tehat egy p primszamra nézve csak a kovetkezé magatoél
értet6d6 egyenl6tlenséget kapjuk

Tp)<(p-1)+1=p
(az els6 p szam kozott nem lehet t6bb primszam, mint ahany szdm van). a-nak azonban nem kell magat x-et valasz-
tanunk. Ha talalunk egy z-nél nagyobb szdmot, melyhez kevés a hozza relativ primek szama, akkor elény6sebb lesz
azt valasztanunk. Els6 feladatunk tehat, egy szdmhoz relativ prim szamok szaméat, az ugynevezett ,Euler-féle o(n)
fiiggvényt” kozelebbrsl megismerni.
*

Az n egymésutani szam kozill az n-hez relativ prim szamok szamat jeloltiik igy. Els6 kérdés, hogy ez a o(n)
fliggvény nem fiigg-e attol is, hogy hol vilasztjuk ezt az n egymasutani szamot? Legyen n egymés utani szam

a, (a+1),...(a+n-1),

és ugyanigy
(a+1),...(a+n-1), (a+n).

Ha bebizonyitjuk, hogy mindkét sorozatban ugyanannyi n-hez relativ prim szdm van, akkor, mivel egyenkénti
seltolassal” barmely egymasutani n szamig eljuthatunk, barmely egymas utani n darab egész szdmra ugyanaz lesz a
©(n) érteéke is.

Tekintettel arra, bogy az (a+ 1), ... (a+n — 1) szamok a két sorozatban megegyeznek, csak azt kell belatni, hogy,
ha az a és (a+n) szdmok valamelyike n-hez relativ prim, a masik is az lesz. Ennél azonban t6bbet fogunk bizonyitani;
azt, hogy a és n legnagyobb kozds osztdja ugyanaz, mint (a + n) és n-é, vagyis (a, n) = (a + n, n).

Ugyanis a-nak és n-nek minden osztoja igy a legnagyobb, kozos osztojuk is osztoja (a + n)-nek, mésrészt a =
(a+n) —n felirasbol kovetkezik, hogy viszont (a +n) és n minden osztdja, tehat legnagyobb kozos osztojuk is osztoja
a-nak, ami azt jelenti, hogy

(a, n) = (a+n, n).

Legegyszeriibb tehat a ¢(n) fiiggvényt tgy értelmezni, bogy az n-ig terjedd pozitiv egész szamok kozott az n-hez
relativ primek szamat jelenti.

Hogyan lehet most mar a ¢(n) fliggvényt kiszamitani? Kezdjiik a legegyszertibb esettel. Ha n = p primszam, akkor
hozza az 1, 2, ... (p — 1) szdmok mind relativ primek, csak maga p nem az, igy ¢(p) = p — 1. Nézziik meg most egy
primszam hatvanyat. p“-hoz csak a p-vel oszthaté szamok nem relativ primek, tehat p, 2p, ..., p* p, s ezek szama
p*~ L Igy p(p®) = p* — p®~ 1. Amit igy is irhatunk:

(1) e(p*) =p*'(p—1) =p* o(p).



Legyen most p és ¢ két kiilonboz6 primszam, és keressiik o(p - ¢) értékét. Irjuk fel 1-t6l p - ¢-ig a szamokat, a
kovetkezGképpen:

1, 2, ... , p—1, P,

p+1, p+2, ...... , 2p—1, 2p,
(q_2)p+17 (q_2)p+27 """ ) (q_l)p_la (q_l)pa
(¢-Up+1, (¢-1p+2, ...... : qp—1, qp-

Az els6 sorban nyilvanvaloan ¢(p) szamu p-hez relativ prim szdm van (az utolso kivételével mind az) — p(p) szam relativ
prim a p-hez a t&bbi sorban is, hiszen barmely p egymasutani szam kézott ¢(p) relativ prim szam van a p-hez. Kénnyen
belathatd, hogy ezek ugy helyezkednek el, bogy egy-egy oszlopban, vagy csupa p-hez relativ prim szam van, vagy egyik
szam sem ilyen. Emlékezziink csak vissza arra — amit fentebb bizonyitottunk —, hogy (a, n) = (a+n, n). Ebbdl n helyett
p-t téve azonnal kovetkezik allitasunk, mert egy-egy oszlopban egymdas alatt mindig, épp p-vel kiillénb6z6 szamok
kovetkeznek. Nézziik most, mely szamok lesznek g-hoz relativ primek. Ezt oszloponként lesz célszer megvizsgalni.
Tulajdonképpen csak azok az oszlopok érdekelnének, amelyben p-hez relativ prim szamok allnak, de nézziik egyel6re
mindegyiket. Az utols6 oszlopban azok lesznek relativ primek a g-hoz, melyekben p szorzdja g-hoz relativ prim, hisz
p-nek nincs koz0s osztoja g-val. Ezek a szorzok pedig az 1, 2, ... (¢ — 1), ¢ szamok. Koztik p(¢) = (¢ — 1) szamu
g-hoz relativ prim szam van. Maguk a p, 2p, ..., (¢ — 1)p, gp szamok nagyobbak az 1., 2., ..., ¢ — 1, ¢ szamoknal, egy
szempontbol mégsem kiilonbdznek téliik 1ényegesen. Ha elosztjuk Sket g-val, a maradék kozt az els6 ¢ szdm mindegyike
elsfordul. (Persze, akkor a maradék nélkiili osztas helyett ¢ maradékot irunk: p- g = (p — 1)g + q).

Miel6tt ezt belatnank, megjegyezziik, hogy ebbdl is kovetkeztethetiink arra, hogy hany g-hoz relativ prim szam van
az oszlopban. Azok lesznek a ¢-hoz relativ prim szamok, melyeknek az osztasi maradéka relativ prim a ¢-hoz. Legyen
ugyanis az a : q osztéas (egész) hanyadosa h, maradéka m, ez azt jelenti, hogy a = ¢ - h + m amibdl azonnal kovetkezik
allitasunk.

Ap, 2p, ..., (¢g—1)p, gp szdmokrol azt mutatjuk meg, hogy nem lehet koztiik kettS, mely g-val osztva ugyanazt a
maradékot adja. Ha ugyanis kp = gh1 + m és lp = qha + m volna, egyenl6 maradékkal, akkor (k — )p = (h1 — ha)q
kellene hogy legyen. De mivel p és ¢ relativ primek, ez csak ugy lehetne igaz, ha (k — ) t6bbszorose lenne g-nak. Ez
azonban kiilonbo6z6 k és [ esetén lehetetlen, mert mindegyikiik az 1, 2, .. ., (¢—1), ¢, szamok koziil valo, igy kiilonbségiik
legfeljebb ¢ — 1 lehet, és igy nem lehet oszthaté g-val.

A maradékok tehat mind kiilonbozdk, az 1, 2, ..., (¢ — 1), ¢ szamok koziil valok, és szamuk ¢. Ez pedig csak ugy
lehet, ha a maradékok kozott az 1, 2, ..., (¢ — 1), ¢ szamok mindegyike el6fordul és mindegyik csak egyszer.

Ebbdl a meggondolasbél konnyen kovetkeztethetiink az el6z6 oszlop g-hoz relativ prim szdmainak szamaéra is. Az
el6z6 oszlopban ugyanis minden szam eggyel kisebb, mint az utolsé oszlop ugyanannyiadik sordban allo, tehat g-val
osztva, eggyel kisebb lesz az osztas maradéka is. Ennek az oszlopnak a maradékai tehat a 0, 1, ..., (¢ — 1) szamok
lesznek (persze altaldban nem ebben a sorrendben). A 0 maradék azt jelenti, hogy a megfelel§ szam oszthaté g-val. Ezt
az osztast igy megint felirhatjuk, ha tetszik ¢ maradékkal is és akkor ebben az oszlopban is ugyanazok a maradékok,
mint az utolséd oszlopban, csak més sorrendben. A g-hoz relativ prim szamok szama is ugyanannyi ebben az oszlopban
is, mint az utolsoban volt, azaz ¢(q).

Ha most ismét a megel6z6 (végérsl harmadik) oszlopra tériink at, ott megint eggyel csokkennek a szdmok minden
sorban, és igy sz szerint megismételve a gondolatmenetet belathatjuk, hogy ebben is és mindegyik oszlopban ¢(q) a
g-hoz relativ primszamok szamall

Az el6z6ekben lattuk, hogy ¢(p) olyan oszlop van, melyben levé szamok p-hez relativ primek. Masrészt minden
oszlopban, tehat minden ilyen oszlopban is ¢(q) szam lesz relativ prim a ¢-hoz is, igy az els6 p- ¢ szam kozott o(p) - ¢(q)
lesz a p - ¢-hoz relativ prim szamok szama, vagyis o(p- q) = ¢(p)¢(q) = (p — 1)(g — 1).

Ebben a bizonyitdsban nem hasznéltuk ki azt, hogy p és g primszamok, csupan csak azt, hogy relativ primek.
(Akkor, mikor azt mondtuk, hogy a p, 2p, ..., (¢ — 1)p, gp szamok koziil azok és csakis azok relativ primek ¢-hoz,
melyekben p-nek a szorzdja relativ prim a ¢-hoz, meg mikor abbodl, hogy ¢ osztoja kell legyen (k — I)p-nek arra
kovetkeztettiink, hogy (k — [)-nek is osztoja kell legyen.) Igy ltaldban, ha P és Q tetsz6leges egyméashoz relativ prim
szamok (tehat altaladban nem primek), akkor is mindig igaz, hogy ¢(P - Q) = ¢(P) - ¢(Q). Ezzel azonban mar ki is
tudjuk szamitani a @-fliggvény értékét egy tetszéleges a helyen, hisz a-t fel tudjuk bontani paronként relativ prim
tényezdk szorzatara, tudniillik kiilénb6z6 primszamok hatvanyaira:

— X1 a2 Qn—1 «
a=pPy Py - Pp_1 'pn".

lMegmutatha,ttuk volna kozvetleniil is, hasonléan, mint az utolsé oszlopban tettiik, hogy barmelyik oszlopban két kiilénbdz6 szam
kiilonb6z6 maradékot ad g-val osztva. Ebb6l is kovetkeznék, hogy egy-egy oszlopban ¢(q) a g-hoz relativ prim szamok szama.



Igy lepésrél lépésre alkalmazva eredményeinket kapjuk, hogy

QD(G) =@ (p?l pSQ N pZZEl .pgn) —
= Pyt e () ==
= o) 9 ®3*) e (') e (i) =
o1 —1 Qp—1—1 a,—1

=p T = 1) P52 pa— 1) P (P — 1) po M pn — 1) =

=pt st T T (= D2 = 1) (a1 = 1P — 1),
A zarojeles tényezdk rendre o(p1), ©(p2), - -+ ©(Pn_1), ©(pn). Igy az utolso alakbol azt is kiolvashatjuk, hogy ha
a = p*b és b még oszthatd p-vel, akkor
(2) p(p“b) = pe(b)
(Felhasznéltuk, hogy, ha p,, kiilonbozik p1, ..., p,—1 torzsszamoktol, akkor (p‘f‘1 -ps3 .. .pii’ll,pf{") = 1és az (1)
7(x) ¢(a)

formulat.) Mivel azonban a értékérdl szeretnénk valamit tudni, inkdbb a —— értéke érdekel minket, amit pedig
a

X
a fenti egyenlGséghdl a-val valoé osztas utan kapunk:

a1—1, as— an—1—1_ o, —
Ty e T = D2 = D) (e — D — 1)
[ R N
(p1=Dp2—=1)...(po-1 —Dpn —1) _

P1P2 - Pn—1Pn B
(DD
P1 P2 Pn—1 Pn

*

Most térjiink vissza a w(z) fliggvényre. Azt mar tudjuk, hogy m(x) < ¢(z) 4+ (« primosztdinak szama).

Azonban — mint mar emlitettiik —, ha olyan z-et vesziink, amely primszam, vagy akar csak kevés primtényezGje
a

ela) értéke csupan a primoszto6itdl fiigg, azok

a
hatvanyaitol nem. — P1. 2310 = 2-3-5-7-11, 2309 primszam, és 2304 = 2% - 32. Nézziik most meg, mit tudunk mondani
e hdrom szam alatti primszamok szamarol.

van, akkor o(x) értéke igen nagy lesz. — Ez lathato abbdl is, hogy

m(2310) < ¢(2310) + 5 = (2)¢(3)(5)p(7)¢(11) + 5 =
=1-2-4-6-10+5 = 485;
7(2309) < (2309) + 1 = 2308 + 1 = 2309;
7(2304) < (2304) + 2 = p(2°) - p(3%) + 2 =
=2"2-1)3(3-1)+2=2%-3+2="T770.

A masodik és harmadik egyenl6tlenség helyett lényegesen jobbat kapunk felhasznalva, hogy 7(2309) < 7(2310), vala-
mint 7(2304) < 7(2310) 8
Igy:
7(2309) < 485, és  m(2304) < 485.

Mi igyeksziink 7 (x) szaméra lehetSleg jo egyenlGtlenséget, lehetbleg kis felss korlatot keresni. Ehhez célszertd olyan
szamot keresniink, mely z-nél egyrészt nem sokkal nagyobb, masrészt sok primosztdja legyen, éspedig minél kisebb
hatvanykitevivel, azonkiviil jo, ha ezek a primszamok minél kisebbek. (Pl.: 2-3-67 =402 > 5-7- 11 = 385, és mégis
©(2-3-67)=132és o(5-7-11) = 240 — a 2 és 3 miatt.)

Vegyiik e célbdl az elsé n egymésuténi primszam szorzatat, jeloljik P,-nel P, = pips...p,. Biztos, hogy van
egy olyan n, melyre P, < x < P,4; egyenl6tlenség fennall. Vegyiik most a P,, 2P,, ... szamokat. Lesz koztiik két
szomszédos, amelyek kozé esik x, megengededve, hogy pl. a nagyobbikkal esetleg egybe is eshetik. Legyen ez k - P, és
(k+1)P,. Ekkor k P, <2 < (k+ 1)P, < Ppi1 = pni1 P ésigy k <ppi1, k+1 < ppi1. Mivel z < (k+1)P,

m(z) < w([k +1]P,)

2Ez ut6bbirol tudjuk, hogy hatarozottan kisebb, hiszen kozottiik van egy primszam, ugyanis 2309



(k 4+ 1)P,-ben legfeljebb n + 1 kiilonb6z6 primtényezs szerepel, ugyanis, ha k + 1 = p,11, akkor a p1, p2, ..., Pn,
DPn+1 tényezék, ha pedig k + 1 < p,+1, akkor k£ + 1 is csak a p1, po, ..., p, tényezdket tartalmazhatja. Igy

w([k+1P,) < o[k + 1]P,) + (n+1)

Amennyiben k + 1 = p,41, akkor (pyi1,P,) = 1 folytan o([k + 1]P,) = (pns1 — D)p(Pn) < (k+ De(P,) <
(k+1)p(P,). Hak+1 < pp41 akkor k+1 tényezsia P,-ben mar szerepelnek, igy a (2) alapjan (k+1)-et , kiemelhetjiik”,
vagyis ¢([k +1]P,) = (k + 1)¢(P,). Igy mindkét esetben

o([k +11P,) < (k+ 1)(Py).

Ezt felhasznalva azt nyertiik, hogy 7(z) < (k + 1)p(P,) + n + 1. Kérdés most, hogyan kaphatunk fels6 korlatot m(@)

szaméara? A szamlalo helyett sikeriilt nala nagyobb, jobban kezelhet6 kifejezést talalnunk. J6 volna a nevezét is P, ggy
tobbszorosével helyettesiteni. Ha biztosak akarunk lenni benne, hogy tovabbra is m(z)-nél nagyobb értéket kapunk,
akkor ezt ugy kell megtenniink, hogy a jobboldal ne csokkenjen kézben. Ha a nevezdt csokkentjiik, akkor fog novekedni
a tort értéke. Tegyiik hat az x helyébe a nala kisebb k - P,,-et, igy

7(x) - (k+1De(P)+n+1  (k+1)p(P,) n+1
T kP, kP, kP,
_k4+19P,)  n+1
kP, + kP, "

n(z)

Errdl akarjuk megmutatni, hogy tetszolegesen kicsiny lesz, amint n elég nagy (s igy még inkabb igaz lesz ez

Py
re). Ez varhatoan azon fog mulni, hogy ugyanez igaz #(Fn)

-re. Hagyjuk ezt a kifejezést utoljara és vizsgaljuk el6bb a

kénnyebben letargyalhatokat. Nézziik el6szor a masodik gagot. Itt a nevezSben P, utolsé két tényez@jének szorzata is
mér lényegesen nagyobb a szamlalénal. Pontosan ez igy kévethets szamitassal. Mivel az els6 primszam, p; = 2 nyilvan
minden primszamra p, > n + 1, s6t ps = 5 folytdn, ha n > 5, akkor az egyenléség nem allhat fenn, vagyis p, > n +1

és pn—1 > n. Ez esetben
n+1 < n+1 1

<=
k-pi...pn—ipn  n(n+1) " n

e(Pn)

1 .
< 2. Igy maradt a tulajdonképpeni feladat 5 megbecs-

n

k
A masik tort elsé tényezdjére k+ 1 < 2k, vagyis
lése. Tudjuk, hogy P, =p1-p2-...: pn, S igy

(- 1) (- 2)-(-2)

Azt kellene bizonyitanunk, hogy ez a szorzat is tetsz6legesen kicsivé tehetd, ha n-et elég nagyra valasztjuk. Kénnyebb
azonban olyan allitasokat bizonyitani, hogy valamilyen kifejezés ,nagyon naggya valhat”, igy ennek megfelelGen dtala-
kitjuk feladatunkat. Az, hogy barmekkora pozitiv szam is ¢ (barmilyen kicsi is lehet tehat), egy elég nagy no-t6l kezdve

minden n-re ) ) )
(1__> (1__>...(1__) <e
D1 D2 Pn

ugyanannyit jelent, mint az, hogy az ng-nal nagyobb n-ekre

7 (1]11)(1;) :

1
és itt — megint barmilyen pozitiv szdm, tehat barmilyen nagy is lehet. (Persze megfelel6en nagyra kell akkor az n-et
c

is valasztani.) De




a+1
1
Ha az egyes tényezdk szamléldéjaban még egy | — alaku kivonandé szerepelne, akkor raismernénk a mértani sor
p

Osszegére, s igy konnyen meggy6z6dhetiink arrol, hogy

1 1 i i
L L p j2
pi pi
(itt p; jelentheti a p1, po, ..., p, szamok barmelyikét, a1, ag, ..., a, pedig tetszbleges pozitiv egész szamokat. Ezt
alkalmazva sorra p1, po, ..., pyp-re
1 1 1 1 1 1 1 1
> 1+_+_2+"'+Tl 1+_+"'+Tz 1+_+"'+Tn .
1 1 1 AR 24 Py p2 Po Pn Pn
1——)1——]...[1-—
b1 b2 Pn
Ha minden tagot minden taggal dsszeszorzunk, ilyen tagokat kapunk:
1
pflpgz - 'pgn ’

ahol a 8-k a megfelel6 a-knél nem nagyobb pozitiv szamok, vagy lehet barmelyikiik 0 is (ha a megfelels tényez6bdl az
1-gyet valasztottuk ki szorzéul). Mivel barmely p,,-nél nem nagyobb szém primtényez6i a p1, pa, . . ., pn kozott vannak,
barmelyiket felirhatjuk ilyen alakban, igy a beszorzasnal ezek mindegyikének reciprokat megkapjuk, ha az a-kat elég
nagynak valasztjuk. Ezekr6l eddig semmit sem kotottiink ki, tehat még szabadon megvalaszthatjuk Sket. Legyen pl.
minden « akkora, hogy a megfelels p** > p,, legyen. De kapunk p,,-nél nagyobb szamok reciprokait is, igy

1 111 1 1
Sl+o+st—+..+——+

1 1 1 2 3 4 Pn—1 pn
- [(1==).. [1-=
P1 P2 DPn

111 LI U (R SRS SN SO SO SO GO B U
2792 3 474 4 2 5 6 7 878 8 8 8 8 2

1
. Tovabb is hasonléan haladhattunk: 2 egyik hatvanyatol a kovetkezGig a részletdsszeg nagyobb, mint 3

| —

1
o=

1 1 n +1
ot g o1

S T !
1 1

_ 2l71_ i
2t 27

>

[\

1
mert a tagok szama 2'~1. Ha most a sorban 1-t6l 2!-ig megyiink, az elsG 1-es utan ! szamua §—nél nagyobb ilyen Osszeget
jelolhetiink ki s igy

1+l+ l—i—1 +...+ #-i- —i—i >1+£
2 3 4 20-1 41 7 2 2
Valasszuk most l-et ugy, hogy p,, 2-nek az l-edik és (I + 1)-edik hatvanya kozé essen:
(3) 2t < p, < 2L

Tehat most mar azt tudjuk, hogy
1 1 1 1 1 4 1
LIRS CRE IS TR D N .
T p1 Pn n I n I+2 n

ahol [ értékét a (3) egyenltlenség hatarozza meg.

— tetszOlegesen kicsi, ha n nagyon nagy szam. Masrészt, ha p,, nagy, akkor [ is nagy, mert (3) jobboldali egyenl&t-
n

1
szintén igen kicsi. Példaul, ha azt akarjuk, hogy @ 1—00—né,1
x

n 4
lenségét 2-vel osztva kapjuk, hogy 2l > %; igy T2



4 1 1
kisebb legyen, ezt elérhetjiik, ha sikeriil n-et ugy valasztani, hogy i és — mindegyike 2—00—né,1 kisebb legyen, vagyis
n

+2
1

1 o ) L. 4 1 o
-~ < 200’ amibél n > 200; tovabba T2 < 500 kell, hogy legyen, amibél

[+2
%>200; 14+2>800 [> 798,

ami egész biztosan teljesiil, ha n-et nemcsak 200-nal valasztjuk nagyobbra, hanem dgy valasztjuk, hogy % > 2798

1
vagyis pn > 279 legyen. Hasonléan jarhatunk el, ha 100 helyébe barmekkora pozitiv ¢ szdmot teszlink. Mindig

m(x)

T

talalhatunk olyan als6 korlatot x értékére, amelytsl kezdve < clesz. A most bizonyitott tényt szokis a matematika

7(x)

nyelvén gy mondani, hogy ——= 0-hoz tart, ha z minden hataron tul névekszik A
x

Feladatok:
255. Mutassatok meg, hogy az els6 n pozitiv szam négyzetének reciprokat Osszeadva 2-nél kevesebbet kapunk,
béarmekkora szam is n.

256. Kiildjétek be a pontos bizonyitasat annak, hogy ha P és @ relativ prim szamok, akkor p(P- Q) = ¢(P)-¢(Q).

3 A tétel itt kozolt bizonyitasa EULERtOl szarmazik, a szerz6 azonban ezt nem ismerve, dnalldan talalt ra. (Szerk.)



