Foglalkoztatok CSEBYSEV tételének ERDOS Paltol szarmazoé bizonyitaséval, mely szerint barmely szam és a két-
szerese kozt van primszam. Ebbdl a tételbdl kovetkezik persze, hogy végtelen sok primszam van. (A tétel maga ter-
mészetesen ennél lényegesen tobbet mond.) Ennek az egyszertibb tételnek egy nagyon szellemes bizonyitésat adta mar
EUKLIDES. Eljarasat legtobben ismeritek. O megadott primszamokhoz olyan szamot talal, mely az adott primszamok
egyikével sem oszthatd. Mivel pedig minden szdm vagy maga primszam, vagy primszamokbol — mint azok szorzata —
van Osszetéve, igy kovetkezik, hogy az adottakon kiviil még létezik primszam.

Kinalkozik egy harmadik ut is ennek az allitdsnak bebizonyitadsara. Ismét induljunk ki abbél, hogy ismeriink
valahdny primszamot. Probaljuk megszdmolni, hany olyan szam van egy elég nagy K szamig, amelyik csak az adott
primszamokkal oszthaté. Ha azutan sikeriil egy olyan K-t talalni, amelyig az ilyen egész szamok szdma nem éri el K-t, ez
azt jelenti, hogy van olyan szdm, mely mas primszamokkal is oszthat6. Még azt is remélhetjiik, hogy kapunk egy becslést
azon szamok szaméra, amelyek nemcsak az adott primszamokkal oszthatok, és ebbdl ismét tovabbi kovetkeztetéseket,
vonhatunk le a primszamokra.

Meg kellene tehat becsiilniink az olyan K-nél kisebb szamok szaméat, melyek csak a megadott p1, p2, ..., Pn
primszamokkal oszthatok, ahol K egyel6re kdzelebbrdl nincs még meghatarozva. Késébb fogjuk alkalmasan nagy-
nak valasztani. A megszamlaland6 szamoknak két kovetelményt kell kielégiteniok. K-nal kisebbnek kell lennick, és
torzstényezGik csak az adott primszamok koziil lehetnek. E két kovetelmény igen kiilonb6z6 természetd s igy nehéz
Sket egyidejiileg figyelembe venni. ERDOS ezt a nehézséget ugy oldotta fel, hogy a szamokat is kettévalasztotta. Pl.:
3780000 =2°-3%.5%.7=2.3.7.2%.32.52 Az igy visszamaradt tényezében minden primszam péros hatvanyon
szerepel, ez tehat négyzetszam, példankban 3780000 = (22 -3 52)2 237 = 300? - 42. Hasonléan felbonthatunk
minden szamot két tényezdre, melyek koziil egyikben az eléforduld torzstényez6k csak elsé hatvanyon szerepelnek — ezt
négyzetes oszto nélkili szamnak fogjuk nevezni, mert nem lehet oszt6ja 1-nél nagyobb négyzetszam — a maésik tényezd
meg négyzetszam. A két tényezd barmelyike lehet 1 is, pl. 1225 = 352 = 352 - 1, vagy 1001 = 12 - 7- 11 - 13, vagy
1 = 1%.1. Most mér azzal oldja meg Erdés Pal a nehézségeket, hogy a négyzetszamokrol elég csak annyit megkovetelni,
hogy kisebbek legyenek K-nal, a négyzetes oszt6 nélkiili szamrol pedig csak annyit, hogy torzstényezéi csak a pi, pa,

.., Pn szamok legyenek. Ezzel ugyan nagyon b&ven szadmolunk, mert pl. a masodik tényez6nél még azt sem néztiik,
hogy K-nal kisebb legyen, még kevésbé vigydzunk arra, hogy a két tényez6 szorzata is kisebb legyen K-nal, de a nyert
egyenl6tlenség még igy is igen hasznos lesz.

A K-nal kisebb négyzetszamok alapja kisebb vVK-nal (egyenls is lehet vele, ha e szam egész), és minden K
négyzetgyokénél kisebb szam négyzete K-nal kisebb négyzetszam. Igy a négyzetszamok szama VK, amennyiben K
teljes négyzet, ha nem az, akkor valamivel még kevesebb is ennél.

Szamoljuk Gssze most a lehetséges négyzetes osztd nélkiili szamokat. Hacsak egy p; primszam szerepelhetne benniik,
akkor vagy 1l-et veszilink, vagy ezt a primszamot. Ez két eset. Ha hozzavesziink még egy ps primszamot, akkor is
szerepelhetnek az el6bb kapott szdmok négyzetes osztd nélkiili tényezsként, de szerepelhetnek ezeknek pso-szorosei is,
ez Osszesen 4 szdm — 1, p1, p2 és p1 - p2- Ha mindig dGjabb és Gjabb szamokat vesziink figyelembe, ezek mindig meg
fogjak kétszerezni az ilyen szamok szamét. Ebbdl a meggondolashol az kiovetkezik, hogy n torzsszambol Gsszesen 2™
kiilonboz6 négyzetes osztd nélkiili szam alkothato. A pontos bizonyitasra a teljes indukciot lehet felhasznalni. Azt
méar lattuk, hogy n = 1 esetén valoban 2! = 2 négyzetes oszt6 nélkiili szam szerepel. Tegyiik fel most, hogy tudjuk
mar: k szamu primszambol 2% négyzetes oszté nélkiili szam alkothat6. Vegyiik most hozzé a (k + 1)-edik primszamot
pry1-et is. Az eddig szerepls 2% darab négyzetes oszté nélkiili szam tovabbra is szerepelhet; tovabba ezek mindegyikét
Pr+1-gyel szorozva Gjabb, egyméstol is kiilonb6zé négyzetes osztd nélkiili szamokat kapunk, melyek mindegyike az
el6z6ktol kiilonbozs. Ezek szama ismét 2F lesz. Igy k41 torzstényezobol osszesen 2 - oF — gk+1 négyzetes oszto nélkiili
szamot képeztiink, vagyis k + 1-re is érvényes allitasunk.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy n primszambol 2" négyzetes osztd nélkiili szam alkothato.

Vegyilk most az Osszes kapott négyzetszamnak és négyzetes oszto6 nélkiili szamnak a szorzatat. Igy meg fogjuk
kapni az Osszes K-nal kisebb és csak p1, po, ..., pp-nel oszthato szamokat (esetleg ezenkiviil mas szamokat is, példaul
K-nél nagyobbakat). Az igy kapott szdmok szdma a megengedett négyzetszamok és a négyzetes oszté nélkiili szamok
szamanak a szorzata lesz, mert barmelyik négyzetszamnak szerepel a szorzata minden négyzetes oszt6 nélkiili szAmmal.
Igy 6sszesen legfeljebb 2" - VK szamot kaptunk. Legfeljebb ennyi a K-nal kisebb és csak p1, pa, ..., py-nel oszthatéd
szamok szama. Kérdésiink az volt, hogy valaszthaté-e K olyan nagyra, hogy K-ig ne minden szam legyen ilyen. Ez
biztosan teljesiil, ha 2" - VK < K. Vagyis 2" < VK, K > 22" 2*" 4 1 tehat mér biztosan olyan szam, hogy az els6
22" 11 szamu szam koziil legalabb egy nemcsak a py, pa, - . ., pn torzsszamok hatvanyainak szorzata. Egy ilyen szamot
kivalasztva ez is tOrzstényezSk szorzatara bonthato, ezek kozt kell a megadottaktol kiilénbo6z6 térzsszamnak is lennie,
tehat van még primszam p1, pa, ..., pp-en kiviil is.

Azt is megkaptuk, hogy a p1, pa, ..., pp-t6l killonb6z6 primszamokkal is oszthaté szamok szama legalabbis K —
2" . VK, hiszen itt altaliban olyan szamokat is szdmbavettiink a levonandék kozt, amelyek nemcsak az adott n
primszammal oszthatdk, és olyanokat is, amelyek nagyobbak K-nal.

K-t 22" + 1-nek valasztva azt kapjuk, hogy K — 2"v/K hatérozottan pozitiv, és mivel ennél nagyobb a nemcsak
a pi, p2, ..., pp-nel oszthatéd szdmok szdma, ami mindenesetre egész szam, tehat e szam legaldbb 1. Ha azonban K-t
nagyobbnak valasztjuk, még meglepébb eredményt is kaphatunk. Legyen pl. K > 22"72 ekkor VK > 271 vagyis
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Vagyis azt kaptuk, hogyha adva van n darab primszam py, pa, . . ., pn, akdrmilyen nagy szam is az n, ha K > 2272

akkor mar biztos, hogy a K-nal kisebb szamoknak legalabb a fele az adott primszamoktol kiilonb6z6 primszammal is
oszthato.

Ezeknek a szamoknak a szamat még egy médon megbecsiilhetjiik az adott n primszamtél kiillonbozs primszamok
segitségeével. Az egyszeriiség kedvéért legyen py, po, ..., p, a tovibbiakban az elsé n primszam, a tobbi K-nal kisebb
primszamok pedig sorra pn+i1, Pnt2, ---, Pntm. Nézzlik meg, hany olyan K-ndal kisebb szam van, mely p,41-gyel

oszthatd. Mivel minden p,41-edik szam oszthatdé p,yi-el, ezen szdmok szama legfeljebb
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sokkal kevesebb, hiszen ha egy szdm tobb ilyen primszammal is oszthatd, akkor ezt a szdmot mindegyik ilyen primszam-
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Jeloljiik a zarojelben 1évs kifejezést a rovidség kedvéért egyel6re R,,,,-mel. Az eddigiekbdl az kovetkezik, hogy

K- R, nagyobb, mint azon K-nal kisebb szamok szama, melyeknek az elsé n primszamon kiviil még méas primosztdja

osztojanal kiilon figyelembe vettiik. Az elbbi Osszegbdl K kiemelésével K - (
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>3 tehat az n-edig primszamtol a 22" *2-ig 1év6 primszamok reciprok értékeinek

Osszege feltétleniil eléri az g—et. Ha ebben a sorban el6fordulé utolsé primszam az (n + m)-edik, akkor ugyanezen

és a 22n+2m+2

1
egyenlGtlenség szerint a 22712 kozti primszamok reciprok értékének osszege ajbol eléri az §—et. Ha

a 22n+2m+2r+2

ebben a szamkozben tovabbi r primszam volt, akkor a 227 T2m+2 ¢g kozti primszamok reciprok értékeinek

1
Osszege ismét nagyobb lesz, mint 37 és igy tovabb. Barmeddig is megyiink tehat el a primszamok sordban, mindig

1 1
talalhatunk még annyi és akkora primszamot, hogy reciprok értékeik 6sszege nagyobb legyen, mint > ezek az §—ek

pedig Osszeadva akarmilyen nagyra felnévekedhetnek.

Az eqymds utdni primszdmok reciprokait dsszeadva, ez az dsszeg tehdt barmilyen nagyra is felndvekedhetik.

Ez az eredmény mar lényegesen tobbet mond, minthogy végtelen sok primszam van. A szamelmélet egy tjabb
klasszikus tételéhez jutottunk el, melyet el6szor Leonhard EULER svajci szarmazési pétervari matematikus bizonyitott
be.



