Nehézsége miatt nem ttiztiik ki megoldasra, de bizonyédra tobben kivancsiak a moszkvai Olimpidszon kitizott
kovetkez6 feladat megoldasara:

Bizonyitsuk be, hogy a 2" alakid szamok, alkalmas kitevd mellett tetszdlegesen megadott szdmjegysorozattal kezddd-
hetnek.

Megoldas: A tétel azt jelenti, hogy akdrmilyen egész szam A, talalhato olyan m egész szam, hogy A - 10™+(egy
m jegyi szadm) éppen 2-nek valamelyik egész szamu hatvanyaval egyenls. Minthogy egy m jegyd szam kisebb 10™-nél,
a tétel ugy is megfogalmazhato, hogy tetszoleges A egész szdmhoz van olyan m és n egész szam, hogy

A-10m <2" < (A+1)10™.
A bizonyitandd egyenlGtlenség helyett tekintsiik a 10 alapt logaritmusét, vagyis igazoljuk, hogy
lgA+m<nlg2<lg(A+1)+m

Ez az egyenlGtlenség azt jelenti, lg 2-nek van olyan egész t6bbszorose, hogy ha lg A-t egy alkalmas egész szammal
megnoveljiik és 1g(A + 1)-et ugyanannyival, ezek kozrefogjak. Ebben az m értéke nem lényeges, s6t még lg A-bol és
lg(A + 1)-bol is csak annyi a fontos, hogy a legkozelebbi egész szamtol mennyire vannak. Ugyanis lg A és 1g(A 4 1)
ugyanazon két szomszédos egész szam kozé esik. Ha tehat minden két egész szam kozt kijeloljiik azt a két szamot, mely
ugy helyezkedik el koztiik, mint lg A és 1g(A+ 1) az Sket kozrefogo egész szamok kozt, akkor a bizonyitando allitas azt
mondja, hogy lg 2 egymas utani tobbszordsei kozt van olyan, amelyik az egyik kijelolt intervallumba esik.

Meég attekinthetgbbé valik a feladat, ha ezeket az intervallumokat egymasra helyezziik. Képzeljiik el a szdmegyenest
és rajta kijelolve az egész szamokat és az emlitett intervallumokat. Vegyiink egy egységnyi keriiletd kort és képzeljiik
e koré csavarva a szamegyenest. Ekkor az 0sszes egész szadmok ugyanarra a pontjara esnek a kornek. Nevezziik ezt a
tovabbiakban 0-pontnak. Az Gsszes kijelolt intervallumok pedig fedni fogjak egymaést. Jeldljiik kozos kezdSpontjukat
x1-gyel, végpontjukat xa-vel.

A lg 2 tobbszoroseit is hasonldan fel kell gombolyitanunk a kérre és azt kell bebizonyitani, hogy az igy keletkez6
végpontok kozt lesz olyan, amelyik x; és xo kozé esik. Az sem lényeges, hogy 1 és x2 hogyan keletkezett, mert az
allitas a kor barmely (x1, z2) ivére igaz.

Tovabb is egyszertsithetjiik a feladatot. Ha talalunk egy olyan plg 2 t6bbszorost, mely a 0-ponttol kisebb tavolsagra
esik, mint 29 — 21, akkor a 2plg 2 kétszer ilyen tavolsagra, a 3plg 2 haromszor ilyen tavolsagra keriil a kéron a 0-ponttél
stb. Ezeket a t0bbszorosoket sorra felrajzolva az egész koron, egynek az (1, x3) ivre kell esnie, mert két-két pont
tavolsaga feltevés szerint kisebb ennél az ivnél. Ez a meggondolas csak akkor nem volna alkalmazhat6, ha plg2 a
0-pontba esik, vagyis ha plg2 = ¢ egész. Ez azonban azt jelentené, bogy lg 2 = ¢/p, azaz 2 = 109/? amibél 2P = 109,
ami lehetetlen, mert a baloldal oszthaté 5-tel, a jobb pedig nem. lg 2 tehat nem racionélis szam.

A kivant tulajdonsigt tobbszoros viszont létezik, ha egyaltaldn létezik két olyan tobbszordse lg2-nek, melyek
a kivant tavolsagnal kevesebbre vannak egymastol barhol a korén. Ha ugyanis klg2 és jlg2 ilyen (k < j), akkor
mindkett6bdl ugyanazt a szdmot levonva ugyanilyen tavolsdgi pontokat kapunk. Vonjunk le klg2-t, kapjuk, hogy
(k —j)1g2 a 0-hoz a kivant tavolsagnal kozelebb van, tehat p-t valaszthatjuk k — j-nek.

Két ilyen tObbszoros 1létezését mar konnyd megmutatni. Osszuk a kort x5 — x1-nél kisebb egyenls részekre, vagyis
valasszunk egy ¢ egész szamot 1gy, hogy 1/q < z3 — x1 legyen és osszuk a kort ¢ szamu egyenls ivre. Ha talalunk
lg 2-nek két olyan t6bbszorosét, melyek ugyanazon ivre esnek, akkor ezek tavolsaga kisebb mint 1/¢, tehat még inkabb
kisebb xo — x1-nél. Jeloljik ki a kéron sorraa 0-1g2, 1-1g2, 2-1g2, ..., ¢ -lg2-nek megfelel§ pontokat, akkor kapunk
q + 1 szamu pontot. Valamelyik ivre kell legalabb 2 pontnak esnie (mindegyik ivhez szamitsuk hozzé a kezdGpontjat)
mert, ha mindegyik iven csak 1 pont volna, ez még Osszesen legfeljebb ¢ szamu pont volna. Egy ilyen pontparnak
megfelel§ tobbszorosok legyenek klg2 és jlg 2, ezek tehat kisebb tavolségra esnek egyméstol, mint xo — x5.

Mint mondtuk, ekkor (k — j)lg2 = plg2 a 0-hoz lesz kozelebb, mint o — z1 és akkor van ennek egy olyan
tObbszorose; hplg2 = nlg2, mely x1 és xo kozé esik a koron.

Ez igaz barmely z; és zo-re. Jelentse most x; és xo ismét azt a két pontot, melyek olyan messze vannak 0-t6l,
mint lg A és lg(A + 1) az Gket megel6z6 legnagyobb egész szamtol. Gombolyitsuk most Gjra le a szamegyenest az
egységnyi keriiletd korrél, vagyis nézziik meg, mit mondanak eredményeink a szamok pontos értékét és nem csak
az egész szamoktol valo eltérését nézve. Jeloljilk r-rel a lg A alatti legnagyobb egész szamot, s-sel az nlg2 alatti
legnagyobb egészet. lg A = r4+x,,0 < x1 < 1, azaz 10" < A < 10", Ekkor 10" < A4+ 1 < 10"}, mert A egész szam,
tehat 1g(A + 1) = r + x2 egyenlSségben 1 < x9 < 1. Végiil nlg2 = s+ 1y, 0 < y < 1 és a fentiekben talaltunk olyan
n-et, melyre x1 < y < x9, azaz x1, T2 és y értelmét befrva

lgA—r<nlg2—s<lg(A4+1)—r,

vagyis lgA+ (s —r) <nlg2 <lg(A+1)+ (s —r).

Ha s —r pozitiv, akkor ezt a szdmot valasztva m-nek bizonyitottuk a kivant egyenlGtlenséget. Ha azonban s < r, akkor
ovatosabban kell eljarnunk. Mivel r egy hatarozott szam, csak lg 2-nek egy késGbbi tobbszordsét kell keresniink, mely
egy egeész szamtol eltekintve szintén x, és xo kozé esik. Ilyet sem nehéz talalni. Gyeriink ismét vissza az egységnyi
keriiletd korre. A megtalalt nlg2-b6l most menjiink tovabb. Ismét mérjiik fel p - lg2-t annyiszor egymdasutan, mig



egyszer koriiljarjdk a végpontok a kort. Mivel x5 — x1-nél kisebb lépésekben haladunk ekozben, tehat tjra kell egy
végpontnak x; és xo kozé esnie. Ha lg 2-nek még ez a tobbszorose is 1g A alatt marad, akkor annyiszor jarjuk hasonldéan
koriil a kort, mig mar lg 2-nek egy lg A-nél nagyobb tobbszorosét kapjuk, mely egy egész szamtol eltekintve ismét x;
és w9 kozé esik. Erre végezve el a fenti meggondolast nyerjiik, hogy megoldasa a kivant egyenl6tlenségnek.

Megjegyzés: A bizonyitasban csak akkor hasznaltuk fel, hogy lg 2-r6l van benne sz6, amikor megmutattuk, hogy
ez irraciondlis szam. z1 és xo tetszdleges olyan szamok lehettek, melyekre 0 < z; < zo < 1. Amit bizonyitottunk,
az tehat minden irraciondlis szamra igaz. Nevezziik egy a szam ,tort részének'T] azt a 0 és 1 kozé es6 szamot, mely
ugy keletkezik, hogy a-bol egy alkalmas egész szamot levonunk. Jeloljiik ezt {a}-val. Ekkor azt bizonyitottuk be, hogy
ha a tetszoleges irracionalis szdm, akkor az {a}, {2a}, {3a}, ... szdmsorozatnak, ha elég hosszan folytatjuk, a (0,
1) szamkoz barmely kis (21 x2) részébe is esik eleme. Ezt révidebben tugy szoktuk mondani, hogy egy irracionalis
szam tObbszoroseinek tortrészei mindendtt sdriden helyezkednek el a (0, 1) intervallumban. Az allitas biztosan nem
igaz raciondlis szamra, mert annak tobbszoroseit véve, ezek kdzt van egész szam s onnan a tovabbi tobbszorésok tort
része mar ismétlédik, tehat Osszesen csak véges szamu kiilonbozs értéket vehetnek fel. Igy nem is helyezkedhetnek el
mindeniitt stirten a (0, 1) intervallumban.

1A ,tort rész” elnevezés helytelen, mert épp az itt bizonyitott tétel is irraciondlis szamok ,t0rt részér6l” szol, az pedig éppen nem
tortszam, hanem irraciondlis. A kifejezés azonban elterjedt. JOl jegyezziik tehdt meg, hogy egy szdm tOrt része egyaltalan nem koteles
tortszdm lenni, csak 0 és 1 kdzé es6 raciondlis vagy irraciondlis szamot jelent.



