Hirt adtunk a Bolyai Janos matematikai tanuléverseny lefolyasarol és nyerteseirsl. Az alabbiakban ismertetjik a
versenyre beérkezett dolgozatokat és olvaséink megoldasait.

A nyertes dolgozatokbol atvett megoldasokat szoszerint kozoljiik, a szerkeszts szovegkiegészitéseit | |-zarojelbe
tessziik.

I. Mutassuk meg, hogy ha n pdratlan szam, akkor
46™ + 296 - 13"

oszthato 1947-tel!
I. Megoldas: [n =2k +1 (k =0, 1, 2, ...) alakban irhato, mivel paratlan szam.]

462K+ 4296 - 13251 = 46 - 462F 4 3848 - 13%F =
= 2(23 - 2116" + 1924 - 169%) = 2{23 - 2116* + (1947 — 23) - 169"} =
= 2{1947 - 169" + 23(2116" — 169%)}.
2116 — 169 = 1947, tehat 2116% — 169* =
= [(2116 — 169)(2116" 7 + 211672 - 169 + ... + 2116 - 16972 + 169F~1)] = 1947¢

és
1947 - 169" + 23(2116% — 169%) = 1947Q,
ahol g és Q) egész szam.
Pollak Gyérgy versenynyertes dolgozatabol.
Megoldotta: Fiilop M., Toth T. versenydolgozata, tovdabbd Kocsis K., Parkany M., Tamas H.

Megjegyzés: A megoldas lényegében a 4625+ 4296 132+ = 46 - 462% 4296 - 13- 13%% = 46(462* — 13%%) + (46 +
296 - 13) - 132% atalakitast hasznalja.

II. Megoldas: 462! + 296 - 132FT1 = {46%F T 1 (296 - 13)*T1} — 132FF1(296%% — 1).

Az els6 tag oszthato 46 + 296 - 13 = 2 - 1947-tel, 2962 — 1 pedig (296 + 1)(296 — 1) = 9-33-59 - 5 = 1947 - 45-tel,
tehét az egész kifejezés oszthatd 1947-tel.

Kis hibdval megoldotta Kantor K., Gaal E. versenydolgozata.

II1. Megoldas: 1947 = 33 - 59. Mivel a™ — b" oszthato a — b-vel és ha n paratlan szam, akkor a™ + b" is oszthatd
a + b-vel, igy 46™ + 296 - 13" = 46™ — 13" + 9 - 33 - 13" oszthat6 46 — 13 = 33-mal és ha n paratlan
46™ + 296 - 13" = 46™ 4+ 13" + 5- 59 - 13" oszthat6 46 + 13 = 59-cel.

Mivel 33 és 59 relativ prim szamok, tehat kell, hogy szorzatuk: 33 - 59 = 1947 is osztoja legyen 46™ + 206 - 13"-nek,
ha n pératlan szam.

Vermes Robert (Bp.-i Zsid6 gimn. VIII. o.)
Megoldotta: Szke L. versenydolgozata, tovabbd Gaal 1., Szépfalussy P.

IV. Megoldas: Allitasunkat teljes indukcioval bizonyitjuk:
han =1,
46 + 296 - 13 = 2 - 1947.

Tegyiik fel, hogy valamely n paratlan szamra mar tudjuk a tétel helyességét 46" + 296 - 13" = 1947 - q, q egész.
Innen 296 - 13" = 1947 - ¢ — 46™. Vizsgaljuk az Osszeget a kovetkezs paratlan kitevére: 46" 2 4296 - 1372 = 46" +2 +
(296 - 13™)13% = 46" 12 + 1947 - ¢ - 13% — 13%46™ = 1947 - 13%¢q + 46™(46% — 13?) = 1947 - 13%¢ + 4633 - 59 = 1947 - Q,
ahol @ ismét egész szam. Ezzel bebizonyitottuk tételiinket.

Megoldotta: Mayer 1., Abonyi 1., Siposs G. versenydolgozata, tovibbd Gehér L., G6sy S., Karolyhazy F.

Elég jo: Horvath M. versenydolgozata.

Osztasmaradékokkal szamol (2 pont): Hosszt M., Izsék 1., Korda J., Kévari T., Rona P., Sos Vera, Szabo Gy.,
Székely-Doby S., Ungar P. versenydolgozata, tovibbd Gacsalyi S.

Kis szamoldsi hibdval (2 pont): Czipszer J., Tarnéczi T.

1I. Bizonyitsuk be, hogy hattagu tdrsasagnak mindig van vagy hdrom olyan tagja, akik kolcséndsen ismerik egymdst,
vagy harom olyan, akik kélcsondsen nem ismerik eqymdst.

Sajnos, a ,kolcsonos” sz6 zavaré volt és néhanyan egyoldala ismeretségekre is gondoltak. Igy persze nem igaz a tétel:
allitsuk pl. libasorba a tarsasagot és mindenki ismerje az el6tte levSket. Ekkor barmely két ember kozt van ismeretség,
de mindég csak egyoldali. Erre a példara mutat ra Bede Istvan versenydolgozataban. Tobben azt is megjegyzik, hogy
Ottagn tarsasigra nem igaz a tétel. Erre meg ,ellenpélda” egy olyan 6ttagu tarsasag, amelyik korbe allithaté tgy, hogy
mindenki csak a két szomszédjaval legyen ismeretségben.

Megoldas: Tekintsiik a tarsasag egyik tagjat, A urat. Ha ez ketténél tobbet ismer és ezek koziil kettG ismeri
egymaést, akkor mar van harom egymaést kolcsdénosen ismerd tag; ha pedig egyik sem ismeri a mésikat, a mésodik eset



kovetkezik be. Ha A ur ismerdseinek szama nem haladja meg a kett6t, vagyis az elGtte ismeretlenek szama legalabb
harom, akkor ez utobbiak vagy mind ismerik egymast, (1. eset) vagy van koztiik legalabb kettd, akik nem ismerik
egymast. Minthogy ezek A ur el6tt is ismeretlenek, a tarsasagnak megint van 3, kélcsondsen ismeretlen tagja.

Pollak Gyérgy versenynyertes dolgozatabol.
Megoldotta: Gaal 1., Kévari T., Magyar A. Sz., Sés Vera (lényegtelen hibaval), Ungar P. versenydolgozata, tovdbbd
Crzipszer J., Karolyhazy F., Rona P., Személyi J.
Elég jo (2 pont): Parkany M., Tarnoczi T. megolddsa.
Van gondolat: Izsék 1., Sz6ke L., Torok A. versenydolgozatdiban.

III. Egy kérlapot feleakkora datmérdji kérlapokkal akarunk befedni. Hogyan tehetjik ezt meg a legkevesebb szdmu
korlappal?

Megoldas: [Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy] a befédendd kor sugara legyen 1.
1. [Hét kis korrel le lehet fedni a nagyot.] Beleirunk egy szabélyos hatszoget, oldalainak kézéppontjai koré irunk
egy-egy 1/2 sugart kort, tovabbé az eredeti kor kézéppontja koré is irunk egyet és azt allitjuk, hogy a kort lefedtiik.

34. ABRA

[Tudjuk, hogy egybevagd szabélyos hatszogekkel be lehet ugy fedni a sikot, hogy a hatszogek kozt hézag sem
marad, de egymast nem is fedik.] A 34. abran 7 darab [igy illeszkedd] 1/2 oldalu szabalyos hatszoget latunk. [Jeloljiik
a bels6 hatszog kozéppontjat O-val; A és B legyen egy kiils6 hatszognek az a két szemkozti csticsa, melyek koziil egyik
sem csucsa a bels6 hatszognek, C' és D pedig a bels6 hatszoggel kozos cstucsok.] OA =1 = OB, [mert OA és OB is
szimmetriatengelye az abréanak s igy kell, hogy C, ill. D is ezekre az egyenesekre essék. Mar pedig OC = OD = CA =
DB = 1/2.] A berajzolt nagy kor sugara tehat 1, és az, mint lathato, a hatszogek altal befodetik. A hatszégek koré
irt 1/2 sugart korok ezért még inkabb befedik a nagy kort.

2. Most azt bizonyitjuk, hogy hét kérnél kevesebb nem elég. Az egy darab 1/2 sugara kor altal befedett koriv
végpontjainak tavolsdga < 1, mert félsugart koron beliil barmely két pont tavolsdga < 1. Ezért az egy kor altal
befedett ivhez tartozd kozépponti szég < 60°, vagyis az altalunk megadotton kiviil minden mas lefedésnél [mar| a
korvonal lefedéséhez 7 kor kell, vagy tobb.

3. [Hét kis kor is csak az adott elrendezésben fedi be egészen a nagy kort.] Ha egy kor az O pontot fedi, akkor a
keriiletnek legfeljebb egy pontjat fedi le, ha tehat a keriiletet hét kor fedi le, akkor a kdzéppont lefedéséhez feltétleniil
kell egy nyolcadik. [Hat korrel pedig csak a megadott modon lehet lefedni az egész keriiletet. |

Ungdr Péter (VIIL. o.) dijunyertes dolgozatabol.
3 kivételével (3 pont): Filop M., Gaal E., Gondocz 1., Hossza M.,

Megoldotta: Bede 1. versenydolgozata, tovibbd Czipszer J., Izsak 1., Kévari T., Magyar A. Sz., Mariafoldy Julianna,
Mayer 1., Pollak Gy., Sos Vera, Szabo Gy., Tavaszy M. és egy névtelen versenydolgozat, tovabbd Gaal I.,. Gacsalyi S.,
Gehér L., G&sy S., Karolyhazy F., Madarassy Gy., Személyi J.

Elég jo (1 pont): Alkonyi I., Eméd (Eichner) I., Erdei M., Gargya L., Kantor K., Kertész I., Korda J., Lichtenstein
Gy., Makay S., Rona P., Siposs G., Székely-Doby S., Sz6ke L., Varsanyi F. versenydolgozata, tovabbd Lichtenstein J.,
Parkany M., Serédi B., Szépfalussy P., Tarnoczi T., Vermes R. megolddsa.

Megjegyzés: A probléma a kovetkezd mddon altaldnosithat6. Vegyiink kor helyett barmilyen konvex idomot. —
Konvexnek neveziink egy idomot, ,ha sehol sincs behorpadva”, vagyis ha barmely két a belsejében fekvé pontot Gssze-
kotve az Osszekotd egyenes is a belsejében lesz. — Kicsinyitsiik le az idomot 2 : 1 ardnyban és ilyenekkel probaljuk
meg lefedni a nagyot, de gy, hogy a kis idomokat kézben el ne forgassuk, csak 6nmagukkal és a naggyal parhuzamos
helyzetben tologassuk. Egy haromszog befedésére pl. 4 feleakkora haromszog elég, ha az oldalak kbézéppontjait Gssze-
kotjiik, de ekkor a kozéps6 kis haromszog 180°-kal el van forditva. Parhuzamos haromszégekb6l mar hatra van sziikség.
— Hajos Gyorgy vetette fel a kérdést, hogy altalaban hany parhuzamos, feleakkora idom sziikséges a befedéshez. O



is, Karteszi Ferenc is, megtalaltak a valaszt; bebizonyitottak, hogy hét kis idom, barmilyen konvex idomnal elegendé.
Kevesebb nem lehet altalaban elegendd, de haromszognél 6 kis idom is elegendd, paralelogrammanal mar 4, trapéznal
meg az alakjatol fliggéen 5 vagy 6.



