Olvastatok-e a harmadfokd egyenlet megoldasat, a 90., 91., 92. feladatokat? Biztos, sokan elszomorodtatok, kii-
16nosen, ha a megjegyzést is elolvastatok utédna. A harmadfoka egyenletet visszavezettilk mésodfokura, azt azutan
megoldottuk, de egyéltalan nem térédtiink vele, hogy nem negativ-e az a szam, amib@l gyokot vontunk, csak éppen
ilyenkor 4j nevet adtunk az egyenlet megoldasanak, komplex szdmokroél beszéltiink. De ha a négyzetgyokvonast sike-
riilt is elvégezni, akkor is még valami po meg p3 komplex szadmokat kevertiink bele a dologba, amiknek szintén 1 a
harmadik hatvanya, akarcsak az 1-nek maganak. Ez még mindig nem lenne baj. Beérhetnénk azzal, hogy a masodfoku
egyenletnek nem mindig van megoldasa és ha a harmadfokt egyenlet megoldasa kdzben nyert méasodfokid egyenletnek
van megoldasa, akkor a harmadfoktunak egy megoldasa van, ha meg nincs, akkor egy sem. Csakhogy ez nem igaz,
mert a harmadfokua egyenletnek mindig van (valos) megoldasa és a jegyzetben arra figyelmeztettiink, hogy éppen, ha a
megoldés kozben nyert masodfokt egyenletnek nincs valds gyoke, akkor van a harmadfokinak harom kiilonb6zé valos
gyoke. S6t, még azt is elmondtuk, hogy ha harom kiilonb6z6 valos gyok van, akkor nem is lehet elkeriilni ezeket a
titokzatos komplex szamokat. Ha igy van, akkor sem veszett el minden remény: prébaljunk megbaratkozni azokkal a
komplex szamokkal. Nem is olyan nehéz. Akinek van kedve, tartson veliink.

A val6s szamok — hogy ugy mondjam — itt élnek kozottiink. Alig van olyan osztozkodés, hogy tortek el ne
keriilnének, s ha mériink, még az is véletlen, ha a mértékegység valamilyen tort része is, pontosan megvan a mérendGben,
igy sokkal gyakrabban jutunk irracionélis szdmhoz, mint racinalishoz (persze a gyakorlatban megelégsziink azzal,
hogy ,,pontosan” lemériink valamit, pl. centiméter, v. milliméter pontossaggal egy tavolsagot, sth.; vagyis beérjiik egy
alkalmas racionalis kozelitG értékével a meértékszamnak).

Meégis, hogy talalkoztunk veliik 6ssze? Hisz valamikor régen, gyerekkorunkban az volt az els6 matematikai élmeé-
nylink, hogy az egyméastol elvalaszthato targyakat meg tudtuk szamlalni, s igy az egész szadmok léteztek még csak
szamunkra. Hogy jutottunk el a tébbihez?

Példaul a negativ szamokat akkor fedeztiik fel, mikor valami szamot keresve, olyan feladathoz jutottunk, ahol egy
szambol nagyobbat kellene kivonni. Még az is kideriil ilyenkor, hogy a forditott kiilonbség megoldésa a feladatnak, csak
azt mondja, hogy valami, amit egy masik mennyiségnél nagyobbnak vartunk, valojaban kisebb néala. Ha igy rajottiink,
hogy az el nem végezhet6 kivonasnak is van valami értelme, akkor legegyszertibb megoldasnak az bizonyult, hogy
az ilyen kiilonbségeket, mint ujfajta szamokat, negativ szamokat, hozzavettiikk az ismertekhez. Negativ szamokhoz
igen gyakran jutunk egyenletek megoldasakor, ott pedig az ismeretlennel Ggy szamolunk, miel6tt még tudnank, hogy
mennyit jelent, amint azt az algebraban megszoktuk. Akkor van tehat csak jogunk a kapott negativ szamokra azt
mondani, hogy eleget tesznek a kérdéses egyenletnek, ha sikeriil az alapmiiveleteket a negativ szamokra is ugy terjeszteni
ki, hogy az algebra szamoléasi szabalyai érvényben maradjanak. Ezt a kiterjesztést ebben az esetben annal kdnnyebb
megtalalni, mert konnyid olyan gyakorlati feladatot taldlni, amiben negativ mennyiségek is szerepelnek és melyek
ezért tanaccsal tudnak szolgé,lniﬁ) Most is hasonlé dologrél van szo, arrél, hogy egy bizonyos miveletet — tudniillik a
négyzetgyokvonast negativ szamokbol — a valos szamok korében nem tudunk elvégezni, hisz minden valoés szam négyzete
pozitiv szam. Most is azért vezetiink be djfajta szamokat, hogy ezt a midveletek is el tudjuk végezni. Természetesen
az ezekkel kibdvitett szamkorben is szeretnénk szamolni, hiszen példaul a harmadfoki egyenlet megoldésa kézben
is sziikség van arra, hogy a régi és uj szamokat miveletekkel kapcsoljuk Ossze és a miveletek eredményeivel djabb
miveleteket végezziink. Els6 pillanatban még bizonytalanabbul érezziik magunkat, mint mikor a negativ szdmokkal
kellett megbaratkoznunk és mondjuk, negativot szoroznunk negativval, mert hirtelen nem taldlunk olyan gyakorlati
problémat, ami utat mutathatna. Egy atmutatonk azért marad: tovabbra is az lesz a célunk, hogy tugy lehessen a
kibgvitett szdmkorben is szdmolni, mint ahogy az algebraban megszoktuk: példaul Gsszeg tagjait, szorzat tényezgit
felcserélni, tagokat, illet6leg tényezdket egy Osszegen, illetSleg szorzaton beliil, tetszés szerint és az éppen elérends
célnak megfelelGen Gsszefoglalni, zarojeleket felbontani, ,beszorozni” és ,kiemelni”, stb.

Ezt persze meg lehet probalni, de vajon érdemes-e? Nem kell-e majd folyton Gjra kezdeni a mesterséget, ha az ujfajta
szamokbol egyre magasabb gyokot akarunk vonni, igy, hogy a végén mar névvel sem birjuk a sok szamfajtat? Hat
megnyugtatlak benneteket elére. Eppen ez az egyik szépsége a dolognak, hogy nem. De errél nem beszélek most tébbet,
hisz aki velem jon erre a kis kirdndulésra a szidmok birodalmaba, maga fogja révidesen bebizonyitani. Persze, el6bb
alapos ismerkedésre lesz sziikség az ilyen csindlt, képzeletiinkb6l termett mennyiségekkel, hogy ne idegenkedjiink t6liik.
De érdemes az ismerkedés kezdetén felléps elss elfogodottsaggal szembenézni, mert ha tuljuttok rajta, sok kellemes
meglepetést tartogat az Gj ismerds tarsolyaban. Bar latszolag csak algebrai kérdésekkel foglalkozunk, valojaban sok
geometriai érdekessége is lesz kiranduldsunknak.

Tehat szeretnénk a valds szamok korét olyan szamokkal tovabb bgviteni, amelyek a negativ szamok négyzetgyokei
lennének és azt akarjuk, hogy ezekkel is Ggy lehessen szdmolni, mint az algebraban szamolni szoktunk. Egy negativ
szambol vald négyzetgydkvonast, ha az algebraban szokott médon szamolunk, félig el is tudunk végezni, pl. v/ —49 =

49-(—1) = 7-v/—=1, vagy V=57 = /57 (—1) = V57 - v/—1 és igy kideriil, hogy minddssze egy 1j szamot kell
bevezetni, a v/—1 szamara. Ezt a szamot imagindrius (képzeletbeli) egységnek nevezték el, magyarra képzetesnek
forditottak, i-vel szokas jelolni. Ot tehat az jellemzi, hogy i> = —1. Mindjart parja is akad, mert ha az algebra
szamolasi szabélyai érvényesek, akkor (—i)® = (—i)(—i) = i> = —1. i-t Ssszes valos tobbszoroseivel egyiitt, mint pl.
a mar szerepelt bovitést, 7i, /574, nevezziik képzetes szamoknak. Annyit tudunk roluk, hogy a négyzetiik negativ
szam, igy 6k nem tartozhatnak semmiképp sem a valés szamok kozé, mert azoknak viszont pozitiv a négyzetiik. Egy

!Lasd pl. PETER R6z5A: Jdték a végtelennel. 11. rész, 9. fej., kiilondsen 111-114. oldal.



valds szam azért kozéjlik lopddzott, ¢ 0-szorosan is természetesen 0-t értiink. Egyébként &sszeadhatjuk, kivonhatjuk
ket nyugodtan egymas kozt hasonléan, mint a valés szamokat. Ugy latszik, mintha rendben is volnank. A szorzasnal
nem lesz semmi nehézségiink, dsszeadni is tudunk mar valosakat is, képzeteseket is. De mit értsiink egy valds, meg egy
képzetes szam Osszegén? Erthetiink-e valos szamot? Ha pl. 3424 = 4 volna, ez els6foku egyenlet i szamara. Megoldva,

1= 3 -et, tehat valos szamot kapnank. Arrdl pedig mar meggy6zédtiink, hogy ez lehetetlen, hiszen sem §—nek, sem
més valés szdmnak négyzete nem lehet —1. De ugyanigy nem lehet 3 + 2¢ képzetes sem. Ha pl. 3 + 2¢ = 44 volna,
ebbdl meg ¢ = 3 kovetkeznék, ami éppugy lehetetlen. Nincs mas hétra, mint még nagyobbra méretezni a bévitést, a

3 + 24-t is, meg minden olyan szamot, amely egy valés, meg egy képzetes szam Osszeadasabol keletkezik, 1) szamként
venni hozzé az eddigiekhez. Az ilyen szamokat komplex szdmoknak nevezziik.

Hogy ki tudjuk magunkat ismerni a bévitett szamkorben, préobaljuk meg 4j szamainkat geometriailag abrazolni,
mert a val6s szdmokat is jobban el tudtuk képzelni, ha a szAmvonalon abrazoltuk Sket. Ez ugy tortént, hogy kijeloltiink
a szamvonalon, vagy ahogy ezentul nevezni fogjuk, a valds tengelyen egy O pontot — ennek felelt meg a 0 szam — és
véalasztottunk egy mértékegységet. Az O ponttdl egyik irdnyban a pozitiv szamokat abrazoltuk; mindegyiket azzal a
ponttal, mely az O ponttél, a valasztott mértékegységgel mérve, olyan tavolsagra van, mint a kérdéses pozitiv szam.
Az ellenkez6 iranyban pedig a negativ szamokat abrazoltuk, mindegyiket olyan messze az O ponttol, mint amekkora
az abszolut értéke. A képzetes szamokkal megtolthetiink egy masik szdmvonalat: a képzetes tengelyt. Ezt a masik
tengelyt célszerd ugy valasztani, hogy az O pontban messe a valos tengelyt, hiszen az O-nak mindkét tengelyen rajta
kell lennie. Az a szokas, hogy képzetes tengelynek az O pontban a valos tengelyre emelt mer6legest valasztjuk és
azon is ugyanazt az egységet hasznaljuk, mint a valés tengelyen; azaz azokat a képzetes szamokat, amelyek az i-nek
pozitiv szadmmal val6é szorzasaval keletkeztek, az egyik irdnyban, a tobbieket pedig az ellenkezé irdnyban abrézoljuk
a képzetes tengelynek azzal a pontjaval, amely az O ponttdl, a valasztott egységgel mérve, olyan messze van, mint
az 1 egylitthat6janak abszolut értéke a kérdéses szamban. Ezek utan a komplex szadmok &dbréazolasa sem okoz gondot.
Kinalkozik példaul 3 + 24 szaméra az a pont (28. abra), amelybe gy jutunk, hogy a valés tengelyen 3 tavolsagra
megyiink el és utdna a képzetes tengely iranydban 2 tavolsagra. (Persze, ha a két utat forditott sorrendben tessziik
meg, akkor ugyanabba a pontba jutunk.)

23 ABRA

Hasonloan abrazolhatjuk a tobbi komplex szamot is; egyiitt (a valos és képzetes szamokat is beleértve) egy sikot
toltenek ki, az u. n. szdmsikot.

A komplex szamban szerepl$ valés Osszeadandot, példankban a 3-at, a komplex szam wvalds részének, a képzetes
Osszeadandoban pedig i egytitthatojat, péeldankban a 2-t (i nélkiil) a szam képzetes részének nevezzik. Ezek szamara
kiilon jelolést is hasznalunk. Ha egy német R-et (a realis sz6 kezdete), vagy S-t (imaginérius) irunk a komplex szam
elé, az a valds, illet6leg képzetes részét jelenti a szadmnak. Kiilonsen akkor hasznéljuk, ha a komplex szam egy bettvel
van jelolve. Nevezziik el pl. 3 + 24-t z-nek, akkor R(z) = 3, $(2) = 2. Ha w jelenti a 3 — 214 szamot, akkor R(w) = 3,
S(w) =-2;R({E) =0, =1.

A komplex szamok kozt persze specidlis esetként ott szerepelnek a valosok is (olyan komplex szamok, melyek
képzetes része 0) és a képzetesek is (ezeknek meg a valos része 0).

Ha két komplex szamot az algebra torvényei szerint dsszeadunk, pl.

(B+2i)+(—2+1)=B-2)+(2i+14) =1+ 34,

akkor ismét egy komplex szamot kapunk. Ha tehéat azt akarjuk, hogy az algebra térvényei érvényben maradjanak,
akkor komplex szadmokat mindig igy kell 6sszeadni, akdrmilyen szamok is keriilnek a 3 és 2, meg a —2 és 1 helyére.
Az Osszeg az a komplex szam lesz, amelynek a valos része a két Gsszeadando valos részének az Osszege, képzetes része



meg a képzetes részek Osszege. Fogalmazzuk meg egyszer az algebra nyelvén is: jelképezze z1 = x1 + y1 ¢ akdrmelyik
komplex szamot, meg zo = T2 + Y2 ¢ is egy tetszblegest, akkor:

(1) 21+ 20 = (1 +x2) + (Y1 + 12)i

Nézziik meg, mit jelent az Gsszeadds geometriailag? Jeloljiik a 3 + 24, —2 4 i komplex szamokat és az Gsszegiiket
abrazolé pontokat A, B, C-vel akkor az AC szakasz parhuzamos OB-vel. OAC B parallelogramma s igy egyben BC
is parhuzamos és egyenlé O A-val. Koénnyebb lesz ezért kifejezni magunkat, ha a komplex szadmokat az O-t6l a szamot
abrazold pontig hizott vonaldarabbal jellemezziik. Ilyen irdnyitott vonaldarabokat jol lehet hasznélni a geometridban
(térben is); vektor-nak szokas nevezni. Egy komplex szamot tehat hol egy ponttal, hol az O ponttél hozza huzott
vektorral fogjuk jelképezni. A kett6 kozott lényeges kiilonbség nincs, igy nyugodtan hasznalhatjuk mindig azt, amelyik
kényelmesebb. Ne lepddjiink hat meg, ha ugyanazt egyszer, mint a 3 + 2 ¢ szdmot, egyszer, mint a 3 + 2 ¢ vektort, vagy
a 3 + 21 pontot emlegetiink. Mindig ugyanarrol van sz6, csak kiilénb6z6 moédon valé szemléltetésre utalunk.

Az 6sszeadast vektorokkal elmondva: ha az egyik szam vektoranak a végpontjabol rakjuk fel a masik szam vektorat
irdny és nagysag szerint, akkor az utébbinak a végpontja (vagy, ha tetszik, a kezd6ponttol hozzé huzott vektor)
abrazolja az Osszeget. Ez fliggetlen a tagok sorrendjétsl. Vilagos ez az (1) kifejezésbol is. Geometriailag meg abbol,
hogy ha ellenkez6 sorrendben is felrajzoljuk a vektorokat egymasutan, akkor egy parallelogrammat kapunk, hasonldan,
mint az 1. abran, amelynek az O-bol kiindulé atloja az Osszeg.

Most hagyjatok egy kicsit abba az olvasast, fogjatok papirt, ceruzat és gyakorlasul oldjatok meg a kovetkezs
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feladatokat. A sorszammal ellatottakkal pontot is lehet szerezni. — Abrazoljatok a kovetkez6 pontokat: 5—2 1, —35 ~5 i,

2-3+3-2i, —11+6-84.

21 s 23 legyen a komplex szamsik két kiilonb6z6 pontja. Irjuk fel a Z125 vektorhoz tartozo komplex szamot. (A
folé rajzolt nyillal azt jeloljiik, hogy a vektor z1-t6l z9-hoz mutat.)

Egy téglalap koézéppontja az O pont, oldalai a tengelyekkel parhuzamosak és egyik csticsa 21 = —5 + 214, irjuk fel
a tobbi csicsat!

Egy szabalyos hatszog kdzéppontja i, egyik csicsa O. Mik a tSbbi csicsai?

1. Milyen hossztiak az 1 — v/314, 2i, —1 — v/3i haromszog oldalai?

2. Egy rombusz egyik oldala a zg = xg + yo i vektor. Egyik atloja 45°-os szoget zar be az z tengellyel. Irjuk fel a
masik két csucsat. Szamitsuk ki Sket, ha ¢ = 3, yo = 4.

3. Keressiink a 9-2—3-6 ¢-hez olyan komplex szdmot, hogy 6sszegiik valds, kiilénbségiik képzetes legyen. Talalhato-e
ilyen barmely z = x + y i szdmhoz és melyik az? Geometriailag mi jellemzi ezt a szamot?

A z szam ilyen tarsat a hozza konjugalt komplex szamnak, réviden z konjugaltjanak szokas nevezni és kiilon jelet
is vezettek be ra: Z. (Szokés néha z*-gal is jelolni. Mi az el6bbit fogjuk hasznalni.) Egy komplex szam és a konjugaltja
kozotti viszony kolesonds: mindegyiknek a masik a konjugaltja, ezért a két szamot egyiitt, egymashoz konjugélt, vagy
roviden konjugdlt komplex szdmoknak nevezziik.

4. A konjugalt jelével irjuk fel egy komplex szam valos, képzetes részét; jellemezziik a valos szamokat.

5. A z = z+yi komplex szamokhoz tartozo vektor hosszat a z komplex szam abszolut értékének nevezziik és |z|-vel
jeloljiik. Mutassuk meg, hogy ha z valos, akkor |z| a régi értelemben vett abszolut érték. Irjuk fel altalaban |z|-t « és
y segitségével.

6. Az elébbi feladat jeloléseit hasznalva, mutassuk meg, hogy

|z + ly]

x|+ |yl = |z| =
|z + |y| > |2| 7



