A nagy szdmok térvénye.

Az els6 részben mar megismerkedtiink a valoszintiségszamitas néhany alapfogalmaval, kozben egy sereg példat
vizsgaltunk meg, a kiilonb6z6 fogalmakat mas-méas példakon mutattuk be. A tovabbiakban vizsgalataink korét leszi-
kitjiik, és szinte kizarolag csak a legegyszertibb példaval, a fej-vagy-iras jatékkal fogunk foglalkozni, azért, hogy ezen
az egyszerd példan elmélyithessiik ismereteinket és megismerkedhessiink a valoszintiségszamitas egyik legfontosabb
tételével, amely a nagy szdmok torvénye néven ismeretes. Ez a tétel a valdszintiségszamitas egy fontos fogalmaval, a
wvaloszind érték” fogalmaval fligg Ossze.

Induljunk ki egy egyszert példabol. Egy idében divatos volt az ,itt a piros, hol a piros” jaték, amelynek segit-
ségével iigyes csirkefogdk sok egyiigyid embert fosztottak ki. A jaték a kovetkezGképpen folyt: a ,bankar” feliitotte
satorfajat valamely sétatéren, harom teljesen egyforma tenyérnagysagu koralaki lemezt vett els, amelyeknek egyik
oldala egyforma volt, mig a harom koziil az egyiknek a hétoldala pirosra volt festve. Aki részt akart venni a jatékban
(nevezziik ,az aldozat’-nak), el6re lefizetett 2 peng6t. A bankar egyenkint megmutatta neki a harom korlemezt, majd
nagy kéziigyességgel, ,itt a piros, hol a piros” kialtasok kozben, szédité gyorsasdggal kevergette, rakosgatta a harom
lapot (persze, az egyforma oldalukkal felfelé). Végiil, koriilbeliil félpercnyi rakosgatas utén, az aldozatnak ki kellett
talalni, hogy a harom lemez koziil melyiknek a hatoldala piros. Ha kitalalta, 5 peng6t kapott, mig ha nem, elvesztette a
befizetett 2 pengGjét. A bankar ezen a jatékon (ha kozben a rendérség le nem fiilelte), néhany ora alatt t6bbszaz pengét
is keresett. Vizsgaljuk meg, mi ennek az oka? Ha a bankar ligyesen dolgozik, nem lehet szemmel kovetni, hogy hova
keriil a piros hatoldala lemez és igy az aldozat talalgatésa teljesen a véletlenre van utalva. Igy tehat 1/3-nak vehetjiik
annak a valoszintiségét, hogy a harom lemez koziil eltalalja a pirost. Vagyis 1/3 a valosziniisége, hogy nyer, amely
esetben 5 peng6t kap vissza, tehat 3 peng6t nyer tisztan. Ha tehat harmincszor jatszik valaki, az eseteknek koriilbeliil
az egyharmadaban, tehat koriilbeliil tizszer fogja a pirost eltalalni. Tegyiik fel, hogy a harminc koziil pontosan tizszer
talalja el a pirost, akkor 30 pengét nyer ezen a tiz jatszman, de a masik hiszon 40 peng6t veszit, tehat 6sszesen 10
peng6t, vagyis jatszmanként 1/3 peng6t veszit. Mondhatjuk tehét, hogy varhato vesztesége jatszmanként 1/3 pengd,
amit ugy fejezhetiink ki, hogy varhato ,nyeresége” —1/3 pengs. Részletesen kiirva szamitasunkat, a varhato atlagos
ereste 10-3-20-2 1 2

30 =3 3 3 2=-1/3.

(Hozza kell még tenniink, hogy az ,itt a piros, hol a piros” jaték ,szakért6i” bizonyos pszichologiai triikkokkel is
dolgoztak, a nézé figyelmét ligyes fogasokkal helytelen irdanyba terelték és ezzel nyerési esélyét még csokkentették,
persze ez mar egyénileg valtozo tényezd, amit szamszertien nehéz figyelembe venni.)

Altalaban is hasonléan szamithatjuk ki egy nyeremény ,yarhato értékét”: ha egy jaték lehetséges kimenetelei rendre
A, B, C ..., ezek valoszintiségei p, g, r ...és az ezekhez fiz6d6 ,nyeremények” értéke (ahol a negativ nyeremény
veszteséget jelent), akkor a nyeremény varhato értéke:

(1) m=pa+qgb+rc+....

A varhato érték” fogalmat nemcsak szerencsejatékoknél alkalmazhatjuk, hanem minden olyan jelenségnél, ahol
valamely mennyiség értékének ingadozésa a véletlen jatékatol fiigg, vagy a matematika nyelvére forditva, ha valamely
a véletlen jatékatol fiiggs esemény minden lehetséges kimeneteléhez egy szam van rendelve.

A kovetkezGkben egy olyan véltozé mennyiséget, amelynek értéke a véletlen jatékatol fiigg, roviden valdsziniségi
vdltozonak fogunk nevezni. Ha azt mondjuk, hogy x valoszintiségi viltozo, ez tehat azt jelenti, hogy x felveheti az
értékeknek egy bizonyos sorozatat és csak annyit tudunk, hogy melyik értéket milyen valoszintséggel veszi fel. Hogy
egy példat mondjunk, ha két kockaval dobunk és z jelenti a két kockdn mutatkozo szamok Gsszegét, akkor x valoszintségi
valtozo, amely felveheti a 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 értékeket, rendre 1/36, 2/36, 3/36, 4/36, 5/36, 6/36, 5/36,
4/36, 3/36, 2/36 és 1/36 valosziniséggel. Egy a valoszintiségi valtozd varhatod értékét a rovidség kedvéért m(x)-szel
fogjuk jelolni. Példaul a fenti esetben

1 2 3 4 5 6 5
—=9. —4+3. 2 44. 2 45. 462 47. - 4+8. 2
m(z) 367236 36 236 36 T 3g T 36T

4 3 2 1
(2) +9'36+10'36+11-36+12~36_7.

Bizonyos esetekben olyan valdszintiségi valtozokat is tekintetbe kell venni, amelyek végtelen sok értéket vesznek fel,
de a kovetkezGkben mi csak olyan valoszintiségi valtozokkal fogunk foglalkozni, amelyek lehetséges értékeinek szama
véges.

Hogy a varhato érték jelentését jobban megértsiik, vizsgaljuk meg a kovetkezs példat:

Kiilonbozs fajsulya fémek Gsszeolvasztasaval készitiink egy 6tvozetet, a felhasznalt fémeknek ismerjiik kiilon-kiilon
a fajsalyat és tudjuk, hogy melyik fémbdl milyen mennyiséget hasznéltunk fel. Ha az 6tvozetet kis darabokra torjiik,
beszélhetiink egy darab varhaté fajsilyarol. Ha az olvasztasnal a kiilonboz6 fémek nem keveredtek Gssze tokéletesen,
akkor itt valéban a ,yvéletlen jatékatol” fiigg egy kis darab fajsilya, hiszen lehetséges, hogy a kivalasztott darab az egyik
fémbdl viszonylag nagyobb mennyiséget tartalmaz, mint az egész 6tvozet. De még ebben az esetben is a fajsily ,varhato
értékének” pontos fizikai értelme van, hiszen megadja az egész O0tvozet pontos fajsilyat. Persze, minél tokéletesebben



keveredtek Ossze a kiilonboz6 fémek az Osszeolvasztasnal, annél kozelebb lesz egy tetszdlegesen kivalasztott és lemért
darab fajsilya a ,yarhato fajsiuly”™-hoz. Azt is belathatjuk ezen a példan, hogy a ,varhato érték” a lehetséges eseteknek
kozépértéke abban az értelemben, hogy ha el6fordul olyan darab, amelynek fajstulya a varhaté értéknél nagyobb, akkor
kell olyan darabnak is lennie, amelynek a fajsilya a varhato értéknél kisebb, hiszen ha minden darab fajstulya nagyobb
volna a fajstuly varhato értékénél, akkor az egész Otvozet fajstlya is nagyobb volna, ami ellentmondés, mert amint
mondottuk, az egész 6tvozet fajsilya pontosan megegyezik a fajsuly varhato értékével. Valoban, a meghatarozasbol
is belathato, hogy a ,varhat6 érték” nem mas, mint egy kozépérték, ahol a lehetséges értékeket bekovetkezésiik valo-
szintiségének megfeleld | stulyokkal” vettiik tekintetbe, vagyis a varhaté érték tulajdonképpen ,silyozott kszépérték’.
Ezt konnyen megérthetjiik, ha egy szamszerd példat vizsgalunk meg. Ha példaul 1 kg 8,9 fajsulya vorosrezet, 1/2 kg
7,3 fajstlyn ont és 1/2 kg 6, 9. fajsalyt cinket olvasztunk Ossze, tehat az Stvizet réz, 6n és cink-tartalma rendre 50%,
25% és 25%, akkor az 6tvozet fajsulya

f=05-89+025-73+0,25-6,9 = 8,0

lesz és ugyanez a szam adja meg az 6tvozet egy kis darabjanak varhato fajsulyéat is, hiszen az egyes fémek szazalékardnya
megadja egyben el6fordulasuk valészintiségét az 6tvozetben. Természetesen az f = 8 ,atlagos” vagy ,yarhato” fajsulytol
egy kivalasztott rész fajsilya még eltérhet valamivel. Ha sok részre torjiik a fémet és a részek fajsilyat egyenként
lemeérjiik, a nyert szamok annal kevesebbel fognak ingadozni az f = 8 kdzépérték koriil, minél alaposabban keveredtek
Ossze a kiilonbo6z6 fémek az olvasztasnal.

Ebbél a példabol azt is megtanulhatjuk, hogy a ,varhaté érték” ismerete onmagaban csak azt mondja meg, hogy
milyen kozépérték koriil ingadoznak az egyes mérések vagy megfigyelések eredményei, de az ingadozas mértékének
meghatarozasa ettdl kiilonalld feladat Erre a célra szolgal a ,sz6ras” fogalma, ezzel majd késgbb fogunk foglalkozni.

Megjegyezziik, hogy a ,valoszini érték”; ,varhato érték” és ,kozépérték” kifejezéseken kiviil szoktédk a kissé nevetsé-
gesen hangzo6 ,matematikai reménység” kifejezést is hasznélni. Ennek a kifejezésnek a keletkezését megmagyarazza az a
tény, hogy a valoszintségszamitas a XVIIL. szazadban két forrasboél keletkezett, egyrészt a szerencsejatékok elterjedése
kovetkeztében — f6ként Franciaorszagban és Spanyolorszagban — a jatékok esélyeinek vizsgalatabol, mésrészt az akko-
riban Anglidban és a Németalfoldon divatos (s6t Anglidban ma is divatos) fogadasokbol kifejléds biztosito-tarsasagok
azon torekvésébdl, hogy a biztositasért kért Osszeget ne csak taldlomra, hanem az esélyek pontos felmérése alapjan
allapitsak meg. A ,matematikai remény” kifejezéssel azt akartdk hangsilyozni, hogy a nyereményre valé6 reménység
preciz szamszerid alapjat a valoszini érték kiszamitasa adja meg. Azonban a valoszintiségszamitds mai fejlettségi fo-
kan, amikor a fizikai alkalmazasok léptek az el6térbe, ez a kifejezés félrevezetd volna és ezért a kovetkezékben mindig
valdszind értékrol vagy vdrhato értékrél fogunk beszélni (a ketts tehat ugyanazt jelenti).

Nézziik meg még egy példan, hogy bizonyos esetekben hogyan lehet a varhaté értéket igen egyszertien kiszamitani.
Tegyiik fel, hogy egy sorsjatéknal eladéasra keriil 200 000 sorsjegy, egyenként 10 forintos arban, a kiosztasra keriilg
nyereményeket pedig a kdvetkezé tablazat adja meg:

1 f6nyeremény 200000 Ft 1 -200000 = 200000

2 nyeremény egyenkint 100000 ,  2-100000 = 200 000

5 ” ” 40000 5-40000 = 200000

100 » » 1000 ,, 100-1000 = 100000
1000 » ” 100 ,,  1000-100 = 100000
10000 » ” 20 ,, 10000 -20 = 200000

Osszesen kiosztésra keriil: 1000000 F't.

Kérdés, mennyi egy sorsjegy ,yvarhaté értéke”? Mivel minden sorsjegy egyforman esélyes, ezt legegyszertibben ugy
szamithatjuk ki, hogy az Gsszes nyeremények Osszegét elosztjuk a sorsjegyek szamaval, vagyis az egy sorsjegyre esé
nyeremény atlagértéke adja a sorsjegy varhato értékét, ami a fenti példaban tehat 1000 000/200 000, vagyis pontosan
5 forint. Ez azt jelenti, hogy annak ellenére, hogy Oridsi nyeremények vannak és azonkiviil a kozepes nyeremények
szdma is igen nagy, mindenki, aki egy sorsjegyet vasarol tulajdonképpen 5 forintot kidob az ablakon. Persze, tévol
all t6lem, hogy olvaséimat ezzel a sorsjatékokrol lebeszéljem, hiszen a legtobb sorsjaték, igy elsésorban az allami
sorsjatékok, jotékony vagy kozérdeki célt szolgalnak és résztvevdiket ,,jotett helyébe jot varj” felszélitassal toborozzak.
Az ilyen sorsjatékban valo részvétel a kozos célra valdo adakozas egy formaja, amely egyuttal a résztvevek egy részének
komoly nyereséget is hoz. De ettdl fiiggetleniil megallapithatjuk, hogy a multban a sorsjatékok az uralkodd osztalyok
politikdjaban ugyanazt a szerepet jatszottdk, mint azok a filmek, amelyekben a gépir6 kisasszonyt feleségiil veszi a
milliomos, tehat a tomegek elégedetlenségének levezetésére szolgédltak, amellett, hogy a bankoknak igen jé iizletet
jelentettek.

Térjiink a4t most a fej-vagy-iras jatékra. Tudjuk, hogy ha a pénz, amivel jatszunk, nem hamis, fej és iras dobasanak
valoszintsége egyforman 1/2. Ez annyit jelent, hogy ha elég sokszor dobunk, a dobasoknak koriilbeliil a felében fej,

1‘/&lta,léub;am, ha egy mennyiség nem egyforman tevédik 6ssze az a1, a2, ...,an szdmokbol, hanem azok rendre p1, p2, ..., pn, stllyal

a1 + p2a2 + ...+ pna
vesznek benne részt, akkor ezen szamok sulyozott kézépértékén a pia1 T p2a2 Pnin értéket értjiik. p1 = p2 = ... =pn = 1 esetben

p1+p2+...+DPn
a szamtani kozepet adja. Ha a p;-k 1-t6l kiilonboz6, de egész szamok, akkor is kozépértéket jelent, azokét a szamokét, melyek koziil p;

szamanak az értéke a;(i = 1,2,...,n). Esetiinkben p; + p2 + ... + pn = 1, mint az Osszes lehetséges esetek egyiittes valoszintisége, igy a
nevez$ elmaradt.




felében iras lesz az eredmény. Mit jelent itt az a sz0, hogy ,koriilbeliil”? Erre azt valaszolhatnd valaki, hogy bar elkép-
zelhetd, hogy tizszer egymésutan, s6t még az is, hogy szazszor egymasutan fejet dobunk, de ez rendkiviil valészintitlen,
ezzel szemben mégis, ha nagyon sok dobést végziink, igen valészind az, hogy a dobasok koziil azok szama, amelyekben
fej az eredmény, elosztva az 6sszes dobasok szamaval (vagyis a fej dobasanak gyakorisaga) kevéssel fog eltérni 1/2-t61.
Ha kozelebbrsl megnézziik, ez az allitas sem precizebb az els6nél, amig meg nem mondjuk, hogy mennyi az a ,nagyon
sok”, mit jelent az, hogy ,igen valdszinG” és mit értiink azalatt, hogy ,kevéssel fog eltérni’. Probaljuk meg ezt pontosab-
ban megfogalmazni. El akarunk érni egy tetszdlegesen el6irt kis eltérést, — jeloljiik e-nal — a varhato értéktsl (1/2-t61).
Ezt egész biztosra sohasem varhatjuk, de varhatjuk 1-hez barmilyen kozeli valoszintiséggel, csak elég sok kisérletet kell
végezni; pontosabban, ha megadunk tetsz6legesen egy (1-nél kisebb pozitiv) § szamot, akkor mindig megadhato egy
olyan N szam, hogy ha legalabb N kisérletet végziink, akkor legalabb 1 — § lesz annak a valoszintisége, hogy a fej
dobasanak a gyakorisaga legfeljebb e-nal térjen el 1/2-t6l. Ezt a tételt el6szér BERNOUILLI JAKAB bizonyitotta be
1713-ban, ma ezt a tételt a nagy szdmok torvénye egy specialis esetének tekintik. Nézziik marmost, hogyan tudjuk ezt
a tételt bebizonyitani.

Elgszor vizsgaljuk meg azt, mekkora lehet annak a valoszintisége, hogy nagy legyen az eltérés a varhato értéktdl.
Erre vonatkozik CSEBYSEV lemméja. Tegyiik fel, hogy valamely x valdszintségi valtozo lehetséges értékei A, Ag, ...,
A, ezek valoszintsége rendre pi, pa, ...p, (tehdt p; a valoszintsége annak, hogy az x mennyiség értéke éppen A
lesz, po azé, hogy x értéke As stb.). Jeloljitk o kozépértékét A-val, tehat (1) szerint

A=m(x) = Aip1 + Aap2 + ...+ Aupn

és szoritkozzunk arra az esetre, ha egy A; sem negativ és A nem 0. Kérdezziik meg, ez esetben mekkora annak a
valoszintisége, hogy x értéke atlagértékének, A-nak valamely tSbbszorosénél, mondjuk t-szeresénél nagyobb legyen
(ahol t valamilyen pozitiv szam). Nyilvanvald, hogy minél nagyobb a t szam, annal kisebb lesz ez a valoszintiség,
amelyet V(z > tA)-val jelolink. Az, hogy = nagyobb legyen tA-nal, csak akkor lehetséges, ha van az A1, Ao, ..., 4,
szamok k6zott olyan, amely ¢t A-nél nagyobb, mig ha ¢-t olyan nagynak vélasztjuk, hogy t A nagyobb, mint x lehetséges
értékei (tehat az Ay, Ao, ..., A, szamok koziil a legnagyobbnal is), akkor a keresett valészintiség 0 lesz. Igy tehat
feltehetjiik, hogy t-t ugy valasztottuk, hogy az A, As, ... A, szdmok koziil legyen olyan, amely tA-nal nagyobb.
Azt is feltehetjiik, hogy az Ay, As, ..., A, szdmok nagysig szerint, csokkend sorrendben vannak elrendezve, tehat x
lehetséges értékei koziil A; a legnagyobb, As a kovetkezd, stb., végiil A,, a legkisebb. Akkor nyilvan az Ay, A, ..., A,
szamsorozat két részre bonthatéd ugy, hogy Ay, Ao, ..., A, nagyobb tA-nal, mig a tébbi: A1, Aryo, ..., Ay, kisebb
tA-nal, vagy egyenls vele. Ebben az esetben a keresett valosziniiségre azt kapjuk, hogy

Vie>tA)=p1+p2+...+pp.
Ezt szeretnénk A-val kapcsolatba hozni. Szorozzuk meg mindkét oldalt tA-val, azt kapjuk, hogy
tA-V(z >tA)=tA -p1+tA-pa+...+tA-p,.

Mivel feltevésiink szerint A1, Aq, ..., A, nagyobbak tA-nal, a jobboldalt noveljiik, ha tA helyett az els6 tagban A;-et,
a méasodikban As-t, az utolséban A,-et irunk, tehat

tA - V(;v >tA) < Aipr + Aapa + ...+ Arpy.

Még jobban néveljiikk a jobboldalt, ha még kiegészitjik az A, 11 pry1, ..., An pn tagokkal (amelyekrdl tudjuk, hogy
nem negativok), vagyis
tA - V(;v > tA) < Aypr+ Aspa + ...+ Anpn.

De a jobboldalon allo kifejezés nem més, mint x valoszind értéke, ezt jeloljik A-val, tehat azt kaptuk, hogy
tA-V(z > tA) < A.
Elosztva mindkét oldalt tA-val (amelyrdl tudjuk, bogy nem zérus), azt kapjuk, hogy
(3) Viz>tA) <1/t.

Ez Csebysev lemmaja, amelyet szavakban a kovetkezGképpen fogalmazhatunk meg: Ha az x valdsziniségi viltoza,
kizdrélag nem negativ értékeket vehet fel, tovdbbd, ha A jelenti x vdrhato értékét és A nem zérus, végil t tetszdleges
pozitiv szam, akkor annak a valdszinisége, hogy x értéke tA-ndl nagyobb legyen, kisebb 1/t-nél. (Az allitads nyilvan
csak akkor mond valamit, ha ¢t > 1) Ebbol kovetkezik, hogy annak a valosziniisége, hogy x értéke legfeljebb tA legyen,
nagyobb, mint 1 — 1/¢, hiszen az, hogy egy esemény vagy bekovetkezik, vagy nem, az bizonyos, tehat valoszintsége 1.
Igy, ha egy esemény valoszintiségét ismerjiik, annak valoszintségét, hogy az esemény ne kovetkezzék be, gy kapjuk,
hogy az esemény valoszintiségét 1-bol kivonjuk. Ha tehat annak valoszinidsége, hogy = nagyobb legyen t A-nal, legfeljebb
1/t, akkor annak valészintiségét, hogy x ne legyen nagyobb tA-nél, gy kapjuk, hogy 1-bél kivonunk egy 1/¢-nél kisebb
szamot, amikor is 1 — 1/¢-nél nagyobb szamot kapunk.



Ez a latszolag rendkiviil egyszerd segédtétel, Csebysev lemmaéja, médot fog adni, hogy a nagy szamok torvényét
minden nehézség nélkiil bebizonyitsuk, ugy hogy joggal mondhatjuk, hogy a nagy szamok torvénye csirdjaban benne
van Csebysev lemmajaban. Meg kell emliteni ezzel kapcsolatban, hogy a nagy szamok torvényét mar régebben is
ismerték, de a legegyszertibb esetekben is csak igen sok és faradsagos szamitassal tudtdk bebizonyitani, Csebysev
lemmaja azonban megkimél minket a faraszté szdmolastol és azt teljesen potolja.

A fej-vagy-iras jatékot most ugy fogjuk vizsgalni, hogy minden kisérlethez kiilon képeziink egy-egy valosziniiségi
valtozot, amelynek értéke 1, ha abban a dobasban fejet mutat a pénzdarab, és 0 ha irast. Mivel az 6sszes ,.fej” dobasok
szamat ezen valtozok Osszege adja, meg kell még vizsgalnunk, hogy képezziik valésziniiségi valtozok Osszegének a
kozépértékét. Szoritkozzunk két valtozd esetére. Az altaldnos eset nyilvan lépésenként visszavezethets erre.

Ha z és y két valoszintségi valtozo, amelyeknek varhato értékeit m(x)-et és m(y)-t ismerjiik, akkor az « + y Osszeg
varhato értékét ugy kapjuk meg, hogy z és y varhato értékeit 6sszeadjuk:

(4) m(z +y) = m(z) +m(y).

A bizonyitast egy specidlis esetben végezziik el, dltalaban is szoszerint igy végezhetsd a szamitas. Tegyiik fel példaul,
hogy «x lehetséges értékei x1, és xo ezek valoszintiséget p; és po. Akkor természetesen

(5) P11 + paxs = m(x)

y lehetséges értékei legyenek y1, y2, és ys és ezek valoszintségei q1, g2 és q3. Akkor persze

(6) QY1 + q2y2 + q3ys = m(y).

Ahhoz, hogy kiszamitsuk x4y varhato értékét, ismerniink kell x+y lehetséges Gsszes értékeit és azok valoszintiségeit.
x + y lehetséges értékei
1+ Y1, 01+ Y2, 81 + Y3, T2 + Y1, T2 + Y2, €s T2 + s,

ezek valoszintiségeit jeloljik rendre
i1 Ti2 T13 T21 722 €s T3

szamokkal. Igy tehat példaul ro3 annak a valoszintiségét jelenti, hogy az x valtozo az xo értéket és ugyanakkor az
y valtozd az ys értéket veszi fel. Marmost, ha x az x; értéket veszi fel, ugyanakkor y felveszi az y1, yo, ys értékek
valamelyikét, a harom eset valésziniiségeinek Osszege meg kell, hogy adja annak a valészindségét, hogy x az x; értéket
veszi fel. Masszoval fenn kell allnia a kovetkezs Osszefiiggésnek:

(7) T11 + 712 + 713 = P1.
Hasonloképpen fennallanak a kovetkezd Osszefiiggések:
ra1 + 722 + 23 = P2,
rir+ 721 = qi,

10) r12 + 722 = G2,
11) r13 + T23 = q2.

Példaul az utols6 azt jelenti, hogy az, hogy y az y3 értéket veszi fel, az két modon valdésulhat meg: gy, hogy kézben
x az x1 értéket, de ugyis, hogy kdzben x az x4 értéket veszi fel. Marmost szamitsuk ki, hogy mi x + y varhato értéke.
Nyilvanvald, hogy a fenti jelolések mellett
(12) m(z+y) = ri(er +y1) +ri2(zr + o) +riz(en +ys)+
+ro1(x2 + y1) + roo(x2 + y2) + ras(r2 + y3).

Rendezziink az z-ek és y-ok szerint:

(13) m(z +y) = z1(r11 + riz + 7113) + T2(ra1 + 122 + roz)+
+y1(rin + 7r21) + y2(riz + ra2) + ys3(riz + ra3).

Felhasznalva a (7), (8), (9), (10) és (11) Osszefiiggéseket, ebbdl kovetkezik, hogy

(14) m(z +y) = (p121 + p2x2) + (Q1y1 + q2y2 + q3y3) = m(x) +m(y),

amivel allitdsunk be van bizonyitva.

Szemléltessiik még, miel6tt tovabb mennénk, egy egyszeri példan a most bebizonyitott tételt. Vizsgaljuk megint
azt a peéldat, hogy két kockaval dobunk. Jelentse = az elsé kockan és y a mésodik kockdn mutatkozé szamot. Nyilvan
ris,yisaz 1,2, 3,4,5,6 értékeket vehetik fel, mindegyiket 1/6 — 1/6 valoszintséggel. Igy tehat

C1+243+4+4546
- - -

m(z) = m(y) 3,5.



Ebbél kovetkezik a fentiek alapjan, hogy x + y varhatd értéke, vagyis a két kockan lathatd szamok Osszegének
varhato értéke 3,5+ 3,5 = 7, amint ezt fentebb a lehetGségek részletes szambavételével mar ki is szamitottuk (lasd (2)).
Hasonloképpen kovetkezik, hogy ha harom kockaval dobunk, a harom kockdn mutatkozé szamok Gsszegének varhato
értéke 11,5 lesz, 4 kockanal 14, 6tnél 17,5 stb. Ezeket az eredményeket szintén ellendrizhetjiik részletes szdmolas utjan,
bar természetesen a részletes kiszamitas annél hosszadalmasabb lesz, minél tobb kockarol van szo. Elrettentd példaul
ideirjuk 3 kocka esetében a részletes szamitast: a szdmjegyek Osszegének lehetséges értékei

3, 4,5, 6,7 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18,
a megfelels valoszintségek:

1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 21
216" 2167 2167 216" 2167 216" 216’ 216" 216" 216 216’
15 10 6 3 1

2167 2167 216 216" 216’

A lehetséges értékeket a megfelels valoszintiségekkel Gsszeszorozva és ezen szorzatokat Osszeadva, valoban kijon,
hogy a varhato érték 11,5. Ezt a hosszadalmas szamitast takaritja meg szamunkra a fent bebizonyitott dltalanos tétel.

A fej-vagy-iras jatékot vizsgélva, tegyiik fel most mar, hogy N-szer dobunk. Az x1 valészintségi valtozo értéke legyen
1, ha az els6 dobasnal fejet és 0, ha irast dobtunk. Igy tehat z; a 0 és 1 értékeket veszi fel 1/2 — 1/2 valoszintiséggel.
Hasonloképpen az xo valdszintiségi valtozo legyen 1 ha a masodik dobasnél fej jon ki és 0 ha nem, z3, x4 ... 2N,
hasonléképpen legyenek értelmezve. Jelentse a K valészintségi valtozé az IV dobés koziil azoknak a szdmat, amelyekben
fejet dobtunk, akkor nyilvan

(15) K=x14+a+...+2N.

Konnyt belatni, hogy az x1, xa,...xn valtozok mindegyikének varhato értéke 1/2 és ezért (tekintettel arra, hogy
bebizonyitottuk, hogy az Osszeg varhato értéke egyenls a tagok varhato értékeinek Gszegével) K varhato értéke N/2.
Az x valosziniiségi valtozo jelentse K-nak N/2-t6l valo eltérése négyzetét:

z= (K — N/2)%
Szamitsuk ki z varhato értékét, (15) szerint.

:EZ(LEl +5L‘2+...+CL'N—N/2)2=
— [(11 = 1/2) + (22— 1/2) + ... + (a5 — 1/2)]* =
= (21 —1/2)° + (22 — 1/2)° + +...+ (zn — 1/2)*+

és alkalmazva megint azt a tételt, hogy 6sszeg varhato értéke egyenls a tagok varhaté értékeinek Gsszegével, azt kapjuk,
hogy

m(z) =m[(z1 —1/2)°] + m[(x2 — 1/2)’] + ... + m[(xx — 1/2)°]+
+2m[(zy — 1/2)(z2 — 1/2)] + 2m[(z1 — 1/2)(z3 — 1/2)] + ...+ 2m[(zn_1 — 1/2)(zn — 1/2)].

Szamitsuk ki kiilon-kiilon az itt szerepls kétféle tag értékét. Nézziik el6szor meg, mennyi (z; — 1/2)° varhato értéke?
Mivel z; csak a 0 és 1 értékeket veheti fel és mindkét esetben (z1 — 1/2)* = 1/4, tehat m[(z, — 1/2)%] = 1/4.

Ugyanez &ll persze az m[(zy — 1/2)2], o, mf(zy — 1/2)2} tagokra. Nézziikk most (x1 — 1/2)(x2 — 1/2) varhato
értékét. Mivel a masodik dobéas eredmeénye fiiggetlen az elsé dobas eredményétél, konnyt belatni, hogy a kovetkezs 4
eset egyforman valoszini és mindegyiknek a valoszintisége 1/4: a) 1 =1, 20 =1;b0) 21 =1, 220 =0; ¢) 1 =0, 22 = 1
és végiil d) x1 = 0, xo0 = 0. Az a) és d) esetekben (x7 — 1/2)(x2 — 1/2) értéke 1/4, a b) és ¢) esetben —1/4. Ennek
alapjan kovetkezik, hogy

1 1 1 1
m[(:z:l —1/2)(x2 — 1/2)} =31 + 3 <—Z> =0.
Tekintetbe véve, hogy ugyanez all a tobbi hasonlé tagra is, igy azt kapjuk, hogy
m(z) = N/4.

Azt kaptuk tehét, hogy ha K jelenti N dobas koziil azok szamat, amelyeknél fej jott ki és o = (K — N/ 2)2, akkor
az x valoszintségi valtozo varhato értéke N/4. Mivel o nem lehet negativ, alkalmazhatjuk Csebysev lemméajat, amely
szerint annak a valoszintsége, hogy x < t - N/4 legyen, nagyobb, mint 1 — 1/¢. Mi a fej dobasanak gyakorisagara
vagyunk kivancsiak. Ez nyilvan K /N, jeloljiik roviden f-fel. Akkor a (K — N/ 2)2 < t- N/4 egyenl6tlenség mindkét



oldalat N?-tel osztva, eredményiink tgy fogalmazhaté, hogy annak a valészintsége, hogy (f — 1/ 2)2 < Nt/4 legyen,
nagyobb lesz, mint 1 — 1/¢. Mind-két oldalon négyzetgyokot vonva, azt kapjuk, hogy annak a valdszintisége, hogy

|f —1/2| < VNt/2

nagyobb, mint 1 — 1/¢. Allitasunkhoz csak azt kell belatni, hogy alkalmas ¢t mellett valaszthato N tgy, hogy egyszerre
\/M/ 2 is, meg 1/t is tetszolegesen kicsi legyen. A Csebysev-féle egyenl6tlenségben a ¢ szamot tetszolegesen valaszt-
hattuk. Probaljuk meg most ugy vélasztani, hogy VNt/2 = 1/t legyen, ekkor VNt/2 = 1/t = 1/VAN, vagyis legyen
most t = V4N.

Tehat | f—1/2| < 1/V/4N, valosziniisége nagyobb, mint 1—1/V/4N. Ebb6l mar nyilvanvalo, hogy ha N-et elég nagyra
valasztjuk ugy, hogy 1/ VAN olyan kicsiny legyen, amilyent csak akarunk, példaul kisebb legyen, mint egy megadott
kis pozitiv € szdm, akkor annak a valoszintisége, hogy N dobas koziil a fej gyakorisaga 1/2-t61 e-nal kevesebbel térjen
el, nagyobb lesz, mint 1 — e. Példaul, ha azt akarjuk, hogy annak a valosziniisége, hogy a fej dobasanak gyakorisaga
1/2-t61 legfeljebb egy milliomoddal tér el nagyobb legyen 0,999999-nal, akkor ezt biztosan elérhetjiik azaltal, hogy
legalabb N = 250000 000 000000 000 (ketSszazdtvenezerbillio) dobast végziink, mivel ekkor 1/V4N éppen egymillio
és igy 1/VAN egymilliomoddal egyenls. Persze, ha nem kivanjuk, hogy a gyakorisdg ennyire kozel legyen 1/2-hez,
akkor sokkal kevesebb szamu dobas is elegendd. Példaul, ha azt kivanjuk, hogy legalabb 99% legyen a valosziniisége
annak, hogy a fej dobasanak gyakorisaga legfeljebb 1/100-dal térjen el 1/2-t6l, akkor biztos elegendd 250 000 dobast
végezni, mert akkor lesz VAN = 100 és igy 1 — 1 / VAN = 99/100. Hozza kell ehhez tenniink, hogy a Csebysev-féle
egyenl6tlenség nem pontos, tgy, hogy valéjaban még ennél sokkal kevesebb dobas is elegends, de pontosabb eredmény
bebizonyitdsa mar sokkal nehezebb és mélyebb meggondolasokat kivanna, Ggy, hogy erre most nem tériink ki.

A nagy szamok torvénye nem csak a fej- vagy irds egyszeri példajara érvényes, hanem sokkal dltalanosabb jelensé-
gekre is. Azok koziil a matematikusok koziil, akik ezen a téren nagy eredményeket értek el, emlitsiik meg a kovetkezsket:
Moivre, Poisson, Laplace, Gauss, Csebysev, Ljapunov, Borel, Cantelli, Kolmogorov. Végezetiil még fogalmazzuk meg a
nagy szamok torvényét valamivel altalanosabb alakban, mint ahogy fentebb bizonyitottuk, de amely alakjaban lénye-
gében ugyanigy bizonyithatd be: Ha valamely kisérlet sikerének valdszinisége p és sokszor ismételjik meg a kisérletet,
akkor annak valdszinisége, hogy a kisérlet sikerének gyakorisdga p-tdl legfeljebb eqy tetszdleges megadott kis szammal
térjen el, tetszdlegesen kézel lesz 1-hez, hacsak elég sok kisérletet végziink.

Legkozelebbi szamunkban a valosziniiségi valtozo varhato eloszlasaval és ezzel kapcsolatban a Gauss-féle eloszlasi
torvénnyel fogunk foglalkozni. Addig is szolgaljon gyakorlasul az itt kovetkezd néhany feladat:

1. Ha az x valosziniiségi valtozo egy kocka dobéasanal elért dobés négyzetét jelenti (tehat ha 1-et dobunk, akkor
x = 1, ha 2-6t dobunk = = 4, ha harmat, x = 9 stb.) mennyi = varhato értéke?

2. Két urnank van. Az els6ben 30 fehér és 10 fekete golyo, a masodikban 10 fehér és 30 fekete goly6. Az elsé urnabol
taldlomra kiemeliink 20 golyot, és attessziik Sket a masik urndba. Ezek utdn a masodik urnabdl egy golyot hizunk ki.
Kérdés, mi a valészintsége, hogy a kihizott goly6 fehér legyen?

3. Péter és Pal a kovetkez6 jatékot jatsszak: Egy 32 lapos kartyat osszekevernek, Péter el6re fizet Palnak 10 fillért,
utana elkezdi egyméasutan feliitni a lapokat. Addig folytatja ezt, amig egy kirdlyt nem hiaz. Pal ekkor annyi fillért kell
hogy fizessen Péternek, ahany lapot Péter kihdzott, miel6tt egy kiralyt hazott volna. Kérdés, Péter vagy Pal részére
elényosek-e a jatékfeltételek. Mi a helyzet, ha 52 lapos kartyaval jatszanak?

4. Ha Péter és Pal az el6z6 jatékot azzal a mddositassal jatsszak, hogy nem sorjaban iiti fel Péter a kartyakat,
hanem taldlomra hiz és a kihtizott lapot visszateszi, 6sszekeveri, majd huz stb. addig, amig egy kiradlyt nem hizott,
akkor melyikiikre nézve lesz el6nyos a jaték 32 lapos kartya hasznalatanal?

5. Janos és Jozsef a kovetkezd jatékot jatsszak: két kockival dobnak, ha a két kockan kiilénbo6z6 szamok &allanak,
akkor Janos annyi fillért fizet Jozsefnek, amennyi a kiilénbség a két szam kozott, mig ha a két kocka ugyanazt a
szamot mutatja, akkor Jozsef fizet Janosnak annyi fillért, amennyi a két kockan allo szam. Melyikiikre el6nyos a jaték?
Hanyszor kell dobniuk, hogy annak a valoszintisége, hogy Jozsef 5 forintot nyerjen, legalabb 90% legyen?

6. Mi a valoszintsége, hogy a fej vagy iras jatéknal 40 dobas koziil 25-szor dobjunk fejet?

7. A fej-vagy-iras jatéknal, ha 21-szer dobunk, hany fej dobasanak a valoszintisége a legnagyobb?

8. Mi a valosziniisége, hogy ha 16-szor dobunk, ebbdl legalabb 6tszor, de legfeljebb 11-szer dobjunk irast? Hason-
litsuk Gssze az eredményt azzal a becsléssel, amit erre vonatkozolag a Csebysev-féle egyenl6tlenség ad!



