A mindennapi életben gyakran hasznaljuk azt a kifejezést, hogy ez nagyon valoszini”, vagy azt, hogy ez igen
valoszindtlen”. Beszéliink ,ritka véletlenek™rél, gyakran mondjuk valamire, hogy ,ez teljesen a véletlentdl fiigg”. Ilyen
és hasonlé kifejezéseket akkor hasznalunk, ha valamilyen esemény bekovetkezésére nézve nem tudunk bizonyosat al-
litani, t6bb lehetGséggel allunk szemben és a kiilonb6z6 lehet&ségek esélyeit latolgatjuk. Ilyen — a véletlen jatékatol
fiiggs — jelenségekkel taldlkozunk minden szerencsejatékban (gondoljunk a kirtyajatékokra, a kockazasra, a legegy-
szertibb jatékra: a fej — vagy — irdsra, vagy a mostandban divatos totora). Ilyenekkel szamolunk a statisztikiban és
a biztositotarsasagok munkajaban (sziiletések, halalozasok, hazassagok, vagy balesetek szamlalasanal), szerepiik van
a gyaripari tomegtermelésben (pl. futészalagon gyértott tomegcikkek egy kis hanyada hibés szokott lenni); de ilyen
jelenségekkel talalkozunk a modern fizika sok teriiletén is (radidaktivitas, gazmolekuldk mozgasa, stb.). Ezeknél a
példaknal is tapasztalhatd, hogy a véletlen jatékatol fiiggs események, kisérletek is bizonyos egész pontos torvény-
szertiségeket mutatnak. Ezekkel a torvényszeriiségekkel foglalkozik a matematika egy igen érdekes és fontos aga: a
valdszindségszdmitds.

Hogy lehet ezeket az esetleges jelenségeket megfogni? Kezdjiik egy egyszerd példaval, a tarsasjatékokban oly sok-
szor hasznélt dobo kockéval: szabalyos kis fakocka, amelynek lapjai rendre egy, ketts, harom, négy, 6t és hat ponttal
vannak megjellve. Valamikor ez igen elterjedt szerencsejaték volt. Errdl szol egy régi torténet: Egyszer Galiani napolyi
piispoknél megjelent egy biivész és bemutatta mutatvanyat: harom kockit dobott fel és meglepetve lattak a nézdk,
hogy mind a harom kocka a hatos oldalaval felfelé esett le. Még jobban csodélkoztak, amikor a bivész djra, meg Gjra
megismételte a mutatvanyt. Amikor 6todszorre dobott ismét harom hatost, a piispok felkialtott: ,Orddgbe is, ez bo-
szorkanysag!” ,En inkdbb azt hiszem, — sz6lalt meg egy matematikus baratja, — hogy hamisak a kockak”. Megvizsgaltak
és valéban a kockanak a hatossal szemben 1év6 oldala 6lmozva volt.

Tényleg, elég hihetetlen, hogy rendes dobokockaval ilyen mutatvanyt lehessen produkilni, mégis, miért lehetett a
matematikus olyan biztos a dolgaban?

Ha feldobunk egy kockat, semmilyen szaballyal nem szamithatjuk ki el6re, melyik lapja fog felfelé mutatni. Ha
azonban nagyon sokszor dobjuk fel, mondjuk pl. 600-szor (probéljuk ki), akkor egyik szam sem fog sokkal kevesebbszer,
vagy tObbszor latszani a tobbinél, mindegyik kozel 100-szor fog eléfordulni. Ha meg 6000 kisérletet végziink, akkor
minden szam koriilbeliil 1000-szer keriil a kocka fels6 oldalara. Ha a kocka teljesen szabalyos, akkor nem is lehet
méasképp, hisz az egyes lapok kozt semmi kiilonbség sincs, a szdmokat akar Ossze is cserélhetnénk az egyes oldalakon,
észre sem lehetne venni, hogy valami valtozas tortént. Ha tehat nagyon sok kisérletet végezve feltiing az eltérés
valamelyik szam el6fordulasanal, akkor csak nézziik meg jol a kockat, mert valami egyenetlenség lesz benne és nem
az 0rdog jatszik veliink. Szabalyos kocka esetén egyik oldalnak sem lehet semmi oka, hogy gyakrabban forduljon el6
a tobbinél. Elég nagyszamu dobasnal tehat egy oldal, pl. az 1-essel jelolt, — az eseteknek mindig kb. 1/6-részében
mutatkozik. Ezt a szamot az l-es el6fordulasa gyakorisiganak nevezziik. Altaldban egy esemény gyakorisagat tgy
szamitjuk ki, hogy az Osszes végzett kisérletek szaméval elosztjuk azoknak a szadmat, amelyekben a kérdéses esemény
bekovetkezett.

A fenti 1/6 értékhez azonban nem is kisérletek atjan jutottunk el, hanem belattuk, hogy a hat lehetséges esemény
(t. i. hogy a kocka 1-et, 2-6t, 3-at, 4-et, 5-6t, vagy 6-ot mutat) egyforman lehetséges, egyik sincs kitiintetve a masikkal
szemben. Az ilyen eseményeket egyformdn valdszindnek fogjuk nevezni. Az 1/6 elméletileg szamitott érték tehat
pontosabban szo6lva, a varhat6 gyakorisag.

Bivésziink harom kockaval dobott. Itt mar sok lényegesen kiilonb6zé lehetdséggel kell szamolnunk, mint példaul,
ha az egyik kocka 3-at, a mésik 4-et, a harmadik 6-ot mutat, vagy ha a mutatott szamok 1, 1 és 6, stb. Nem nehéz
Osszeszamolni, hogy a lehet&ségek szama 56. Ezek koziil azonban a kiilonboz6 lehet&ségek varhato gyakorisdga nem
egyforma. Latni fogjuk, hogy a harom hatos dobéasanak varhat6 gyakorisaga csak 1/216, vagyis kevesebb, mint egy
fel szazalék. Az, hogy egy esemény, amely altalaban 216 eset koziil egyszer fordul csak el§, 5 esetben egymasutan
bekovetkezzék, valoban rendkiviil valészinttlen, méar szinte lehetetlen. Minden bizonnyal valami csalafintasag kellett,
hogy legyen a kocka elkészitésénél, vagy a kiilonb6z6 lapok nem voltak egyforman valészindek, pl. nem egynem a kocka
anyaga (mint az emlitett tOrténetben), vagy arra az egyszertibb — bar kénnyen leleplezhetd — csalasra is gondolhatnank,
hogy az egyes kockdkon nem egy, hanem t6bb hatos jelzésid lap van. Tegyiik fel példaul, hogy egy egyébként szabélyos
kocka 4 lapja van hatossal jelezve, a fennmaradé 2 lap pl. 1-essel és 2-esel. Ebben az esetben a hatos dobas varhato
gyakorisaga nyilvan 4/6 = 2/3, mivel feltettiik, hogy a kocka més szemponthol szabalyos s igy az egyes lapok varhato
gyakorisdga egyenls, a hat egyforman lehetséges esetbdl pedig négy esetben kapunk 6-ost.

Ha egy esemény varhat6 gyakorisaga nagy, kozel van 1-hez, akkor konnyebben elképzelhets, hogy az esemény mind-
jart els6 kisérletre, vagy esetleg tobbszor egymasutan bekovetkezzék. A varhato gyakorisag tehat alkalmas mértéke
annak, hogy egy esemény mennyire valészint. Ezért egy esemény valosziniségén annak vdrhato gyakorisdgat értjik,
tehat a gyakorisidgnak ezt az elméletileg szamitott értékét. Ezt a kis megkiilonboztetést azért tessziik, mert a gya-
korlatban apréobb egyenetlenségek taldlhatok példaul a leggondosabban készitett dobdkockan is, de ha elég kicsinyek
ezek a szabalytalansiagok, akkor nem befolyéasoljdk lényegesen a gyakorisagot. A legegyszertibb esetekben, amilyen a
dobd kockaé is, ha a kisérlet kiilonbo6z6 lehetséges eredményei egyenlGen valdszintek, csak azt kell megvizsgélni, hogy
a kiilonbo6z6 lehetséges és egyenlSen valdszind esetek koziil a vart esemény hany esetben valosul meg és ezt a szamot
el kell osztani az Gsszes lehetséges esetek szamaval, igy kapjuk a valosziniiséget. Abban a specidlis esetben tehat, ha a
kisérlet kimenetele egyformén valészind eshetGségekre bomlik, a valoszintséget ezen a kozismert moédon szamithatjuk:
a kedvezs esetek szamat elosztjuk az Osszes lehetséges (egyforman valoszint) esetek szaméval. Hogy miért hangsulyoz-



zuk ennyire, hogy ez csak egyforméan valoszini esetekre érvényes, azt el6bbi hamis kockankon azonnal lathatjuk. Ott
kiilonb6z6 lehetdség csak 3 van: hogy a kocka 1-est, 2-est, vagy 6-ost mutasson. Annak, hogy 6-ost dobjunk, mégsem
az igy hibasan szamithat6 1/3, hanem a duplaja a valdszintsége, mert egyforman valoszind lehetSség 6 van és ezek
koziil 4 a kedvezbek szadma.

A harom kockanal ugy latszik, a szambavett 56 eset szintén nem egyformén valdszind. Miért? Vizsgaljuk el6bb azt
az esetet, mikor két kockaval dobunk. A lehetséges kiilonb6z6 esetek a kovetkezdk:

1,1 2, 2 3,3 4, 4 5,5 6, 6
1, 2 2,3 3, 4 4,5 5, 6

1,3 2, 4 3, 5 4, 6

1, 4 2, 5 3, 6

1,5 2, 6

1, 6

) )

tehat Osszesen 21 eset van. Mégis példaul két 6-os, vagy 1-es és 2-es dobasanak valosziniisége nem 1/21, mert igaz, hogy
a kockak egyformén feketék szoktak lenni, fehér pontokkal s ilyenkor nem is tudjuk feldobas utéan, melyik kocka volt
az ,egyik”, melyik a ,méasik”; a kisérlet esélyein azonban nyilvin nem valtoztat semmit, ha az egyik kockat piros szinnel
atfestjiik. De akkor a két kocka mér megkiilonboztethets és igy vilagos, hogy két kiilonb6z6 egyforméan valdszini eset
az, amikor a fekete kocka 1-est, a piros 2-est mutat, vagy amikor a fekete mutat 2-est és a piros kocka 1-est. Mivel
a fekete kocka 6 kiilonboz6 szamot mutathat és akarmit is mutat, attol fiiggetleniil a piros kocka 6 kiilonboz6 oldala
nézhet felfelé, igy az egyformén valdszind esetek szama 6sszesen 6 - 6 = 36. Ahhoz, hogy két 6-ost dobjunk, ezek koziil
csak egy eset kedvezs; tehat 1/36 ennek a valoszintisége. Arra viszont, hogy 1-est és 2-est dobjunk, 2 eset kedvezd,
tehat ennek a valoszintisége: 2/36 = 1/18. Ha végiil harom kockaval dobunk, a lehetséges és egyforman valészint esetek
szama megint meghatszorozodik, hiszen az els6 két kocka akarmit is mutat, a harmadik kockan ettdl fiiggetleniil a hat
szam barmelyike mutatkozhat. Hairom kockaval tehat a lehetséges és egyforman valészind dobasok szama 6 - 36 = 216
és harom hatos dobasanak valoszintisége 1/216.

A kedvezl és a lehetséges esetek Gsszeszamlaldsanal sok tévedés lehetséges. Még egy példat mutatunk. Mi annak a
valoszintisége, hogy két kockaval dobva, legaldbb egy 1-est dobunk? A lehetséges esetek szama 36. Kedvezs esetek, ha
a fekete kockan 1-es 4all, a piros ekkor a 6 szam barmelyikét mutathatja. Ugyanigy barmit mutathat a fekete kocka, ha
a piroson all 1-es. Ez 66 kedvezd eset, mégis hibas volna Gsszesen 12-nek szamolni. Csak 11 kedvez6 eset van, mert
kétszer szamoltuk azt a lehetGséget, hogy ha mindkét kocka l-est mutat, ez pedig csak egy eshetdség. Igy a kérdezett
valosziniség 11/36(< 12/36 = 1/3). — A hiba onnan eredt, hegy a kedvez6 eseteket két részben szamoltuk Ossze, a
kétféle lehetGségek azonban nem zartak ki egymast. Erre a hibalehetGségre is vigyazva, azt mondhatjuk:

— Ha egy kisérletnek N kilonbozd kimenetele lehet, ezek pdronként kizdrjdk egymdst és egyenlden valdsziniek és
valamely esemény bekdvetkezésére az emlitett N eset kozil K szami kedvezd, akkor az esemény valdszinisége v = K/N.
Az igy szamitott valoszintség mindig 0 és 1 kozé esG szam.

Ezt a szabalyt hasznaltuk eddigi példainkban, de ehhez nem kellett mast tudnunk, minthogy a dobdékocka minden
oldalanak a valoszintisége egyforméan 1/6. Hogy kovetkeztetiink ezekbdl az Osszetettebb esetekre? Konnyt latni, ha
kicsit valtoztatunk meggondolasunkon: Mi a valészintisége, hogy két 6-ost dobunk? A fekete kockanak 6-ost kell mutat-
nia. Ez a 36 lehetSség 1/6-aban, 6-ban teljesiil. Ezek kozott is csak azok kedvezdek, amelyeknél a piros kockan is 6-os
latszik, mivel a fekete kocka allasatol fiiggetlen, hogy a piros mit mutat, két 6-os ezen eseteknek is csak 1/6-aban (1
esetben) varhato. Igy a két 6-os dobas varhaté gyakorisaga, vagyis valoszintisége 1/6-1/6 = 1/36. Tehat Ssszeszoroztuk
annak a valdszintségét, hogy a fekete, meg azét, hogy a piros kocka 6-ost mutasson.

Nézziik meg annak a valOsziniiségét is Gjra, hogy egy 1-est és egy 2-est dobunk. Annak, hogy két kockaval dobva
egy l-es latsszék, 11/36 a valdszintsége, mint lattuk. Ugyanennyi kell legyen a 2-os el6fordulasanak, valoszintsége is.
Az 1-es és 2-es egylittes el6fordulasanak valoszindségéiil mégis 1/18-at talaltunk és nem 11/36-11/36 = 121/1296-ot.
Nem is varhato, hogy az utébbi eredmény helyes legyen, hisz csak meggondolas nélkiil probaltuk rahazni a problémat
az el6z6 feladat kaptafajara. Az el6z6 meggondolasnak azonban lényeges pontja volt, hogy ha az els6 kockdn méar
tudjuk, hogy 6-o0s latszik, a mésodikon tovabbra is egyforman lehet barmelyik szam 1-t6l 6-ig. Itt azonban lényegesen
valtoztat a helyzeten, ha tudjuk, hogy valamelyik kocka 1-est mutat. Ekkor mér csak a kovetkezs esetek lehetségesek:
mindkét kockan 1-es van, a feketén 1-es, a piroson 2, 3, 4, 5, vagy 6-0s, vagy a piroson l-es és a feketén 2, 3, 4, 5, vagy
6-0s. Ez Osszesen 11 eset és ezek koziil kettGben latszik egy 2-es is. Ha tehat tudjuk maéar, hogy az egyik kockan 1-es
all, akkor annak a valészintisége, hogy a masikon viszont 2-es alljon, 2/11 lesz. Igy az, hogy 1-est és 2-est dobunk, a
kisérletek 11/36-2/11 = 1/18-részében varhato, amint ezt mar mas uton is belattuk.

Itt tehat egy 4j lehetGség meriilt fel: ha két eseményt figyeliink meg egyidejileg és tudjuk, hogy az egyik bekovetke-
zett mar, akkor lehet, hogy mas a valészintisége a masodik bekdvetkezésének, mint amilyen valészintiséggel varhatjuk
a masodik esemény bekovetkezését, mig az els6 eseményrdl nem tudunk semmit. Annak a valosziniiségét, hogy egy B
esemény bekovetkezzék (utolsé példankban, hogy valamelyik kocka 2-est mutasson), ha mar tudjuk, hogy egy A ese-
meény bekovetkezett (esetiinkben valamelyik kocka 1-est mutatott), a B esemény feltételes valdsziniségének nevezzik

L0 azt jelenti, hogy az esemény lehetetlen, 1 azt, hogy bizonyosan, minden esetben be fog kovetkezni. Szoktdk %-ban is kifejezni a
valosziniiséget, az nyilvan a fenti valoszintiség 100-szorosa. A lehetetlenséget akkor is 0 jelzi, a bizonyossag meg a ,,100%-o0s valosziniiség.”



azzal a feltétellel, hogy A mar bekdvetkezett, vagy révidebben B-nek A-ra vonatkoztatott feltételes valoszintiségének.
Jelolni igy fogjuk va(B), mig az egyszerd valosziniiséget U(B)—vel.

Ha két kockaval dobtunk és azt néztiik, mi a valdszintisége, hogy a piros kockén 6-os legyen, 1/6 volt mindenképpen,
fiiggetleniil attol, hagy tudtuk-e, vagy sem, hogy a fekete kocka mit mutat. Ellenben, ha tudtuk, hogy az egyik dobott
szam 1-es, ettdl mar igenis fiiggott, hogy mi annak a valészintisége, hogy a méasik szam 2-es legyen.

Els6 esetben, ha egy B esemény valoszintsége egyenls az A-ra vonatkoztatott feltételes valoszintiségével, azt mond-
juk, hogy a B esemény fiiggetlen az A eseménytsl.

Ismét nézziik meg, hogy szamithatjuk ki a feltételes valosziniiséget. Az egyszerd valoszintségnél az Gsszes lehetséges
esetek kozil kellett kikeresni azokat, amikben B bekovetkezik (azt a 6 esetet, amiben a piros kocka 6-ost mutat, illetve
azt a 11-et, amelyikben valamelyik kockin a 2-es latszik). A feltételes valoszintségnél viszont az Gsszes esetek koziil
el6szor is ki kell keresniink azokat, amikben A bekovetkezik, csak ezek a lehetséges esetek (példainkban az a 6 eset,
amikor a fekete kocka 6-ost mutat, illetéleg az a 11 eset, amelyikben 1-es lathato). Ezek koziil meg kell szamlalni,
hogy melyekben kovetkezik be B is (egyben mutat a piros kocka is 6-ost, illetve két esetben 2-es a masik kockan latszo
szam). Ez a kedvezs esetek szama, ezt kell osztani az el6bbi szammal, mint lehetséges esetekével.

Ha igy kivalogatunk egy részcsoportot a lehetséges esetek koziil, akkor persze csak ritka véletlen, ha ezek kozt is
ugyanolyan ardnyban kévetkezik be B, mint az Osszes lehetGségek kozt. Ez jelenti a fiiggetlen eseményeket. Konny
azonban latni, hogy két, A és B esemény egyidejl bekovetkezésének valoszintségét kiszamithatjuk ugy, hogy az A ese-
mény bekovetkezésének valoszintiségét megszorozzuk a B eseménynek A-ra vonatkoztatott feltételes valoszintségével.
Az egyiittes valoszintdségét v(A& B)-vel jelolve:

(1) v(A&B) = v(A) - va(B).

Legyen a kisérletek lehetséges kimeneteleinek szama N, ahol ezek az esetek egyforman valoszintek és kizarjak
egymaést. Ezek kozil K szdmuban kovetkezzék bp az A esemény és a K eset kozil k szamaban a B is. Ekkor nyilvan
v(A&B) = k/N,v(A) = K/N ésva(B) = k/K.Igy av(A)-va(B) szorzatban K-val egyszerisitve, valoban megkapjuk
v(A&B)-t.

Feltéve, hogy A valoszintisége nem 0, masszoval A nem lehetetlen,ﬁ (1)-et a kévetkezd alakban is felirhatjuk:

@) oa() = ",

vagyis ha ismerjiikk az A& B, meg az A esemény valoszintiségét, abbol kiszamithatjuk B-nek A-ra vonatkoztatott felté-
teles valoszintiségét ugy, hogy A& B egyiittes teljesiilésének valoszintségét elosztjuk A valoszintségével. Az altalanos
esetben, amikor nem lehet olyan koénnyen Osszeszamolni a lehetséges és kedvezs eseteket, a (2) képlet szolgal a fel-
tételes valoszintiség meghatarozasaul, akkor persze a szorzas tétel, vagyis (1) v(A)-val valo beszorzassal kovetkezik.
Fiiggetlennek akkor neveztiik a B eseményt az A-t6l, ha v4(B) = v(B). Ebben az esetben

(1) v(A&B) = v(A) - v(B).

Ebbdl kénnyen kovetkezik, hogy ha B fiiggetlen A-t6l, akkor megforditva A is fiiggetlen B-t6l. Tegyiik fel ugyanis,
hogy B fiiggetlen A-tol és szamitsuk ki A-nak B-re vonatkoztatott feltételes valoszintségét. A (2) képletben A és B
szerepét felcserélve (1') alapjan azt kapjuk, hogy

 w(ALB)  u(A)-u(B)
) TV T

= v(4),

tehat A is fiiggetlen B-t6l.

Hogy alakulnak az eredményeink, ha nem két, hanem tobb esemény egyidejd bekovetkezését vizsgaljuk? Induljunk
ki ismét egy példabol. Egy urnaban 20 egyforma goly6 van, ezek koziil 12 piros és 8 kék. Haromszor egymésutan hizunk
egy-egy golyot, mi annak a valdszintsége, hogy mind a haromszor piros golyot hiaztunk? Kétféleképpen végezhetjiik
a kisérleteket. Vagy minden htzas utan visszadobjuk a kihtuzott golyot — és az urnat j6l megrazzuk, hogy a golyok
elkever6djenek, — vagy nem tessziik vissza a golydkat. Ez persze lényeges kiilonbséget jelent. Ha a kihtzott golyot
visszadobjuk, akkor az egyes huzasok egymaéstol fiiggetlenek, méasodik és harmadik alkalommal ugyanaz a valészintsége
annak, hogy piros goly6t htizzunk, mint elsé alkalommal, mégpedig a kedvezs esetek szama, osztva a lehetséges esetek
szamaval, tehat 12/20 = 3/5. Annak a valoszintisége tehat, hogy elGszor is, masodszor is piros goly6t huzzunk, 3/5 -
3/5 = 9/25; annak a valoszintségét pedig, hogy harmadszorra is piros golyot hiizzunk, tgy kapjuk meg, hogy meég
egyszer megszorozzuk az eredményt 3/5-del, tehat a keresett valoszintiség 27/125, valamivel tobb, mint 1/5. Ha viszont
a kihuizott goly6t nem dobjuk vissza és elGszor piros golyot hdztunk, akkor az urnédban csak 11 piros és 8 kék golyd
maradt, dsszesen 19; tehat annak a valoszintisége, hogy mésodszorra piros golyot htzunk, 11/19, a két huzés eredménye
nem fliggetlen. Annak a valoszintisége, hogy az els6 huzasra is, a masodikra is piros golyot huzzunk, (1) szerint

2Szokas néha az utobbit: »a priori” valosziniiségének, a feltételes valoszintséget pedig ,a posteriori-nak” nevezni.
3 Amely esetben természetesen az is lehetetlen, hogy A és B egyiitt bekovetkezzék, hogy egy tréfas hasonlatot mondjak: ha lehetetlen,
hogy egy kutya emberi nyelven beszéljen, akkor az is lehetetlen, hogy egy kutya spanyolul beszéljen.



3/5-11/19 = 33/95. Ha az els6 két hazasnél piros golyot huztunk, akkor most mar csak 18 goly6 maradt az urnaban.
Ezek koziil csak 10 piros van, tehat annak a valészintsége, hogy harmadszorra piros goly6t huzzunk, ez esetben csak
10/18 = 5/9 lesz s igy megint alkalmazva két esemény egyiittes bekovetkezésére vonatkozd képletiinket, annak a
valoszintisége, hogy elss kétszer is, harmadszor is piros golyot hizzunk: 33/95-5/9 = 11/57, tehat kevesebb, mint 1/5.
Természetes is, hogy utébbi esetben kisebb annak a valészintisége, hogy haromszor egyméasutan piros golyot hizzunk,
hiszen, ha a kihdzott golyét nem tessziik vissza, minden piros goly6 kihizasaval csékken az urndban a piros golyok
szamanak aranya a kék golyokéhoz. Ha viszont elGszorre kék golyot htizunk és nem dobjuk vissza, ez a mésodik htzasnal
javitja a piros goly6 huzasanak esélyeit. A masodik feladatban harom esemény egyiittes teljesiilésének valoszintiségét
agy szamitottuk ki, hogy az els6 esemény valoszintiségét megszoroztuk a masodik esemény elsére vonatkozo relativ
valoszintségével és ezt a harmadik esemény feltételes valdszintségével azon feltétel mellett, hogy az els6 is, meg a
masodik is mar bekovetkezett. Ezt tettiik az els6 feladatndl is, csak ott ez a harom valészintiség megegyezett. Jeloljiik
A, B, C-vel a harom eseményt, v(A&B&C)-vel egyiittes bekovetkezésiik valoszintségét és vap(C)-vel C feltételes
valoszintiségét, feltéve, hogy méar tudjuk, hogy A és B is bekovetkezett. Akkor igy szamoltunk:

4) V(A&B&C) = v(A) - va(B) -vap(C).
Es valoban v(A&B&C) jelentése alapjan, ha (1)-et felhasznaljuk, azt nyerjiik, hogy:

v(A&B&C) = v[(A&B)&C] =
= v(A&B) - vap(C) =v(A) -va(B) - vap(C).

Ezek utan mér konnyi felirni és bebizonyitani a megfelels szabalyt, négy, 6t, vagy tobb esemény egyiittes teljesii-
lésének valosziniiségére.

Hérom esemény kozt mér nagyon valtozatos fiiggetlenségi kapcsolatok lehetségesek: barmely kettd fiiggetlen lehet
egymastol és barmelyik fiiggetlen lehet a masik kett6tél. Csak akkor mondjuk, hogy a harom esemény egymdastol
fiiggetlen, ha ez mind egyidejtleg teljesiil vagyis fennall a kévetkezs kilenc Osszefiiggés:

va(B) =v(B) vp(A) =v(A) vap(C) =v(C)

(B fiiggetlen A-tol) (A fiiggetlen B-t6l) (C fiiggetlen A és B-t6l)
va(C) =v(C) ve(A) = v(A) vac(B) = v(B)

(C fiuggetlen A-to0l) (A fiiggetlen C-t6l) (B fiiggetlen A és C-t6l)
(@) =) wo(B) = u(B) vpo(A) = v(A)

(C fiuggetlen B-t6)l (B fiuggetlen C-t6l) (A fiiggetlen B és C-t6l)

Mar lattuk az el6bb, hogy ha A fiiggetlen B-t6l, akkor B is A-t0l, tehat az els6é két oszlopban egymas mellé irt
osszefiiggések koziil, ha az egyik teljesiil, akkor a masik is teljesiil. Konnyd belatni, hogy ha az elsé két oszlopban irt
Osszefiiggések fennéllnak, akkor elég az utolséban allé harom Osszefiiggés koziil egyrdl tudni, hogy teljesiil, abbol a
masik kettd mar kovetkezik. Tegyiik fel példaul, hogy vpo(A) = v(A), (2)-t alkalmazva a B&C és A eseményekre:

| 0(A&B&C)
vpc(A) = o(B&O)

Mivel feltettiik, hagy B és C fiiggetlenek egyméastol, (1) szerint:

v(A&B&C)

v(B&C) = v(B) -v(C), tehat wvpc(A) = w(B) - v(C)

Feltettiik tovabba, hogy A fiiggetlen B és C-t6l, vagyis, hogy vpc(A4) = v(A), igy az eldbbi képletbdl kovetkezik,
hogy

(5) v(A&B&C) = v(A) - v(B) - v(C)

Tehat ha harom esemény fliggetlen, akkor a harom esemény egyiittes teljesiilésének valoszintsége egyenld a hérom
valésziniiség szorzatéval. Ehhez nem is hasznaltuk fel az Gsszes Osszefiiggéseket, minddssze annyit, hogy koziiliik ketts
(B és C) fuggetlen, a harmadik pedig (A) fiiggetlen ezek egytittes bekovetkezésétsl. Viszont a most kapott képletbol
kovetkezik mar, hogy B is fiiggetlen A&C-t6l, ha A és C fiiggetlen. Ugyanis ez esetben

By _ VALB&C)  w(ALB&C) _
vac(B) = v(A&C) T w(A)-v(C)
v(A) -v(B)-v(0)

- v(A) - v(C) = v(B).

Ugyanigy lathatjuk be, hogy C is fiiggetlen A& B-t6l, ha még A és B is fliggetlen. Ezzel szemben, ha csak azt
tudjuk, hogy harom esemény paronként fiiggetlen, abbol még nem kovetkezik, hogy barmelyik is fiiggetlen volna a
masik kett6tsl. (Miért? Ennek a kérdésnek a megoldasat, mint feladatot, tiizzik ki.)



Még csak az elején vagyunk a valdészintiségszamitasnak, de mar ezzel a tudassal is sok feladatot meg lehet oldani;
alabb néhany ilyen feladatot kozliink. Legkdzelebbi szamunkban folytatjuk, addig is ajanljuk az olvaséknak, hogy a
feladatokon gyakoroljak és igyekezzenek megszokni az 1) fogalmakat.

Feladatok: 1. Mi a valoszintsége, hogy ha két kockaval dobunk, a kockikon lathatd két szam Osszege 10 legyen?

2. Ha az urnaban 8 piros és 6 kék golyo, egy masik urnadban pedig 15 piros és 10 kék goly6 van és mind a két
urnébol huzunk egy-egy golydt, mi a valoszintisége, hogy a két golyd megegyez6 szind lesz?

3. Ha egy 52 lapos kéartyacsomagba 2 jokert (egy tréfas figurat mutato kartyalap, amely a jatékban minden lapot
helyettesithet) keveriink, az els§ jatékosnak kiosztunk 5 lapot és tudjuk, hogy az 5 lap koziil az egyik joker, mi a
valoszinisége, hogy a masodik jatékos, akinek szintén 5 lapot osztunk ki, megkapja a masik jokert?

4. Ha egy urndban 15 fehér és 8 piros goly6 van, haromszor egymasutan hizunk egy golydt és a kihuzott golyodt
minden alkalommal visszadobjuk, mi a valoszintisége, hogy a harom kihazott goly6 koziil legfeljebb két golyo legyen
fehér?

5. Mutassuk meg, hogy megadhaté harom olyan esemény, amelyek paronként fliggetlenek egymastol (A fliggetlen
B-t6l, A fliggetlen C-t6l, B fiiggetlen C-t6l), de egyik sem fiiggetlen a masik kett6tol.

6. Egy urndban 5 piros és 3 fehér goly6 van. A golyokat egyméasutan kihtzzuk az urnabol: mi a valészintsége annak,
hogy a huzasok koziil legalabb az egyik utdn a kihtuzott golyok kozott ugyanannyi lesz a piros golydk szama, mint a
fehéreké?



