A 4. szamban kitidz6tt feladatok megoldasa.
1. Bontsuk fel primtényezdkre 10!-t és 20!-t, anélkil, hogy elébb elvégezndk a szorzdst.
Megoldas:
100=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10=2-3-2%.5-(2-3)-7-2%.32.(2.5) =
=28.3t.52.7,
20l=10!-11-12-13-14-15-16-17-18-19-20 =
=(28.34.5%2.7)-11-(22-3)-13-(2-7) - (3-5)-2*-17-(2-3%)-19- (22 -5) =
=2'8.3%.54.72.11-13-17-19.

Guacsdlyi Sandor (Debreceni gyakorld gimn. VIII. o.)
2. Hatdrozzuk meg 100! primtényezds felbontdsdban 2, 3, 5 és 7 kitevdjét.

Megoldas: 100!-t mar nemhogy kiszamitani, de még felirni sem volna tiirelmiink. Mégis el tudjuk képzelni, hogy ha
felirnok az els6 100 pozitiv egész szam szorzataként, akkor igy kaphatnok meg primtényezss felbontasat, hogy minden
egyes (Osszetett) tényezGje helyébe beirnok annak primtényezss felbontésat és a 2, 3, 5, 7 s a tobbi primszamok
hatvanyait Osszegytijtve, kitevéiket dsszeadnok. Igy pl. 2 kitevSje azon szamok szama 1-t61 100-ig, amelyekben a 2 az
els6 hatvanyon szerepel, hozzdadva azon szamok szamanak kétszeresét, amelyekben a 2 a masodik hatvanyon szerepel,
meg azon szdmok szdménak haromszorosat, amelyekben a harmadik hatvanyon szerepel, stb. A 2 csak azoknak a
szamoknak a primtényezds felbontasdban szerepel, amelyek péarosak; ilyen van 100-ig 50. De ezek koziil 25 oszthato
4-gyel, tehat csak a tobbi 25-ben szerepel az els§ hatvanyon a 2. A 25 4-gyel oszthato szam koziil 12 oszthato 8-cal is,
tehat csak a tobbi 13-ban szerepel a masodik hatvanyon a 2. A 12 8-cal oszthatd szam koziil 6 oszthatd 16-tal is, ezek
koziil 3 32-vel is, ezek koziil 1 64-gyel is, Ggy hogy 6 olyan szam van, amelyik a harmadik, 3 olyan, amelyik a negyedik,
2 olyan, amelyik az 6todik és 1 olyan (t. i. 64), amelyik a hatodik hatvanyon tartalmazza primtényezds felbontasaban
a 2-t. Eszerint 2 kitevGje a 100! primtényezds felbontasaban:

254+2-13+3-64+4-3+5-246-1=09T7.

Hasonloan, minthogy 100-ig 33 3-mai oszthat6 szam van, ezek koziil 11 oszthato 9-cel (tehat a tobbi 22 tartalmazza a
3-at az els6 hatvanyon), 3 oszthato 27-tel (tehéat a tobbi 8 tartalmazza a méasodik hatvanyon), 1 oszthatd 81-gyel (tehat
a tobbi 2 tartalmazza a 3-mat a harmadik, ez az 1 pedig a negyedik hatvanyon), ezért 3 kitevje 100! felbontésaban

224+2-843-24+4-1=48.

Minthogy 100-ig 20 5-tel oszthato és ezek kozott 4 25-tel oszthatd szam van, tehat 16 tartalmazza az 5-6t az els6, 4
pedig a méasodik hatvanyon, tovabb4a, minthogy 100-ig 14 7-tel és ezek kozott 2 49-cel oszthatd szam van, tehat 12
tartalmazza a 7-et az els@, 2 pedig a masodik hatvanyon, ezért 5 kitevGje 16 + 2 -4 = 24, 7-é pedig 12+2-2 =16 a
100! primtényezds felbontasaban. Eszerint ez a felbontas igy kezdddik:

100! = 297 . 348 . 524 . 716
Gadl Istvin (Szegedi ,Dugonics Andras” gimn. VII. o.)
3. Hany 0-ra végzddik 100! ? Hat 1000!?

Megoldas: Minden szam annyi 0-ra végzdédik, ahanyadik hatvanyaval még oszthatd a 10-nek. 10* primtényezés
felbontasa 2" - 5% tehat egy szam akkor és csak akkor oszthaté vele, ha primtényezs felbontasaban 2 is, 5 is legalabb
a k-adik hatvanyon szerepel. A legnagyobb ilyen k a kérdéses szam primtényezGs felbontasadban a 2 és az 5 kitevGje
koziil a kisebbik (ha véletleniil egyenlék, akkor kozos értékiik). Mivel 100! felbontasaban a 2 kitevGje 97, az 5-é pedig
24, ezért 100! 24 0-ra végz6dik. 1000! primtényezs felbontasaban az 5 kitevdje 249, mert 1000-ig 200 5-tel, 40 25-tel,
8 125-tel és 1 625-tel oszthaté szam van, tehat 160 tartalmazza az 5-0t az els6, 32 a masodik, 7 a harmadik és 1 a
negyedik hatvinyon és 160+2-32+3-7+4+4-1 = 249. A 2 kitevGje nagyobb ennél, hiszen 1000-ig 500 péaros szam van
s ezek mindegyike legalabb elsé hatvanyon tartalmazza a 2-t. Ezért 1000! 249 0-ra végzodik.

4. Hatdrozzuk meg (2™)! és (2" — 1)! primtényezds felbontdsdiban a 2 kitevdjét.

Megoldas: Az 1, 2, 3, ..., 2" szamok kozott 2"~ paros van, ezek kozott 2”2 4-gyel oszthato, 273 8-cal, 274
16-tal, ..., vegiil egyetlen egy 2"-nel oszthato. Igy koziilik 2771 — 2"~ 2 tartalmazza a 2-t az elsG, 272 — 2773 4
masodik 2”73 — 2"% a harmadik, ..., végiil egy az n-edik hatvanyon. Eszerint a 2 kitevje a (2")! primtényez6s
felbontésaban

2n—1 _ 2n—2 _|_ (2n—2 _ 277,—3) + 3(2n—3 _ 2n—4) _|_ . _|_ n - 1 —
=t _on=2p9.on=2 _g.on3 4 3.9m3 _  —(n—1)-14n-1=
=2n o2y oni 41 =2"—1.



Minthogy (2" — 1)! = (2")!: 2", azért primtényezss felbontasaban a 2 kitevsje n-nel kevesebb, mint (2™)!-éban, vagyis
2" —n —1.

5. Fejezziik ki az algebra nyelvén, hogyan hatdrozhatjuk meg n! primtényezds felbontdsdban a p primszdam kitevdjét.

n
Megoldas: Az 1, 2, 3, ..., n szdmok kozott annyi p-vel oszthatd van, ahdnyszor a p megvan az n-ben, azaz | —|,
p

n n
annyi p>-tel oszthato, ahanyszor a p? megvan az n-ben, azaz [—21, hasonléan p>-nel l—?)] szamu oszthato, s. i, t.;
p p

n

vegiil, ha p* < n > p**1, akkor p*-nal — | szdmu oszthatd, p magasabb hatvanyaval azonban egy sem. Eszerint az
p

n
1,2, 3, ..., nszamok kozott | —| — || szdmunak a primtényezGs felbontéasa tartalmazza a p-t az elsd hatvanyon,
p p

n n n n n n
l—2] — [—3] szamué a masodikon, [—31 — l—J szamué a harmadikon, s. i. t.. [ﬁ] - [—k] szamié a (k —1)-ediken
p p p p p p

n -
és | —| szamué a k-adikon. Igy az n! primtényezss felbontasdban a p kitevGje
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ahol az Gsszeg az [E} tagon tul is folytathatd, hiszen a tobbi tagja tgy is 0. Az eredményt utdlag még igy is

n n n
igazolhatjuk: l— jelenti az 1, 2, 3, ..., n szdmok kozil a p-vel oszthatok, | —| a p>-tel, —| a p3-nel oszthatok
p p p
n
szamat, s. i. t. Ha tehat egy szam p-vel oszthato, de p*-tel nem, akkor az |—| + —| + || + - Osszegben csak
p p

egyszer vettiik szamba, t. i. az els6 tagban; ha p*-tel oszthato, de p>-nel nem, akkor kétszer vettiik szamba, t. i. az elsé
és a masodik tagban; ha p®-nel is oszthat6, de p*-nel nem, akkor haromszor vettiik szamba, t. i. az els6, masodik és
harmadik tagban, s igy tovabb; igy minden szamot annyiszor vettiink szamba, amennyi a primtényezds felbontasaban
a p kitevGje, igy az Osszeg e kitevlk Osszege, vagyis n! felbontasaban p kitevdje.

logn
Megjegyzések: A p* < n < p**! egyenlétlenseg k < li =P logn < k+1 alakban irhato; tehat az ennek eleget
ogp

tevs egész szadm k =
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...; akkor a p primszam kitevGje n! primtényezss felbontasaban ny + ng + ns + ... + ng. Ugyanis

Numerikusan adott n és p esetén célszertibb a szamitast igy berendezni: legyen =nq, =ng,

n
b
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x [z]
mert altalaban |—| = |—|. (85. feladat, 49. 0.)
p p
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Fried Ervin (Budapesti ,Kemény Zs.” gimn. VII. o.)

To6bben ugy fogalmazték a megoldést, hogy az 1-4. feladatokban hivatkoztak az 5. feladat megoldéasara Aki el6bb
jott ra az 5. feladat megoldéasara, azutan a tobbire, jol tette. De azt gondolom, a legtobb megold6 szamara megkonnyi-
tette az 5. feladat megoldasat, hogy el6bb az els6 négyen gondolkodhatott (hiszen ezért bocsatottam azokat eldre).
Megoldasukon ez mégsem latszik. Helyes, ha nem szoszerint agy irjuk le a megoldast, ahogy (esetleg nagy keriilgvel)
ratalaltunk, hanem érthet6bb alakba igyeksziink 6nteni. Csak azt ne higyjiik, hogy érthet6bb lesz a gondolatmenetiink,
ha eltakarjuk azt az utat, amin ra lehet jonni. Lehet, hogy nekiink, akik méar megjartuk ezt az utat, igy is vilagos,
de annak, aki még nem jarta végig, érthetetlenné lesz ezaltal. Akkor is, ha mégoly logikusnak véljiik az atfogalmazott
megoldast; mert hiszen az érthetdség nemcsak logika, hanem pszicholégia dolga is. Sokak szdméra azért érthetetlen a
matematika, mert a matematikusok szeretik magukat bamultatni a ,laikusokkal”’, milyen zsenidlis Otletek pattannak
ki az agyukbol (mint a gorég mitosz szerint Pallasz Athéné Zetisz fejéb6l) — ahelyett, hogy bevallandk, nem készen
pattan ki az ilyen oOtlet és megmutatnak masoknak is az utat, amin ilyen Otletekhez juthatni. Kérem olvaséimat, ne
tanuljak el ezt a matematikus-hibét, hiszen valamennyiiink célja, ugye, hogy minél tobb didktarsunkkal megértessiik
és megszerettessiik a matematikat.

A Csebysev-tétel felé vezets Gj feladatok.
Emlékezziink, azért kezdtiink (2:) -nel foglalkozni, mert azt reméltiik, ez a szam megérzi, hogy vannak primszamok
n és 2n kozott; vagyis, ha feltételezziik, hogy n és 2n koz6tt nincs primszam, akkor (2:> primtényezss felbontasabol
kisebb érték adodik (2:) szamara, mint amekkora valojaban. Nézziik meg hat most, milyen egyenl6tlenség adodik

2
( n) szdmara a 9. és 10. feladatok megoldésaval bebizonyitott tételek segitségével.
n

2
11. Tegyiik fel, hogy n és 2n kozott nincs primszam. Mutassuk meg, hogy akkor ( n) nem lehet nagyobb, mint
n

2n-nek annyiadik hatvanya, ahany primszam van v/2n-ig, megszorozva a 2n/3-ig terjedd primszamok szorzatéaval.

Ha az igy kapott egyenlGtlenséget sikeriil megcéfolnunk, akkor bebizonyitottuk, lehetetlen, hogy ne legyen n és
2n kozott primszam. Igen am, de a kapott egyenlStlenségben még két ismeretlen valami szerepel: a primszamok
szama \/%—ig és a primszamok szorzata 2n/3-ig. Ezekre probaljunk olyan egyenl6tlenségeket megallapitani, amiknek

segitségével a 11. feladatban szerepld egyenl6tlenséghdl egyszertibb (de még mindig megcafolhatd) egyenlStlenséget
kaphatunk.

12. Mutassuk meg, hogy n > 14 esetén n-ig (n-et is beleértve, ha primszam) legfeljebb (n/2) — 1 szdma primszam
van. (Az 1 nem szamit primszamnak.

2n
A primszamok szorzatanak vizsgalatara megint a ( )—et vessziik igénybe. Hiszen ez oszthato az n és 2n kodzotti
n

primszamokkal, tehat azok szorzataval is.
2
13. Mutassuk meg, hogy ha n legalabb 5, akkor < n> <4l
n

14. Mutassuk meg, hogy ha egyaltalaban van n és 2n kozott primszam, akkor az ilyen primszamok szorzata kisebb,
mint 4", (Itt az n = 1 eset kivétel.)

15. Jeldljiik P,-nel az n szamig terjeds primszamok szorzatat. Mutassuk meg, hogy P, < 4™,

2
16. Tegyiik fel ismét, bogy n és 2n koézott nincs primszam. Mutassuk meg, hogy akkor ( n) nem lehet nagyobb
n

. V2n 2n
mint (2n) 2 -473, feltéve, hogy n > 100.



