IV.

Remélem, sokan megcsinaltatok azéta a piramist kartonpapirbol. Kicsit koriilményes volt talan az Osszeragasztasa,
de annal nagyobb izgalommal vartatok, hogy kész legyen mind a harom, mi lesz bel6liik, ha Gsszerakjatok. Egyet
meghagytatok ,rendes” helyzetben, hogy vizszintes maradjon a négyzetes lapja. A mésikat oldalra fektetve mellé
raktatok, ahogy a 17. abra mutatja, hogy a hegyén magaban all6 kocka az allé6 mellé keriiljon, a négyzetes lapja meg
fligg6legesen alljon.
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Hatul két fogazott lapbol méar téglalap lett. Az {ires helyre megprobaltatok beilleszteni a harmadik piramist, oldalra
fektetve. Igen am, de egy kis baj van, mert nem illett bele. Ha ugy allitottatok, hogy oldalt semmi ki ne alljon, akkor
a tetején egyre mélyebb lyukak maradtak, ha meg Ssszetoltatok, mint az 4bran is lathato, akkor elttintek a lyukak, de
oldalt maradt egykockanyi szélességt lépcss.
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Még harom piramis kell hat, hogy hidnytalan hasabot alkossunk; azokat is ugyanigy kéne 6sszeraknunk, s az egészet
felforditva az el6bbi idom mellé tenniink.

Nem tudom, hanyo6tokat ihletett ez a meglatas arra, hogy még harom piramist ragasszatok kartonpapirbdl; de
akit vissza tartott a ragasztas nehézsége, az is jol el tudja képzelni, ugye, hogy hat piramisbél olyan hasabot tudunk
Osszerakni, amelynek magassaga 6, szélessége 7, hossza meg 13 kockinyi, azért 13, mert két 6-6 kockanyi réteg kozé
keriilt a két lépcsébdl osszerott 1 kockanyi réteg. Ha nem 6 - 6 kockabol allna a piramis legalsé rétege, hanem 100 - 100-
bol, akkor 7 helyett 101 kockanyi lenne a hat piramisbol keletkezé hasab szélessége, 6 helyett 100 a magassaga és 13
helyett 100414100 = 201 a hossza; tehat 101-100-201, vagyis 2030100 kockabdl allana; ebbél egy piramisra hatodrész
annyi, 338350 kocka esnék. Azaz 1% +22 + 3%+ ... 4100 = 338350 és azt a 6-ot, amely 100-at is jelképezhet, algebrai



szokés szerint n-nel, azt a 7-et, amely 101 lesz, ha a 6 100-at jelképez, (n + 1)-gyel, azt a 13-at meg, amely 201 lesz,
ha a 6 100-at jelképez, s mindig kétszerannyi meg még egy, mint ami a 6 helyett all, (2n + 1)-gyel jelolve,
nin+1)(2n+1)

12422432 +...+n%= 5 )

V.

No de most, ha azt kérdezem, mennyi az els6 100, az els6 n szam kdobének Osszege, mi lesz? A szamok els6 hatvanya-
inak Osszegzése geometriai nyelvre leforditva, sikbeli feladat lett; ott azonnal lattuk, mi lesz a fogazott haromszogbdl,
ha megforditva folé tesziink még egy példanyt bel6le. A masodik hatvanyok Osszegzéséhez tér kellett; ott mar nagyon
meg kellett eréltetniink fantazidnkat, vagy kartonpapir modellel segiteniink, hogy lassuk, mi lesz a piramisbol, ha har-
mat Osszetesziink belsle. A szdmok harmadik hatvinyénak 6sszegzéséhez talan csak nem a négydimenzids térbe kell
menniink? Ott aztan mar teljesen vakok vagyunk; el sem tudjuk képzelni, milyen lehet egy négydimenzios tér, ha volna.
Hat még, hogy milyen lenne benne a kocka megfelelibdl, az ,oktatop”™okbol dsszerakott négydimenzids térbeli gula.
Azt meg aztdn még Ggy sem, hogy négy ilyen gulat hogyan kell 6sszeraknunk, hogy négydimenziés térbeli hasébféle
legyen bel6le, meg hogy e hasabféle tetején micsoda fogazott cifrasig fog megjelenni.

Latjatok, az algebra nyelvének is megvan a maga elénye, a mértanénak is. A mértan nyelve szemléletes, ha mértani
nyelven gondolkodunk, latjuk mit csinalunk val6jaban, mit miért csindlunk. De ez a szemléletesség csak harom dimen-
zi6ig terjed, aztan egyszerre megsziinik. A négy és tobb dimenzidés mértan nyelve eredetileg nem is tartozott hozza a
mértan nyelvéhez; valami nyelvijitasfélével keletkezett, hogy olyan dolgokat is el lehessen mondani a mértan nyelvén,
amiket addig nem lehetett. De minden nyelvidjitasnak megvan az a hatranya, hogy a szemléletesség rovasara megy.
Régi magyar nyelviink is mennyivel szemléletesebb volt, mint a mostani, ha egy—két elvont fogalomnak a kimondéasara
kevésbé is volt talan alkalmas. Viszont az algebra nyelvén nem okoz semmi nehézséget a dimenziészam emelése: csak
a hatvanykitevék lesznek magasabbak.

No de mi most még csak a problémankat tudjuk elmondani algebraul, a megoldéast csak geometridul tudjuk. Nem
lehetne azt is visszaforditani most mar, hogy megtanultuk, algebrara, hogy aztan kénnyebben tudjunk altaldnositani
magasabb kitevékre is? Vagy ha ezt a megoldést nem is, nem tudnank mas szamlalésabb, s igy algebrara kénnyebben
lefordithaté megoldast talalni?

A matematikus szeret gondolkodni, de mindig csak 4j dolgokon. Amit egyszer mar atgondolt, azt szereti maganak
elraktarozni (hiszen erre valok pl. a képletek is), hogy ne kelljen mindig Gjra meg tjra atgondolnia. Szeret a mar at-
gondolt dolgok kész eredményére hivatkozni. Ha valami 1j feladat el6tt all, igyekszik azt valami régebbi, mér atgondolt
feladatra vissza vezetni, hogy annak kész végeredményére hivatkozhassék. Nem lustasagbol nem gondolja végig djra,
hanem azért, hogy tobb energidja jusson mindig tjabb és Gjabb problémakon gondolkodni. Még anekdota is szol réla:
persze iires fazékban a matematikus is ugy forral vizet, hogy vizet 6nt bele, azutan felteszi a tiizre. Ha azonban vizzel
teli fazék van el6tte, akkor kionti, hogy ezzel visszavezesse a feladatot arra, amit az el6bb méar megoldott.

A mi piramisunkkal kapcsolatban is azt kérdezi a vérbeli matematikus: ha mar egyszer nagy nehezen, igy vagy
gy, atgondoltam, hogy lehet harom gulabol hasabot csinalni, nem lehet-e elkeriilni, hogy most ugyanezt dtgondoljam
a piramisokkal kapcsolatban is; nem lehet-e visszavezetni a piramis kockai szaméanak (tehat kobtartalménak) kérdését
a gula koébtartalméra?

Lassuk el6szor a megfelels kérdést a sikban. Ahelyett, hogy a fogazott hiromszoggel ugyanazt csindltuk, mint a
sima haromszoggel, t. i. hogy forditva mellé tettiik, nem lehetne-e visszavezetni a fogazott haromszog teriiletének
kérdését a sima haromszogére?

Azonnal latjuk, hogy lehet. Kétféleképpen is. Vagy levagjuk a haromszog kiallo fogait szép simara, vagy ugy, mint
a 18. dbra mutatja, hogy kitoldjuk kis haromszogekkel sima haromszoggeé.

A f6ldszintre is, minden emeletre is kell egy—egy ilyen kis derékszogii haromszog, meg még tetének is egy, tehat
eggyel tobb, mint ahany kis négyzetnyi magas a fogazott haromszog. A kis négyzetek oldalat valasztva egységnek,
egy—egy kis haromszog teriilete ! /o, mert kett6 tesz ki beldle egy—egy kis négyzetet. Fogazott haromszogiink teriilete

(n+1)°
2

(ha egy—egy befogdja mentén n kis négyzet van) (n + 1) ilyen kis félnégyzettel egytitt lesz (mert alapja is,



1)? 1 1)? —(n+1 1 1-1
magassaga is megnovekszik 1-gyel), tehat azok nélkiil n+1)” (n+1)-= = (ntl) —(p+1) = (n+1)n+ ) ,

2 2 2
1
w a terlilete, ennyi tehét az elsé n szam Osszege. (Akinek igy, n-nel, nehéz, gondolja at 6-tal, aztan azt,

vagyis
hogyan mo6dosul mindez, ha 6 helyett 10, vagy 100 kis négyzetnyi a fogazott haromszog szélessége és magassaga, aztan
rajon, hogy kell azt, amit tapasztalt, n-nel leirni.)

Hasonléan vissza vezethetjiik piramisunk kobtartalom szamitasat is a gulaéra. Nézzétek meg Gjra a piramis abrajat;
konnyen elképzelhetitek, hogyan lehet azt gulava kiegésziteni. Tetejének tesziink egy kis gulat, amelynek alapja épp a
legfelss kis kocka fedGlapja, egyik oldaléle pedig — a a piramis dbrajan a bal hatsé — meréleges ra s a hossza megegyezik
a kocka élével; szoval olyan kis gulat, amilyenb6l harom egyforma tesz ki egy kis kockat. (19. abra.)

~

Ugyanilyen kis harmadkockinyi gulat tesziink minden egyes emeleten a sarokkocka tetejére s a foldszinten is a
sarokkocka mellé, ugy, hogy fligg6leges éle a sarokélre essék, fiiggSleges lapjai meg a piramis foldszinti kockainak a
sarokélbe Gsszefuto lapjai meghosszabbitdsat alkossak. Még egy—egy prizma hidnyzik minden emeleten és a f6ldszinten
is, hogy gula legyen a piramisbol. A legfels6 emeleten olyan prizmak hidnyoznak, amelyek ugy keletkeznek a kis
kockdkbol, hogy egy atlosikja mentén kettévagjuk; az alatta levé emeleten két—két ilyen félkockanyi prizma kell a
sarokra tett kis gtla mindkeét oldalara, a még alatta levé emeleten harom-harom félkockanyi prizma, s. i. t. Igy olyan
gula lesz a piramisbol, amelynek alapéle is magassaga is eggyel nagyobb, mint a piramisé; dbrankon 7, altalaban, ha
n? kis kockabol allt a piramis legalsé rétege, (n + 1). Eszerint a kapott gula alapteriilete (n 4+ 1)* kockalap, s igy a

1)%(n+1 1)°
gula kobtartalma (n+ )3(n +1) = (n; ) kis kocka. A piramis kébtartalmat megkapjuk, ha elvessziik bel6le a kis

gulékat és a prizmakat, amiket hozzéatettiink. Kis gula (n+1) van: tetének is egy, minden emeletre is egy, s a f6ldszintre

1
is egy jutott; kobtartalmuk egyiitt % A tet6 kivételével mindegyik kis gula két oldalara jutottak prizmék; ha ezeket

Osszetessziik, a legfelsé emeleten 1, az alatta levén 2, a még alatta levén 3 kis kocka lesz bel6liik s. i. t., a foldszinten

nn+1)

meg n, igy Osszesen 1 +2+3+...+n = kis kocka a kobtartalmuk. A nagy gula kobtartalméabol kivonva a

kis gulakeét is, a prizmakét is, megkapjuk a piramis kobtartalmat:

n+1)® n+l n@m+1)  2m+1)°=2n+1)—3nn+1)

33 2 6
(D2 +1)?-2-3n]  (n+1)@2n%+n)  (n+Dn2n+1)
B 6 N 6 N 6 '

Ennyi hat az els6 n négyzetszam Osszege.
VI.

Szép, szép, mondjatok, ez is egy levezetés a mar mas médon megkapott képletre, konnyebben is el lehet képzelni
a piramis kiegészitését gilara, mint a harom kiilonboz6 helyzetd piramis Osszerakasat; de mivel jutottunk kozelebb
a kobszamok Osszegezéséhez? Miért lehetne ezt a kiegészitéses geometriai meggondolast kénnyebben leforditani az
algebrara, mint az Osszerakasokat?

Megmondom Gszintén: az Osszerakasokat is le lehet forditani algebrara. A piramis forgatasanak az felel meg, hogy
més sorrendben szamlaljuk meg a kockakat s ennek valami olyasmi, hogy egy bizonyos 0sszeg tagjait mas sorrendben
adjuk Gssze. De azt, hogy milyen sorrendben, megint csak geometriailag lehet attekinthetGen megmondani; s emiatt
az igy kaphatd algebrai bizonyitds sem alkalmazhaté akarmilyen kitevGjd hatvinyok Osszegezésére. A kiegészitéses
bizonyitasban ezzel szemben a piramis helyzete marad a régiben, tehat a tagok sorrendjét nem valtoztatjuk, csak
minden emeleten, algebrai nyelven: minden tagban végziink valamilyen atalakitast. Lassuk, milyet. Nézziik elGszor az
egyszertibbik esetet a fogazott hdromszog kiegészitését siméara.



Itt is beszélhetiink emeletekrdl; szamozzuk Gket a szokastol eltéréleg feliilrdl lefelé. Az els emeleten hat egy négyzet
van, a mésodikon ketts stb.; a tet6t, ha tetszik, 0-dik emeletnek nevezhetjiik. Nos nézziik meg altalaban, mi tortént
a k-adik emeleten, ahol k lehet O, 1, 2, ..., egészen n-ig. Itt volt k kis négyzet, hozzatettiink egy kis haromszoget,
lett belSle egy trapéz; s a k kis négyzetet megkapjuk, ha a trapézbdl levonjuk a kis haromszoget. A trapéz alapja

(k+1), teteje k, magassaga 1 egységnyi, ha megint a kis négyzet oldalat valasztjuk egységnek. A trapéz teriilete tehat:

k+1+k E+1+k 1
%. A k-adik emeleten tortént atalakitasnak tehat a % —5= k azonossag felelne meg algebrai nyelven.

Nem egészen j6 a forditas. Az abrarol vilagos, hogy a kiilonb6z6 emeleteken levs trapézok (meg a 0-adik emeleten

k+1+k
levé kis haromszog) egyiittvéve a nagy haromszoget adjak. Az ellenben nem vilagos, hogy ha +72+—ben k helyébe

(n+1)°
2

szerint forditottunk. Pedig az a jo forditas, amely ugyanolyan vilagosan mutatja az Gsszefiiggéseket, mint az eredeti.

a0,1,2,..., nértékeket tessziik és Osszegeziink, a nagy haromszog teriiletét -t kapjuk. Ugy latszik, megint szo6

Igy hat a trapézt nem trapéznak fogjuk forditani, hanem ,csonka haromszognek”. Annal jobb ez, mert hiszen a
piramis k-adik emeletén is csonka gula van, abboél meg négyzetes hasab lesz, ha elvessziik beléle a kis gilat, meg a két
prizmat. Csonka haromszog: nagy haromszog, elvéve belble egy kisebb, hasonlé haromszoget. A k-adik emeleten s a
folotte levs emeleteken egylitt olyan haromszog van, amelynek alapja is, magassaga is (k + 1) egységnyi, hiszen ennyi
volt a trapéz alapja, s a 0-adiktol a k-adikig (k + 1) emelet van, mindegyik egységnyi magas. Ugyanigy a k-adik emelet
folotti emeleteken egyiitt olyan haromszog van, amelynek alapja is, magassaga is k egységnyi. A trapéz, azaz a csonka

k4+1)7 k2
haromszog helyes forditasa tehat: % -5 s azé az atalakitdsé, ami a k-adik emeleten tortént, a kovetkezd
azonossag:
k_(k+D2 k21

2 2 2

Ezt az azonossagot persze minden geometria nélkiil, algebrailag is igazolhatjuk, pl. agy, hogy a (k + 1)2 =k +2k+1
egyenletbdl kifejezziik a vastag betivel nyomott k-t. Nos, most mar megy a forditas, mint a karikacsapas. Tegyiink
ebbe az azonossagba k helyébe 0-t, 1-et, 2-t, 3-at, 4-et, 5-6t és 6-ot, akkor felirtuk algebrai nyelven, mi tortént sorra
a 0-adik, els6, masodik, harmadik, negyedik, 6todik, és hatodik emeleten (most a hatodik emeletnek a foldszintet
neveztik):

12 1
0=5- 3
L2
2 2 2
s 3 2 1
2 2 2
42 32 1
=TTy
PR
2 2 2
62 52 1
ST T Ty
7?62 1
=533

Az egyes emeletek egymaés folott vannak; ennek algebrai nyelven az felel meg, hogy ennek a hét egyenléségnek bal- és
jobb oldalat Gsszeadjuk. A baloldalon 142+ 344+ 5+ 6-ot kapunk, a jobboldalon 12/2, 2%/2, 3%/2, 42 /2, 5% /2 és 62 /2
mind kiesnek, csak 7?/2 marad meg (a nagy haromszog teriilete!), kivonva beléle 7-szer 1/2-et (a hét kis haromszog
teriiletét!). Ha nem 6-ig, hanem n-ig mentiink volna a k helyébe val6 helyettesitésben, akkor a 72/2 helyett (n + 1)*/2
maradt volna meg s nem 7-szer, hanem (n + 1)-szer 1/2-et kellett volna levonnunk beléle, s azt kaptuk volna, hogy

L4o43q . ppo A nEl (ndln
2 2 2
Nos, ugyanigy lefordithatjuk algebrai nyelvre azt a geometriai okoskodast is, amikor a piramist egészitettiik ki
gulara. Nézzik, mi tortént ott a (felilrél szamitott) k-adik emeleten? A k alapéli, 1 magassaga négyzetes hasabot két,
egyenként k félkockabol &ll6 prizméval és egy harmadkockanyi gulaval kiegészitettiik olyan csonka gulava, amelynek
alapja (k + 1) oldalhosszu, fedele k oldalhosszu négyzet, magassaga pedig 1. E csonka gula kobtartalmat megint ne a
szokott kobtartalom képlettel forditsuk le algebrai nyelvre, mert akkor megint nem latszik, hogy a csonka gulak egytitt
gulat adnak, hanem tugy fogjuk fel a csonka gulat, hogy a (k + 1) alapéld, (k 4+ 1) magassagu gulabol keletkezett, ha



k+1)° &
elhagytuk belGle a k alapéld, k magassagu gulat. A k-adik emeleten levs csonka gula kdbtartalma tehat % - —,
s annak, hogy az eredeti k£ alapéld, 1 magassagi négyzetes hasédbot ugy kapjuk meg, hogy ebbdl elvessziik a 2k
félkockanyi prizmat, meg a harmadkockanyi kis gulat, algebrai forditasa a

k2 = M _ k_g ok l
3 3 3
azonossag. Ha ebben k helyébe sorra 0-t, 1-et, 2-t, 3-at, 4-et, 5-0t és 6-ot tesziink, leirtuk algebrai nyelven, mi tortént
az egyes emeleteken:

el 1
! 3’
12_2_3_1_3_1_1
! 3’
22_33 23 ) 1
3 3 3’

43 33 1
2—____ —_
3_3 3 3 3’

53 43 1
2= 4=

3 3 3’

63 53 1
2* e p— —
5_3 3 o 3’

768 1
2*____ —_—
6_3 3 6 3’

s ha mindezt Gsszeadjuk, leforditottuk algebrara, hogy a piramis nem mas, mint a nagy gila, elvéve bel6le az egyes
emeleteken hozzatett prizmakat és kis gulakat:

3

7 7
12+22+32+42+52+62:3—(1+2+3+4+5+6)—§,

s a jelképes 6-ot n-nel, a 7-et (n + 1)-gyel potolva,

1)° 1
12+22 4324+ ... +n?= %—(1+2+3+...+n)— ";r ,
1)(2 1
amibgl mar egyszer kiszamitottuk, hogy jon ki az nin + )6( nt )
s (k+1)% K
Persze, ha az egész szamitas kulcsat, a k& = ———— — — — k — - azonossagot, masképpen nem kaphatnank

3
meg, minthogy geometridbdl forditjuk le algebréara, akkor megint nem sokat érnénk az egésszel. De szerencsére az

ilyen fajta azonossagokat, amelyekben csak a négy alapmiivelettel Osszetett kifejezések vannak kétoldalt, amennyiben
igazak, algebrailag is lehet igazolni. De konnyt rajonni is a fenti azonossagokra, tgy, hogy a jol ismert

(k4+1)° =k>+3k> + 3k + 1

azonossagot megoldjuk k2-re nézve.

Ezek utan, azt hiszem, senkinek sem okoz nehézséget az elsé 100 vagy n természetes szam kobének, vagy negyedik
hatvanyanak osszegzése sem. Hiszen a (k+1)> = k> + 2k + 1, (k + 1)® = k® + 3k + 3k + 1 azonossagoknak megvan a
megfelelGjiik minden kitevére. Persze a régi gorogok modjan, ahogyan az (a + b)2 = a4 2ab+b? képletet atgondoltuk,
csak az (a+ b)3 képletére tudnank még geometriai nyelven rdjonni: de mi szerencsére tudunk algebrat is, és igy
tudjuk, nem kell mast csindlnunk, mint (a + b)-vel ill. (k 4 1)-gyel ,beszoroznunk” s megkapjuk a kovetkezs sziikséges
azonossagot.

Nos, akinek sikeriil ezekutan az els6 n szadm kobének, negyedik, 6t6dik, hatvanyanak Osszegére olyan képletet kapni,
amelynek segitségével konnytszerrel ki tudja szamitani az elsé 100 szam kobének, negyedik, 6todik hatvanyanak
Osszegét, irja meg nekem. Az is, aki més aton is meg tudja kapni ezeket a képleteket, legalabbis egyikét-méasikat.
Szeretném, ha a kovetkez6kon is gondolkodnétok és megirndtok nekem, mire jutottatok.

1. Hogyan lehet a szamok négyzetgyokének azt a kiszdmitasat leforditani algebrai nyelvre, amely azon alapult,
hogy a hat piramist 6sszeraktuk hasdbba?

2. Persze abbdl is kijon a szamok négyzetdsszege, hogy harom piramist 0ssze lehet rakni olyan hasdbba, amelynek
az oldalan van még az a mar emlitett cifrasidg. Hogyan? Hat ez a geometriai okoskodas hogyan szol algebraul?



3. Hat abbol, hogy a harom piramist olyan négyzetes hasadbba is Ossze lehet rakni, amelynek a tetején kiilon-
b6z6 mélységl lyukak vannak, hogyan jon ki a szamok négyzetosszege? Hat ezt a geometriai meggondolast hogyan
forditanatok le algebrara?

4. Ki tudnatok-e hozni legalabbis a szamok kobei Osszegének képletét az e forditdsok utjan keletkezé algebrai
okoskodasok valamelyikének megfelelGjével?

Minél tobb valaszt szeretnék kapni!



