I

Ha megkérdezném téletek, mennyi az elsé 100 (pozitiv egész) szém Osszege, biztosan sokan mondanétok: ,Ez
n(ay +a,)  100(1 + 100)

igazan konnyt feladat! Szamtani sor, S, = = 50-101 = 5050.” De én ravasz ember vagyok.

Ugy szoktam kiprobalni, megértette-e valaki a masodfoku egyenlet megoldasanak gondolatat, hogy olyan harmadfoki
egyenletet adok neki, amit ugyanazzal a gondolattal lehet megoldani. Most is zavarba hozom azt, aki csak a képletét
tudja a szdmtani sor Osszegének, pl. megkérdezem t6le, ki tudna-e szamitani az els6 100 szadm négyzetének Osszegét.

Szinte hallom, hogy félbeszakittok: ,Ismerjiikk mi a szimtani sor 6sszegének gondolatat is. Nem kell nekiink a képlet.
Leirjuk az els6 szaz szam Osszegét elére is, hatrafelé is.

S= 1+ 24 3+...+98+99+ 100,
S=1004+994+98+...+ 3+ 2+ 1;

Osszeadjuk: 14100 = 101, 2+ 99 = 101, 3+ 98 = 101, ..., 98 +3 = 101, 99 + 2 = 101, 100 + 1 = 101,
100-szor lesz 101 tehat
28 =101+101+4+101+...4+ 1014101+ 101 =100 - 101 = 10100,

S =10100: 2 = 5050.”

Ez még mindig nem a szamtani sor Osszegének gondolata, gyerekek, csak az Osszegképlet levezetése. A gondolat,
tudjatok, az a valami, ami a matematikus lelkivilagaban felvillanik, amikor rajon, hogy tgy lesz j6 az 0sszeget kisza-
mitani, hogy kétszer is felirjuk, oda-vissza. No lassam, értitek-e ezt a gondolatot? Ki tudné kiszamitani az elsd 100
szam négyzetének Osszegét?

Ezt aztan hiaba irjatok fel kétféleképpen, oda-vissza:

S = 1+ 4+ 9+...+9604+ 9801 + 10000,
S =10000+98014+9604+...+ 94+ 4+ 1,

mert 1410000 = 10001, de 449801 = 9805, nem 10001, 9+ 9604 meg megint méas. Aki meg csak a képletre emlékszik,
s azt alkalmazza, az rossz eredményt kap.

»Persze — mondjatok — hiszen ez nem szamtani sor.” Nem is az, mint ahogy a harmadfoka egyenlet sem masodfoka.
Mégis, ez a feladat alkalmas annak a megéllapitasira, megértettétek-e a gondolatot, mert aki megértette, az ettdl a
nehezebb feladattol sem jon zavarba.

Tudjatok, gyerekek, kétféle rossz didk van. Az egyik azt magolja be, hogy ,ixegyenlé minuszbépluszminusznégyzet-
gyOkbénégyzetminusznégyacéperkétd”, a masik meg azt, hogy ,,Aixnégyzetpluszbéixpluszcé egyenld nulla, tehat négyan-
égyzetixnégyzetplusznégyabéixplusznégyacé egyenls nulla, tehat négyanégyzetixnégyzetplusznégyabéixpluszbénégyzet
egyenlé bénégyzetminusznégyacé, tehat kétaixpluszbé a négyzeten egyenlsé bénégyzetminusznégyacé, tehat ixegyenld
minuszbépluszminusznégyzetgyokbénégyzetminusznégyacéperkéta.” Lehet, hogy ez az utébbi egyest kap algebrabol, de
ez sem jobb, mint a masik. Ez is képletet magolt be, ha logikai képletet is. Ez is csak végeredményt magolt be: annak a
gondolkodasi folyamatnak a végeredményét, amely a méasodfokd egyenlet megoldasanak ,levezetéséhez” juttatta el azt
a matematikust, aki rajott. Nem a képletek, nem is a levezetések érdekesek a matematikdban, hanem a gondolatok.
Ezeket érdemes megfigyelni, ezek tanitjak meg az embert gondolkozni. Ezek nélkiil meg iires, unalmas, szaraz favagas
a matematika.

No hat keressiik meg kozosen a szamtani sor Gsszegezésének gondolatat!

II.

Azon kezdem, hogy a gondolat benne van a levezetésben, nem folétte lebeg valahol lathatatlanul; csak azért nehéz
rdismerni, mert el van rejtve benne. Talan tugy ismeriink ra legkénnyebben, ha mas olyan bizonyitast is keresiink,
amiben ugyanaz a gondolat van, csak mas kontosbe burkolva. Ami a koézos benniik, az a gondolat.

Nos, ki tudna nekem olyan kérdést mondani, amit ugyanezzel a gondolattal oldottunk meg? Hol fordult el méshol,
hogy valamit gy szamoltunk ki, hogy kétszer is vessziik, egyszer egyenesen, egyszer meg forditva, a kett6t egyiitt
kiszamitjuk, aztan elosztjuk kett&vel? Nem arra a gyerekre gondolok, aki allitolag tgy szamitotta ki, hany csirke
szaladgal az udvaron, hogy megszamlalta, hany labuk van, aztan elosztotta kettGvel. Az csak tréfa. Meg kiilonben is,
hianyzik bel6le a lényeges, az, hogy egyszer egyenesen, egyszer meg forditva.

Ugye, mar rajottetek, hogy a haromszog teriiletére gondolok. Azt szamitottuk ki gy, hogy odarajzoljuk folé, vagy
ha tetszik, hogy hasonlobb legyen a szamtani sorhoz, ala, mégegyszer, forditva. A ketts egyiitt parallelogrammét ad,
annak kénnyebb kiszamitani a teriiletét s azt megint elfelezziik, hogy megkapjuk a haromszdgét. (Rajzoljatok le! En
nem akarok nagyon sok abrat rajzolni, mert azt nehezebb kinyomtatni, mint a szveget.)

No de mi koze a szamtani sornak a haromszoghoz? Honnét lehet tudni, hogy a szamtani sornal is valami olyasmit
kell csinédlni, mint a haromszognél? Hiszen az egyik algebra, a masik meg geometria!

Ez tévedés, gyerekek. Az algebra, meg a geometria nem két tudomany, csak két nyelv, amiken nagyjabol ugyanazokat
a dolgokat lehet elmondani. Algebrabol geometriara éppugy lehet forditani, mint francidb6l magyarra.



A régi gorogok még nem nagyon tudtak algebraul, 6k sok mindent geometridul mondtak, amit mi algebraul ta-
nulunk. Pl. az (a + b)> = a? + 2ab + b* képletet igy mondték: ha egy négyzetnek mind a két oldalat ugyanannyival
noveljiik meg, teriilete két olyan téglalap teriiletével novekszik meg, amelyeknek a hossziséga az eredeti négyzet oldala,
szélessége meg annyi, amennyivel megnoveltiik a négyzet oldalat, meg még egy olyan négyzet teriiletével, amelynek
akkora az oldala, amennyivel az eredeti négyzet oldalat megnoveltiik. (1. abra) Az egyes négyzetekbe és téglalapokba
beleirtam a ,puskat” is, amelynek segitségével lefordithatjuk ezt a geometriai tételt algebrai tételre.
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1. dbra

Az els6 100 szam Osszeadasanak feladatat biztosan igy mondtak volna el a régi gorogok: van egy négyzet (olyan,
mint a kockas flizetben; mondjatok csak nyugodtan kockds fiizetnek, én nem haragszom érte); mellette két négyzet
(vagy mondjak én is kockat? Jo!) mellette harom kocka, mellette négy, s. i. t., egészen, mig 100 kockaig el nem jutunk;
hany kocka van Gsszesen?

Széz kockéig nem tudom iderajzolni; hat csak tizig rajzolom (2. abra). Azon éppugy latni fogjuk a gondolatot.
Nem attol lesz egy matematikai meggondolas altalanos, hogy n-el irjuk fel; épp olyan jo, ha 10-zel mondjuk el, de gy,
hogy ne hasznaljuk ki, hogy a 10 éppen 10, lehessen helyébe akar 100-at is irni.
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2. dbra

Ugye, most mar haromszogre hasonlit az abra? Mégpedig derékszogire. Szinte kinalkozik, hogy rajzoljuk folé
forditva. Mar oda is rajzoltam, pontozva. Latjatok, téglalap lett bel6le. Mindeniitt 11 kockdnyi magas, 10-szer van
egymas mellett ilyen 11 kockabol all6 oszlop, az 6sszesen 110 kocka; a fogazott haromszogben csak feleennyi, 55 kocka
volt. Ha 10 helyett 100 kockaig mentem volna, 11 helyett 101 kockabdl allt volna minden oszlop és 100 ilyen oszlop
lenne egymas mellett, az dsszesen 100 - 101 = 10100 kocka lenne, a lépcsés haromszogben feleennyi, 5050 kocka. Irjunk
ahelyett a 10 helyett, ami akar 100 is lehet, algebrai szokas szerint n-et, ahelyett a 11 helyett meg, ami 101 lesz, ha a
10 nem 10-et, hanem 100-at jelképez, (n + 1)-et, akkor megkapjuk a kérdés altalanos megoldasat:

n(n—l—l).

L4243+ .+ (=1 +n=—-

Latjatok azt is, ugye, hogy nemcsak hasonlit a haromszog teriiletéhez a szdmtani sor Osszege, hanem kiilonbozik
is t6le valamiben. Abban, hogy a haromszog egy pontban végzdik, annak pedig nincs kiterjedése, nem lesz semmivel
sem magasabb, ha f6léje rajzoljuk megforditva; ezzel szemben a szdmtani sor (akarom mondani, a lépcsGs haromszog)
egy kockaval kezd6dik, ezért lesz eggyel magasabb, ha forditva folérajzoljuk. Ezért lett n 4+ 1 kocka a beléle keletkezett
téglalap magassdga. Még inkabb hasonlit hat a lépcsés haromszogiink egy derékszogl trapézre. Annak, ha forditva
folérajzoljuk, akkora lesz a magassaga, mint a trapéz két parhuzamos oldalanak Gsszege, alapja meg akkora marad,

mint a trapéz két parhuzamos oldalanak Gsszege, alapja meg akkora marad, mint a két parhuzamos oldal tavolsaga,

. m(a+b e
ezért lesz a trapéz teriilete ¥ (Nemcsak a derékszogiié; ennek persze az az oka, hogy a ferde parallelogramma

teriilete ugyanakkora, mint a vele kozos alapu és magassagu téglalapé.) Ilyen trapézhoz aztan minden szamtani sor
hasonlit (rajzoljatok meg pl. az 5+8+11+14+. .. szdmtani sor els6 10 tagjanak Gsszegét a kockas flizetben!). Latjatok

n b
mar, hogy az S,, = M ésal = M képletek édes testvérek? Hat persze, hiszen egy gondolatbol sziilettek.



II1.

Szép, szép, mondjatok, de hogy lesz ebbdl az elsé 100 szam négyzetdsszege? Ebbdl sehogy; de hatha sikeriil ezt is
iigyesen leforditani geometriara! Rajzoljunk le megint — gondoljatok — 1 kockat, mellé 4 kockat, egymas folé, melléjiik
9 kockat egymas f6lé, mellgjiik 16 kockat, s. i. t., ahogy a négyzetszamok kdvetkeznek egymés utan. Mit kapunk akkor?
Ezt a lépcs6t mar meg se lehet maszni, egyre magasabbak lesznek a fokai. Nem hasonlit ez sem haromszogre, sem
trapézra. Nem is esnek egy egyenesre a 1épcséfokok csicsai.

Megsugom, parabolara esnek. Akkor hat valami olyan gondolat kell a négyzetszamok Osszegezéséhez, mint az
olyan haromszog teriiletének kiszamitasahoz, amelynek egyik oldala parabola? Eldrulom azt is, hogy épp forditva, a
parabolaszelet teriiletét szoktdk a négyzetszamok Osszegezésére visszavezetni.

No de nem csak szordl szora lehet forditani! Latinbol magyarra is ugy jo forditani, hogy szép magyar monda-
tok kerekedjenek ki belSle. Probaljuk hat most is agy végezni a forditast, hogy szép geometriai probléma legyen a
négyzetszamok 0sszegezésébdl.

Hogy lehet azt? Nagyon egyszer(: igazi, térbeli kockanak forditsuk az 1-et. A 4-et pedig 4 ilyen kockdnak, négyzetes
hasabba Gsszerakva, hogy ezzel is kifejezziik, azért 4 az 6sszeg masodik tagja, mert 22. Rakjuk ezeket gy 6ssze, hogy a
kocka alapjanak egyik derékszoge a négyzetes hasab fed6lapjanak egyik derékszogeére essék. A 9-et 9, négyzetes hasabba
Osszerakott, kockava forditsuk le (alapélei 3-3, magassaga 1 kockaélnyi), a 9 el6tt levd +-jelet meg ugy forditsuk le, hogy
ezt a négyzetes hasdbot hasonléképpen tegyiik a 4 kockabol all6 négyzetes hasab ala, ahogy azt tettiik az egy kocka
ala. Es igy tovabb, amig 100? kockiig el nem jutunk. Olyanféle piramist kapunk, mint amilyent a faradk emeltettek
a maguk emlékezetére sok ezer rabszolga szenvedése aran. A 3. abra ilyen piramist dbrazol, csak kisebbet; 6 jelképezi
benne a 100-at. Hany kis kockabol all?

Ahogy a lépcsGs haromszog az igazi haromszogre emlékeztet benniinket, a piramisrol hasonloképpen a gula jut
esziinkbe. Valéban, szokas a gulat is piramisnak hivni, pedig az egyiptomi piramisok inkdbb a mi kockapiramisunkra
hasonlitanak, mint a gulara. Valami olyan gondolat kellhet hat a négyzetszamok Osszegezéséhez, mint a gula kdbtar-
talmanak kiszamitasahoz.

De hiszen ez borzaszt6, mondjatok. Gulabél harmat kell 6sszerakni, hogy hasab legyen bel6le, méghozza nem is
egybevagot, kiilon kell bebizonyitani, hogy mégis egyenls a kdbtartalmuk; radadasul ezt is csak haromoldalu galaval lehet
megcsinalni, a négyoldalit elébb szét kell vagni két haromoldaltra. Talan bizony azzal fogjunk hozza a piramishoz,
hogy szétfiirészeljiik négyzetes alapjanak atloja mentén? Vagy még csak ne is az atl6 mentén, hanem valahogyan
lépcsGzetesen 7

Ja persze, gyerekek, nem tudjatok, hogy van olyan gula is, amelynek harom példanyaboél kénnyebben is lehet
hasabot késziteni. S éppen az a gula ilyen, amelyhez a mi piramisunk hasonlit. Az, amelyiknek négyzet az alapja, az
egyik oldaléle merGleges az alapra s éppen olyan magas, mint az alapjanak egyik oldala. Harom ilyen egybevagoé gilabol
kocka lesz, ha ugy forgatjuk Sket, hogy a cstcsuk essék egybe és a leghosszabb éliik. Maradjon példaul az egyiknek
vizszintes az alapja, a masik kettének egy-egy egyenlGszart derékszogi haromszog-oldallapja legyen vizszintes, de
feliilre keriiljenek. Akkor alapjuk lesz a kocka harom egy csicsba Osszefut6 lapja, a mésik harom lapja pedig két-két
oldallapbol lesz. Probaljatok csak ki, kartonpapirbol dsszeragasztott gulakkal!

No, most mar tudjatok, ugye, azt is, mit csinaljatok piramisunkkal, ha meg akarjatok tudni, hany kockabol all. Azt
is harom példanyban kell elkésziteni, s agy forgatni, hogy négyzetes lapuk koziil az egyiké vizszintes legyen, a masiké
fiiggoleges, veliink szemben alljon, a harmadiké meg oldalt; s az egykockas cstucsuk talalkozzék. No igen, csak az a baj
megint, hogy kockdban végzédnek, nem pontban, mint a gila. Igy aztan nem is kocka lesz beléliik, hanem valami mas.
Jo térszemlélete legyen annak, aki el tudja képzelni, hogy fér el a harom csics-kocka egymas mellett s hogy mi lesz az
egészbol. Melyik mérete novekszik 1-gyel, melyik nem. Azt hiszem, kevesen talaltatok ki, mi lesz a harom piramisbol,
ha igy Osszerakjatok; s legtobbeteknek meglepetést tartogat. Csinaljatok meg hat a piramist kartonpapirbol harom
példanyban (nem nehéz kistitni, hogy milyen a haléja) és rakjatok ossze. Akkor aztdn magatok is kitaldlhatjatok, mit
kell csinélni, hogy, ha nem is kockat, de legalabb is hasabot kapjatok beléle.

Rajta hat, csinaljatok meg minél elbb és irjatok meg nekem, mennyi az elsd 100, mennyi az elsé n szam négyzetének
osszege?



