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Bebizonyitando, hogy eqy egész szam akkor és csak akkor négyzetisszege két egész szamnak, ha kétszerese ily tulag-
donsagii.

Megoldas. Jeloljon z egy egész szamot. Ki kell mutatnunk, hogy ha z két egész szam négyzetosszege, akkor 2z is
ilyen tulajdonsagu; ha pedig 2z két egész szdm négyzetosszege, akkor x is ilyen tulajdonsag.

19. Legyen tehat r=a®+ b2
Ekkor 2z = 2a® + 2b% = (a +b)* + (a — b)%.
20, Legyen 22 = u? + v°.
Kell, hogy u és v egyidében parosak vagy péaratlan szamok legyenek; minthogy igy 4 ;— Ues 2 ; Y egész szamok,
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Freud Géza (Berzsenyi Daniel g. VII. o. Bp. V.)

Jegyzet. A megoldasok egy része nem juttatja kifejezésre a 2°. részben, hogy Y —; Y és Y ; Y egész szamok.

Egy masik rész pedig csak az 1°. részt igazolja.
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Bebizonyitando, hogy minden 1-nél nagyobb n egész szam
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I. Megoldas. Ha n > 1 és a baloldali 6sszegben, ?—t('il kezdve minden nevez6 helyébe a néla nagyobb n2-t
n
tessziik, akkor mindegyik tort értéke kisebb lesz és igy
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Minthogy az —-t kovets tagok szama n® —n,
n
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f(n) > 1.
Gantner Jend (Szent-Istvan g. VIL. o. Bp. XIV.).
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II. Megoldas. f(2) = 3 + 3 + 1 > 1, mert 3 > 1
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azaz f(3) > f(2).
Kimutatjuk altalaban, hogy f(n+ 1) > f(n).
Ugyanis f(n)—i—i- + ! + -i-i
&Y n o on+1l n+2 7 n2

fn+1) ! + ! +.. 4+ ! + ! +...+ !
n = | — - — —5 | =
n+l n+2 n? n?+1 (n+1)2

IR N L EE S U



A szogletes zarojelben foglalt Gsszeget kisebbitjiik, ha minden tagjaban a legnagyobb nevezét, (n + 1)2-t vessziik;
a tagok szdma pedig (n + 1)* — n?. Eszerint
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1
Ezen kisebbitéssel azonban még mindig —-nél tobbet kapunk, han > 1. T. i.
n

2n+1 1

> ill. 20 +n>n+2n+1, mert n(n—1)>1,
(n+1)2 " n

ha n > 1.Tehat 11
f(n+1)>f(n)—g+ﬁ, azaz f(n+1) > f(n).

Kimondhatjuk tehat, hogy f(n) az n-nel monoton névekedd; mivel f(2) > 1, egyszersmind f(n) > 1.
Taksony Gyérgy (Ag. ev. g. VIIL o. Bp.)
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II1. Megoldas. Bontsuk az f(n) Osszeg azon részét, mely —-t koveti, részletosszegekre; ezek mindegyikét kiseb-
n

bitjiik, ha mindegyik helyébe a legkisebbiket (utolsot) vessziik. Ezen részletosszegek mindegyikében a tagok szama n,
Tehat:
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Haraszthy Andras (Szent Laszlo g. VI. o. Bp. X.)
II1.

Nevezziink eqy hdromszog transzverzalisinak minden oly egyenesdarabot, mely a hdromszog eqy csiucsat a szemben-
fekvd oldalnak (vagy meghosszabbitdsinak) egy pontjdval kit dssze. Bebizonyitandd, hogy minden hegyesszégd hdrom-
szoghdz létezik a térnek oly pontja, ahonnan a hdromszég valamennyi transzverzilisa derékszog alatt latszik.

Megoldas. Az ABCA A csicsabol kiindulé AA; transzverzalis derékszog alatt 1latszik a transzverzalis, mint atmérs
folé irt gombfeliilet minden pontjabol (és csakis ezekbdl). Ezen gomb keresztiilmegy az A ponton és az A pontbo6l huzott
magassag A’ talppontjan, mert AA'A;<t = 90°. A gémb kozéppontja az AA’ magassagot merdlegesen felez egyenesen
fekszik. Ebbdl kovetkezik, hogy valamennyi ilyen gémb atmegy az AA’, mint atmérs folott, a haromszog sikjara
mer6leges 3 sikban rajzolt koron.

Ha ezen kor egy pontja P, az AA;-hez tartozé gomb kizéppontja O;, és AA’ magassag felezd pontja, a szébanforgod
kor kozéppontja F, akkor O; FPA 2 O;,FAN (2 O;FA'N). T.i. O;F = O;F, FP — FA(= FA') és OF 1 %, azaz
O;FPq = OiFAQ(: OiFA/<I) =90°.

Ebbél kivetkezik, hogy O;P = O; A(= O; A’), tehat a Xy sikban fekvs kior minden pontja az O; kozéppont koriil

1
0;A <— §AAZ-> sugarral leirt gomb feliileten fekszik.



Eszerint az AA’ magassag, mint atmérs folott a Xq sikban leirt k, kor barmely pontjabol barmely AA; transzverzalis

derékszog alatt latszik.
Hasonloan a BB; transzverzalisok a BB’ magassig, mint atmérs folott, az ABCA sikjara merdleges Xo sikban
leirt ky, kor, a CC; transzverzélisok a CC’ magassag, mint atmeérd f6lott, az ABCA sikjara meréleges Y3 sikban leirt

k. kor pontjaibol latszanak derékszog alatt.
Ha az ABC A hegyesszogi, akkor a haromszog H magassagi pontja a haromszogon beliil fekszik. Kimutatjuk, hogy
ebben az esetben a kg, kp, k. korok az ABC sik {6l6tt (vagy alatt) egy S pontban metszik egymast.
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A H pontban az ABCA sikjara emelt HZ meréleges a 31, Yo, 33 sikok kozos egyenese. HZ egyenes a kg, ky, ke

kort messe rendre a P,, Py, P. pontban.
Minthogy AP,A’, BP,B', CP.C’' haromszogek a P,, P,, P. csticsoknal derékszdgiiek és ezekben HP,, HP,, HP,

az atfogdhoz tartozo magassigok,
HP. =AH-HA', HP,=BH-HB, HP. =CH -HC

Azonban az ABCA sikjaban az AB, BC, C A oldalak, mint atmérck folott irt korok parjainak hatvanyvonalai a
magassagok és igy a magassagi pont hatvinya mindegyik korére nézve ugyanakkora, azaz

AH-HA'=BH-HB' =CH -HC'

és igy
HP,=HP,=HP,, il. P,=F,=P.=5.

Ebbdl az S pontbdl az ABCA barmely transzverzalisa derékszog alatt latszik.

Ha a haromszog derékszogi, pl. A-nal, akkor a kg, kp, k. korok az A pontban érintik egymést. Az A cstcsbol a
BB;j ¢és CC, transzverzélisok derékszog alatt latszanak, mig az AA; transzverzélisok 0°-u szog alatt.
Ha ABCA tompaszogi, pl. A-nél, akkor a k, kor az ABCA-et beliil hasitja, a k; és k. korok a haromszoégon kiviil
hasitjak a haromszog sikjat, tehat kozos pontjuk nem lehet.
Volena-Koczor Imre (Révai Miklos g. VIIL. o. Gyo6r).



