A koordinatarendszer alkalmas valasztasa esetén y = 2 a parabola egyenlete. Ez esetben (¢, ¢?) pontok — réviden
t pontok — képezik a parabolat.
A parabola [t;to|-hurjanak iranyhatarozoja: (t2 — t2) : (t; — tg) = t1 + to és igy az egyenlete:

y—t2 = (t; +to)(x — t1).
Ezen az alapon barmely ¢ parabolapontban tiistént felirhat6 az érinté és a normaélis egyenlete is:
y—t*=2t(x —t)
ill.

1
y — t? :—g(x—t).

Vagy ha a t paraméter hatvanyai szerint rendezziik a két egyenletet:

(1) t?—22t+y=0...
ill.

1—-2y x
2 t? t—==0...
(2) + )

Roviden csak t érint6rdl, ill. ¢ normélisrél beszéliink.

1. Egy pontbol a paraboldhoz két érintdt huzhatunk.
Adva van az (zg, yo), keresend bel6le a parabolahoz sugéarzé érints ¢ paramétere! Az 1. szerint

T 2z0t + yo = 0.

Keresendd tehat e ¢t-ben masodfokt egyenlet két gyoke: ¢1, to. Ez a két gyok két érintét jelent (valos gyokok esetén):

tf —2z0t; +yo =0 ahol 1=1, 2.
A gyokok és egyiitthatok ismert Osszefliggése alapjan
t t
t1 +to = 229 S innen Ty = 1—; 2
1
tits = 1o ezért Yo = (t% 'tg)Q-

Eszerint z( az érintési pontok abscissainak szamtani, az yo pedig az ordinatak mértani kézéparényosa.El Az (zo, yo)
pontot [t1t2| hur pélusdnak nevezziik.

II. Egy pontbol harom normdlis hizhato a paraboldhoz.
Az el6bbi mintara megkeressiik az adott (g, yo) pontbol kisugarzo normalis ¢ paraméterét. Ez a
1 — 2y, o

0y 20 _

ts
+ 2 2

harmadfolkﬁ egyenlet gyoke. Az egyenlet harmadfokd, tehat harom gyoke van, t1, to, t3 és mindegyikhez tartozik egy
normélis [:

1-2
£ 4 Yo, 20 0 ahol  i=1, 2, 3.
2 2
Az egyenletb6l hianyzik a t?-es tag. Ezért s a gyokok és egyiitthatok ismert Gsszefiiggése alapjan:
1-2 T
btta s =0, tts+lals +tsty = — 9 pitgts = 70
Irhatjuk ezeket a kovetkezd alakban is
(3) ti+tat+t3=0...
o = 2f1t2f3
(4) 1-— 2(f1t2 + tots + fgtl) ce
Yo = B)

Megforditva: ha felvessziik a 3. egyenletnek eleget tevé harom pontot a parabolan, akkor azok normaélisai a 4.
egyenlet segitségével szerkesztett (xo, yo) pontban taldlkoznak.

V. 6. az 1446. feladattal. (Ezen évfolyam 3 szaméaban, — 1938/11 70. old .)
2Valos gydkoket tételeziink fel. L. IV. évfolyamunkban a 285. feladatot.



II1. A parabola gorbileti kére, sugara és kozéppontja.

Legyen t; a parabolanak egyik szilard pontja. Messiik el e ponthoz tartozé normalist a tetszéleges to normalisaval.
A metszéspont hatarhelyzet felé tart az elsé normalison, mialatt to a t; felé tart. Szarmaztatasa folytan e metszéspont
hatarhelyzetébdl, mint kdzéppontbol t1 = to ponton atvezetett kor két végtelenil kizelfekvd pontban érinti a parabolat.
E kor kozéppontjabol a fentiek szerint — még egy t3 normalis sugarzik a parabolahoz. Feltételiinkbol (¢t = t2) és a 3.
alapjan t3 = —2t;, tehat elhagyhatok az indexek s a szilard ¢; pont paraméterét szerepeltetjiik index nélkiil. Igy 4.
alapjan a szobanforgd kor kézéppontjanak a koordinatéi:

T = —4t3
(5) 14662
2

Ezt a kort a parabola ¢t pontjahoz tartozé gérbiileti kirnek, kozéppontjat ill. sugarat gorbileti kézéppontnak ill.
gorbiileti sugdrnak, a sugar reciprok értékét gorbiletnek nevezziik.
A kor altalanos helyzetben (z — a)2 +(y— b)2 — 0% = 0 egyenletnek felel meg. Ez alapon a gorbiileti kor egyenlete:

1+662\°
(:C+4t3)2+(y— 5 )—0220

s mivel atmegy e kor a (, t?) ponton:

1+662\°
(t+4t3)2+<t2+ 5 )_9220.

Innen révid szamitassal mind a gorbiileti sugar, mind a koregyenlet kiadodik:
1
(6) 92:16t6+12t4+3t2+§...
(7) 22+ y? + 8% — (1+6t2)y —3t* =0

IV. A parabola evolutdja.
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Minthogy a parabola minden pontjahoz méas és mas gorbiileti-kor tartozik, felmeriil a kérdés: mi a kézéppontjuknak
a mértani helye? A gérbiileti kozéppontok mértani helyét a parabola evolutdjinak nevezzik. Paraméteres egyenletrend-
szerét mar ismerjiik is: az 5. egyenletrendszer az, ha a t valtozo. Fejezziik ki bel6le ¢ parameter harmadik, illetSleg
mésodik hatvanyat. Ezutan t3-ét négyzetre, t?-ét kobre emeljilk s ezaltal a ¢t paraméter kikiiszobolhets. Ily modon
megkapjuk a parabola evolutdjanak egyenletét:

(8) g — (-1

Definialhattuk volna az evolutat ugy is, mint a parabola normdlisai dltal burkolt gorbét. Ezt a tovabbiak folyamén be
fogjuk igazolni. Kimutatjuk ugyanis, hogy a 8. egyenlettel jellemzett gorbe érintéi azonosak a parabola normaélisaival.

a) A parabola evolutdja harmadrendd gorbe. B

3Harmadrendii egy gorbe, ha tetszbleges egyenes harom pontban metszi. Harmadosztalya, ha egy pontbol harom érint6 sugarzik hozza.



Héany pontban metszi az altaldnos helyzett’iﬁ
ur+vy+1=0

egyenes az evolutat, vagyis hany gorbiileti kbzéppont van az egyenesen? Evégbdl az 5. egyenlet értékeit helyettesitjiik
egyenesiink egyenletébe és ezt még ¢t hatvanyai szerint rendezziik:
6v,, 240

9 3 t =0
( ) 8u 8u

Az egyenlet t-ben harmadfok, tehat harom gyoke van: t1, to, t3. Tekintve, hogy az egyenlet els6foku tagja hidnyzik,
a gyOkok és egylitthatok Osszefliggése alapjan:
2+w

6v
i1+t +1t3= 30’ L1t + totz + t3t1 =0, {1lots = 80

Ezeket még a kovetkezs alakban is irhatjuk:

(].0) tito + tots +t3t1 =0...
3
u =
(11) 12t1tot3 — 2(t1 + 2+ tg)

Y Aty + tg +t3)
12t1tots — 2(t1 + Lo + t3)

Megforditva: ha felvesziink a parabolan a 10. egyenletet kielégité harom pontot, akkor a 11. egyenlettel meghaté-
rozott ux + vy + 1 = 0 egyenes tartalmazza a harom ponthoz tartozé gorbiileti kbzéppontot.

Barmely ¢ paraméterhez egy evoluta pontot rendel az 5. képlet, tehat roviden csak az evoluta t pontja kifejezést
hasznaljuk. Lattuk, hogy az evolutat tetszSleges egyenes harom pontban metszi és e metszéspontok paraméterei kozott
10. fejezi ki a determinal6 kapcsolatot.

b) A parabola evolutdja harmadosztdlyd gérbe.
Az evoluta két végteleniil kozelfekvs t1 = to pontjat 6sszekots egyenes az evoluta érintdje; az el6bbiek szerint még
egy ts pontban metszi az evolutat. A tizedik egyenlet szerint és a t; = to feltétel folytan: t3 = —51. Tehat az indexezés

folosleges és igy a 11. alapjan irhaté
1 2t

= - V= ——
263+t 2t3 +t
egyiitthatok értelmezik az érinté egyenest. Innen az egyenlete

—x =2ty + (2t* +1) =0,

vagy meég
(2) 3+ — 5

alakban is irhato. Az evoluta t pontjahoz tartozo érints, (roviden csak ¢ érintd) azonos tehat a parabola ¢ norméalisaval
— amint mar eldre is jeleztiik. Ezen az alapon mondhatjuk, hogy egy pontbdl harom érintéd hizhaté az evolutahoz,
amelyeknek parameétereit a 3. egyenlet rendeli egymas mellé.

V. A parabola és girbiileti kéreinek kozos hirjai egy ijabb parabola érintdi.
A parabolanak gorbiileti-koreivel képezett metszéspontjait Ggy hatérozzuk meg, hogy ez utobbi egyenletébe (7.)
x =T,y = 72 paramétereket helyettesitjiik; ez altal a

(12) 6272 £ 8t — 3t =0...
7-ban negyedfoki egyenletre jutunk. Lathatd azonban, hogy a baloldal négy tényezére bonthato:
(13) (r—t)°(1 +3t) = 7% — 6627% + 8¢°r — 3¢*. ..

Ez azt jelenti, hogy t a 12. egyenletnek haromszoros, —3t pedig egyszeres gyoke. Tehat a ¢ ponthoz tartozo gorbiileti
kor hdrom végteleniil kozel fekvd pontban (t-ben) metszi a parabolat és egy ezeken kiviili (—3t) negyedik pontban is.
E szerint a gérbileti- és simuld-kér azonos fogalmak.

A B
4Am—i—By—i—C’zOeg;yenesnél u = Yok v=—.

c
5V. 6. XI. évf. 9-10 sz. Dr. Karteszi: Az ellipszis.



Irjuk fel most a t és —3t pontokat Gsszekotd har egyenletét:

y—t*=(=3t+t)(x—t) = —2t(x —1).

Ezutan vegyiik szemiigyre az 2° = —3y parabola érintéjét az (z1, y1) pontban, az
2
Yy—y = —5261(510 — 1)

egyenest. Ezt az 6j parabolat az x; = 3t, y; = —3t kielégiti és ebben a pontban y + 3t? = —2t(x — 3t) az érintGje.
Azonban rogton lathato, hogy ez azonos az y — t° = —2t(x — t) harral. Tehat y = 22 parabolanak gorbiileti koreivel

képezett kozos hurjai az y = —§x2 paraboléat burkoljak.

VI. A parabola barmely talpponti-hdromszdégének siulypontja a parabola tengelyén van.

Fentebb mar megmutattuk, hogy egy tetszbleges (zo, yo) pontbol az evolutahoz huzott érintsk, vagyis a vezérlg
parabola normalisai kiilénos — a 3. egyenletet kielégité — harom pontot indukilnak a parabolan. Ezeket a pontokat
a normalisok talppontjainak szokis nevezni és igy e harom pont képezte haromszodget a parabola valamely talpponti-
hdromszdgének, (xo, yo) pontot e haromszog generdtorinak nevezzik.

A talpponti haromszog sulypontjanak rendezsi:

t+ty +t3 11 +13 413
3 ’ 3 ’
ezek koziil a 3. egyenlet miatt az elsének az értéke = 0. Ez azt jelenti, hogy a talpponti-haromszog stlypontja az Y
tengelyen van.
Evfolyamunk 1. szamaban kimutattuk, hogy a talpponti-haromszdgnek y = 2 parabolara valo (Y tengellyel
parhuzamos) vetiilete egy egyenesbe es6é harom pont. Ugyancsak az ott targyaltakbol lathato: a talpponti-haromszog
koreé irt kor Atmegy a parabola csticspontjan is.

VIL. A parabola simuldponti-hdromoldaldnaek silypontja a csicsérintén van.

Amint mondottuk mar, gérbiileti- vagy simulé-kor aequivalens fogalmak. Tetszleges (u, v) egyenes harom pontban
metszi az evolutat, mialtal hadrom — a 10. egyenletnek eleget tevé — pontot indukal a parabolan. E hdrom pont harom
coaxidlis simulé kor simulé pontja, azért e harom ponthoz tartozé parabola érint6k képezte harom oldalt a parabola
simuloponti-haromoldalanak nevezziik. E haromoldal cstiicsainak koordinatai az I.-részben mondottak szerint:

t1 + o to + 13 ts +11
tit tot tst
( 2 ) 12)7 ( 2 ) 23)7 ( 2 ) 31)

alakban frhatok. Ez alapon a haromoldal stlypontjanak koordinatai:

t1 + 1o+ t3 t1to + tots + t3ty
3 ’ 3 '

Ezek koziil a masodik = 0 (a 10. egyenlet folytan), tehat a sulypont csakugyan az Y koordinéta tengelyen van.

VIIL Keressiik meg az y* = 22 gorbének és a y = ma + b altalanos helyzeti egyenesnek a metszéspontjait. A gorbe
nem mas, mint a (%, t*) pontok Osszessége. Keressiik meg tehat a

t5—mt* —b=0
harmadfoku egyenlet gyokeit. A harom (1, to, t3) gyokre most is fennallanak a

t1te +tot3 +t3t1 =0
m =1t +1ta+13
b= titots

Osszefiiggések. Ezeket a 10. és 11. egyenletekkel vessiik 6ssze. Kimondhatjuk, hogy az uz + vy + 1 = 0 egyenes altal
indukalt simul6ponti-haromoldal cstcsainak — Y-tengellyel parhuzamos — vetiiletei az y? = 2® gorbén egy y = ma + b

egyenesbe esnek, ahol

6v 2+
m=—, b= .
8u 8u

Befejezésiil harom szép tétel bebizonyitasat tizom ki az olvasonak.

6V.5. XV. évf. 1. sz. 13-14. old. L. még a 262. feladatot IV. évf. 1. szaméban.



I. Valamely talpponti haromszog oldalaira polarharomszogének megfelel§ csicsaibol bocsajtott merélegesek egy
pontban talalkoznak. E pont és a haromszog generdtor pontja kozé esé tavolsagot a t. p. h. koré irt kor kézéppontja
felezi.

II. Talpponti haromszog csicsaihoz tartoz6 simuld kérok még egy talpponti hdromszoget metszenek ki a parabo-
labol. Simuléponti haromoldal simul6 pontjaihoz tartoz6 simul6 kérok még egy s. p. h. o. simul6pontjait metszik ki a
parabol&bol.

ITI. A parabola tetszslegesen adott érintéjét harom simulo-kor érinti még, amelyeknek simuld érintGje az adottal
egy Gjabb kor koré irt négyszog.

(Ez a tétel Laguerre-t6l ered.)

Gydrétt, 1938. nov. 2. Dr. Karteszi Ferenc
all. gimn. tanar



