Tekintettel arra, hogy az ismétléses variaciokra vonatkozo képletek kevéssé ismeretesek, talan nem lesz f6losleges
velok foglalkozni. Bevezetésiil legyen szabad a differencia-szamitas alapjairél néhény szét szolni.
Valamely f(z) fliggvény els6 differencidja alatt az alabbi kifejezést értjiik:

(1) Af(z) = flxz+1) = f(a).
A fliggvény masodik differencidja pedig az els6 differencianak differenciaja. Vagyis
A?f(z) = Af(x +1) = Af(2) = fz +2) = 2f(z +1) + f(2).

Ezt folytatva, hasonloképpen megkapjuk a fiiggvény v-edik differenciajat:

AYf(z) = fla +v) — <Z>f(x+u—1)+<I;)f(x+z/—2)—...+(—1)”<V)f(x).

Ezt rovidebben a koévetkezSkép irhatjuk:

@) 8@ = (-1 () fla v =),

a baloldali 6sszeg ¢ =0, 1, 2, ..., v-re értendd.

Megjegyzendd, hogy viszont ha ismerjiik az f(z) fliggvény v-edik differenciajat, akkor ezzel meghataroztuk a jobb
oldali 6sszeget. Ez az eljaras gyakran hasznosnak bizonyul.

Vannak ugyanis fiiggvények, melyek differenciaja igen egyszertien fejezhets ki igy:

(3) A(z) - ($:1> - (i) . (nf 1) vagy Aa® = a®(a — 1),

Ebbél azonnal kovetkezik, hogy
AY <$> = ( * ) és Aa” =a"(a—1)".
n n—v

Ennélfogva példaul a (2) formula kévetkeztében

(b2 == () CTT)

A hatvanyok magasabb differencidi mér nem ilyen egyszeriiek. Azt azonban azonnal lathatjuk, hogy =" els6 diffe-
rencidja n — 1 foka; tehat n-edik differencidja konstans és n + 1-edik differenciaja nulla.

A hatvanyok differencidinak kiszamitasara célszertd bevezetni Stirling nyoman az ugynevezett masodfaju Stirling-
n

x
féle szamokat G -vel jeldlve az — mennyiség v-edik differenciajat az x = 0 helyen
V!

V!

&Y = [AV””—} .
x=0

Ennélfogva ha a (2) képletben f(z) = z"/v! irunk és ha a v-edik differencidban z-et nullaval tessziik egyenl6vé,
akkor

@ & = s/ (]) 2 )"

eredményre jutunk.

Ebb6l azonnal kivetkezik, hogy Y = 0 és &1 = 1; tovabba az el6z6kbél lathatjuk, hogy &% = 0. A masodfaju
Stirling-féle szamokat a (4) egyenlettel kiszamithatjuk barmely v és n értékre.

Ha azonban e szamok tablazatat kivanjuk Osszeallitani, akkor célszertibb, ha gy jarunk el, mint a Pascal-féle

0 0
haromszog szamainak kiszamitadsanal, amidén tudvalevéleg legjobb, a <O> =16és (n) = 0 értékekbdl kiindulva) a

szamokat az aladbbi ,differencia”egyenlettel hatarozni meg:

(Ez az egyenlet azonos a (3) egyenletek koziil az elsével.)
A (4) egyenletbdl kiindulva kimutathato, hogy &) eleget tesz a kovetkez6 differencia-egyenletnek:

(5) Lo =S ey



&1 =1 és & = 0-bol kiindulva, ez megadja lépésrél-lépésre a tobbi méasodfaju Stirling-féle szamot.
Az (5) egyenletbdl kovetkezik, ™ = 0 tekintetbevételével, hogy G = 1. Az egyenlet az alabbi tablazatra vezet:

n/v 1 2 3 4 5 6 7
1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 1 7 6 1

5 1 15 25 10 1

6 1 31 90 65 15 1

7 1 63 301 350 140 21 1
8 1 127 966 1701 1050 266 28

A Stirling-féle szamok rendkiviil hasznosak és a legkiilonb6zébb problémak esetén felhasznalhatok.
Ezek utan attérhetiink az ismétléses variacié tanulményozésara. Ismeretes, hogy m-elem ismétléses n-edrendd
variacidinak szama
W(m, n) =m".
Jeloljiik a varidciok koziil azokat, melyekben csak egyféle elem szerepel,
W(m, n, 1)-gyel.
Evidens, hogy W(m, n, 1) =m.

m elem azon n-edrendd ismétléses variacidinak szdma, melyekben 2 kiilonb6z6 elem szerepel

W(m, n, 2)= <”;) (2n — 2).

m
Ugyanis m elembdl két elemet <2)—félekép valaszthatunk ki; e két elem m-ed rendd ismétléses varidcidinak szama

2" de ezek kozott két oly varidcié van, melyek csak egy elemet tartalmaznak, vagyis minden elempar 2" — 2 szamu
n-edrendd oly ismétléses variaciot ad, melyekben mind a két elem szerepel.
Azoknak az n-edrendd varidcidknak a szdma, melyekben 3 kiilonb6z6 elem van

W(m, n, 3) = (’;) 3" — (g)W(B, n, 2) — G’)W@, n, 1.

Tényleg <7g) félekép valaszthatunk ki m elembdl harmat; hdrom elem n-ed rendi ismétléses varidcidinak szdma 3™;

3
ezekbdl azonban le kell vonni elsésorban azokat, melyekben csak két elem van; miutdn hérom elembdl kettdt 2)—

féelekép lehet kivalasztani és e két elem oly n-ed rendd variacidinak szama, melyekben mind a ketts szerepel, 2" — 2.
Le kell vonni tovabba azokat is, melyekben csak egy elem szerepel.
Az el6z6 egyenletet még ugy is irhatjuk:

v = (5) - (- Q).

Ezt folytatva, megkaphatjuk m elem azon n-ed rendd ismétléses variacidinak szaméat, melyekben v kiilonféle elem

szerepel:
W(m, n, v) = (m>z(—1)i (”) (v —i)".

v (3

aholi=0, 1, 2, ..., v.
A (4) képletbol kovetkezik, hogy a jobb oldali 6sszeg v!S” -nel egyenls, tgy hogy

(6) W(m, a, v) = @) WS =m(m —1)...(m—v+1)&Y;

ez adja tehat m elem azon n-edrendii varidcidéinak szamat, melyekben v kiillénb6z6 elem szerepel.

Megjegyzések. 1. Miutan m elem n-edrendd ismétléses variacioi vagy egy, vagy kettd, vagy harom, és igy tovabb
vagy m elemet tartalmaznak, kdvetkezdleg

W(m, n) =3XW(m, n, v).

Vagyis
m"” =Ym(m—1)(m—-2)...(m—v+1)&Y,



a differencia-szamitas ismert kifejtésére jutunk. Ezen Gsszegben v =1, 2, ..., m.
2. Az el6z6kben lattuk, hogy két elem oly n-edrendd varidcidinak szama, melyekben mind a két elem szerepel:
2™ — 2; masrészt a (6) képletbol folyik, hogy

W(2, n, 2) =262,
ami az
G2=2"""1-1
képletet adja.

Nevezetes kiilonleges esetek. 1. m elem azon n-edrendd ismétléses variacioinak szamat, (n > m), melyek valamennyi
elemet tartalmazzak, megkapjuk (6)-bol, ha abban v = m-et irunk.

W(m, n, m)=ml&,".

Ha ezenkiviil még n = m akkor W(m, m, m) = m!&]: = m! ami kiilonben evidens, mert ez esetben a kérdéses
variaciokat az m elem permutacioi alkotjak.
2. m elem oly n-edrendd ismétléses varidcidinak szamat, melyekben m — 1 kiilénb6z6 elem szerepel, (6) adja, ha
v = m — l-et irunk:
W(m, n, m—1) = m!&7"

Ha ezenkiviil még n = m, akkor

W(m, m, m—1) =m!&m! (7;)

Kimutathat6 ugyanis, hogy 6™~ ! = (?) Ez a tablazatban ellenérizhetd.
3. m elem oly n-edrendd ismétléses variacidinak szamét (m > n), melyekben csupa kiilonbh6z6 elem szerepel, (6)-bol
kapjuk v = n helyettesitéssel:
W(m, n, n)=m(m—-1)...(m—n+1)&, =m(m—-1)(m—2)...(m —n+1).

Valdszindségszamitdsi példdk. Egy urnaban van m szam, még pedig 1, 2, ..., m; n-szer huzunk oly formén,
hogy minden huzas utan a kihtzott szamot visszatessziik az urnaba. Hatarozzuk meg annak a valésziniiségét, hogy a
kihtizott n szdm kozott v kiilonbozs szam legyen. Az Osszes lehetd esetek szdma egyenlé m elem n-edrendi ismétléses
variacioinak szamaval, vagyis m”-nel. A kedvez6 esetek szama pedig W(m, n, v) ugy, hogy a keresett valoszintség:

mim—1)...(m—-v+1)

(7) pP= &,

Annak a valosziniisége, hogy a kihuzott n szam k6zott valamennyi m szam jelen legyen,

m!G

mm

(8) pP=

Tovabba annak a valdszinisége, hogy m kihtizott szam kozott az urnaban levé m szambdl csak egy hidnyozzék

mm

m—1 __ m
& _<2).

Végre annak a valésziniisége, hogy a kihtzott szamok mind kiilonboz6k legyenek:

9) pP=

Ugyanis

mm—1)(m-2)...(m—n+1)

(10) P=

Ugyanis
G, =1

Példdk. 1. Valamely csokoladégyéar kis csokolddés csomagokat hoz forgalomba, melyek mindegyikében van egy kép.
Osszesen m-féle képet raknak a csomagokba; minden képb6l ugyanannyit hasznalva fel; a csomagokat jol osszekeverik.
A gyartas tovabb folyik. A gyar dijat tiiz ki annak, aki valamennyi képet megszerzi. Ha valaki n csomagot vesz, mi a
valoszintisége annak, hogy a dijat megnyerje? E valoszintiséget a (8) képlet adja. Ha pl. m = 6 féle kép van Gsszesen
és ha 12 csomagot vessziink, akkor miutan &%, = 1323652, tehat P = 0,43782.



2. n kockaval dobunk; annak a valészintségét, hogy az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmokat mind megkapjuk, ugyancsak a
(8) képlet adja, ha abban m = 6 irunk. Ha példaul n = 7-szer dobunk, akkor miutdn &GS = 21, tehat P = 35/648.
Tovabba annak a valoszintisége, hogy 6 kockaval dobva a szamok koziil csak egy hianyozzék, (9) értelmében

_6!(2)_ 50
P==5 =216

3. Egy csomag francia kartyabol (52 lap) otszor huzunk visszatevéssel; annak a valoszintisége, hogy szinre valo
tekintet nélkiil mind az 6t kiilonboz6 legyen, (10)-bdl folyik, ha benne m = 13 és n = 5 irunk. Tehéat

_13-12-11-10-9

P 135

= 0,41595.

Megjegyzés. Valoszintségi meggondolasok gyakran érdekes eredményre vezetnek. Példaul konnyen belathatjuk, hogy
az el6z6 urna problémaban minél tobbszor hizunk, annél nagyobb lesz a valészintisége annak, hogy valamennyi sza-
mot megkapjuk; ugy hogy n novelésével tetszélegesen megkozelithetjiik a bizonyossagot. A valdszintségszamitasban
azonban a bizonyossag P = 1-nek felel meg. Kovetkezsleg

|Ssm m 1

(11) lim on =1 vagyis  lim —% = —
n=oco mMn n=oo Mn m!

ami, ha n nagy m-hez képest, &, megkozelits (aszimptotikus) értékét adja:

m mn
(12) S~y
Ha m = 1, akkor a (12) képlet pontosan adja &} = 1 értékét. Ha m = 2, akkor a képlet G2 = 2"~! — 1 helyett
&2 ~ 2" értéket ad.
A (11) hatarértéket a (4) formulabdl kiindulva kézvetleniil is bebizonyithatjuk.

Dr. Jordan Kdaroly



