1. A jravasz” kérdések sorabol ismeretes a kovetkezd atlagolési feladat: A jarmii odafelé ¢ id6 alatt v sebesség-
gel, ugyanazon uton (sy = s1 = s), visszafelé to # t; id6 alatt vy sebességgel haladt; mekkora volt a teljes utra
vonatkoztatott atlagos sebessége (v)?

A megoldas algebrai lépései a kovetkezdk:

2s = v(t1 + t2),
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Az atlagos sebességet tehat az utak egyenlGsége esetén a harmonikus kozéppel szamitjuk.

A kérdés ,ravaszsaga”, hogy a felelet nem a kdztudatban jobban ismert szdmtani, hanem az annal kisebb harmonikus
atlagot jeloli meg. A szamtani atlaghoz a tartamok egyenlGsége esetében jutnank; ugyanis, ha to = t; =t és s9 # 1,
akkor

Szokasos alakban:

S1 4 so = 20t
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A feladat hattere igy jellemezhets: Ha a vizsgélt mennyiség részleges fliggése az atlagolas valtozojaval (vagyis a
tobbi valtozot egyenlének tekintve) egyenes ardnyossagu, ugy az atlagot a szamtani k6zéppel, ha forditott aranyossagu,
gy a harmonikus kozéppel szamitjuk.

A mechanika és a fizika egyéb teriileteirsl szamos idetartozéd példat emlithetnénk, lévén a legtobb alapjelenség
legegyszeribb értelmezése illetSleg leirasa ugyanezzel a fiiggvénytani hattérrel jellemezhet6.

A gazdasagi szamadasok korébdl a kovetkezs analog megépitésti — a gyakorlatban kdnnyen elvéthets — szabalyra
utalunk: A mennyiségek egységére vonatkozo egységarak (pl. 1 kg hany pengs) atlagat a szamtani kozéppel, mig az
értekek egységére vonatkoztatott egységarak (pl. 1 pengGért hany darab) atlagat a harmonikus kézéppel kell szamba
venniink.

A bemutatott példa — mely ketténél tobb adat esetére kozvetleniil kiterjesztheté — dvatossagra inti a gyakorlati
szamvet6t, ha nyomatékosan utalunk arra, hogy kilénbézé adatok harmonikus atlagolasa kisebb értékhez vezet, mint
azoknak szamtani atlagolasa. Két kiilonboz6 adat (a1 # az) esetében ez legegyszertibben igy igazolhato: Abbol, hogy
(a1 — az)? > 0, kovetkezik az

a3 + a3 > 2ajaz

A
alapvets elemi egyenlétlenség, mellyel a szdmtani és a harmonikus koézepek viszonyara (E) megallapithat6, hogy

A (a1+a2)2 a4 a3+ 2a1a: 51
H 40,10,2 4&1&2 '

Kovetkezs fejtegetésiink célja, hogy ezt a tételt a gyakorlati alkalmazéasok szempontjabol legaltalanosabb alakjaban
algebrailag igazoljuk.
2. A szamtani (aritmetikai vagy egyenes ardnyossagt) atlagolasok altalanos gyakorlati értelmezése a kovetkezs
képlettel torténik:
_gi101 +g202 + ...+ gnap
gi+g2+...+9gn
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amelyben a1 # as # ... # a, az n kiillonb6zs pozitiv adat és g1, g2, - .. g az adatok megosztasat jellemzs gyakorisagok
(tehat pozitivek; a mechanikabol vett analogidval sulyoknak is neveztetnek). Az altalanos (Gsszetett, mérlegelt) atlag
az egyszerd atlag alakjat olti, ha a gyakorisagok egyenltk (vagyis 1-nek vehetdk).

A harmonikus (forditott aranyossagu) atlagolasnak megfelels képlete a kovetkezs:
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(Az igy értelmezett egyszertd atlagokat kozépértékeknek (kozepeknek) mondjuk, ha nem tekintiink a gyakorlati
hattérre és az ilyen formaélis targyalasnél az elemek egyenlGségének esete a kozépértékek egybevetésénél az egyenlség
jelét involvalja.)

L. a 601. fizikai feladatot XIII. évfolyamunkban — 1937/2 —, a 194. oldalon. (Szerk.)



3. Igazoland¢ altalanos tételiink az elmondottak alapjén, hogy kilénbézd a-k esetében

A
—>1.
H
Mar az elemi algebrabol ismeretes, hogy két kilonbdzd pozitiv szam mértani kdzepe nagyobb a harmonikus és
kisebb az aritmetikai kozépnél. (H < G < A). Ennek a hires és sokat alkalmazott tételnek kett6nél t6bb kiilonbozs
pozitiv szam esetére torténd elemi kiterjesztése Cauchy nagy francia matematikusnak (1789-1857.) nevéhez fiiz6dik
és megtalalhato a Kiirschdk: ,Matematikai Versenytételek” cimi gytjtemény 103-104. oldalan. Cauchy klasszikus

bizonyitdsdnak magja az
<CL1 + as > 2
ajas < 5

alapegyenl6tlenség kiterjesztése akdrhany egymastol kiilonboz6 elemre.

A gyakorlati alkalmazasok szempontjabol hasznosnak véljiik, hogy az altalanos A > H-tételnek direkt, a mértani
kozép elkeriilésével torténd, igazolasat bemutassuk; ennek érdekessége abban is van, hogy nem valamely elemi egyen-
16tlenségnek fokozatos tovabbszerkesztésérdl van szd, hanem a targyalés teljes folyamén a két kiilonbozd elem esetére
mér emlitett

al + a3 > 2ayaz

elemi egyenlGtlenség egyszertd szamitasszerd alkalmazasaval érhetjiik be. Eljarasunkat mindjart a 2. pontban targyalt
legéltalanosabb gyakorlati felvételre, vagyis az ,Osszetett atlagokra” részletezziik. B

Jeloléseink legyenek:

P: az ajas ... a, szorzat

PO o P-szorzat, ha elhagyjuk az a;tényez6t; ilyen van n-szamu.

2 _
PG k). 5 P szorzat, ha elhagyjuk az a; és az aj, tényezot; ilyen van (Z) = 5 " szami.
E jelolésekkel irhatjuk, hogy
1 1 g1 POV + g P® + 4 g, P
H g+g+...4+gn P ’

tehat 4 )
— = 5 (glal + goas + ...+ gnan) (glp(l) + 92P(2) +...+ gnP(n)>.
H  (q1+ga+...+9g2)°P

A jobboldalon all6 t&bbtagt szorzatos kifejezés a mivelet elvégzése utén n? szamu tagot szolgaltat; ezek kétfelak:
a) g?a; P9 = g? P-alakuak, ilyen van n-szam,

b) g:gx - a; P*) = gigkafP(i’ k)—alakflak, ilyen van n? — n-szamu.
2

A b)-féle tagok kettesével (i, k) Osszevonhatok, amiéltal " szama kovetkezs alaka és nagysagu tagot nyeriink:

gige P ¥ (a2 + a2) > 2gigraiax P& %) = 2g,gy - P.

Itt latjuk a két kiilonboz6 elemre vonatkozo a? + af > 2a;ax elemi egyenlStlenségnek egyszeri alkalmazasat. A b)-féle
tagok Osszegezésével nyert kifejezés tehat nagyobb, mint 2[g;gx] - P, ahol a szogletes zarojel arra utasit, hogy a g-kbél
szerkeszthetd Osszes kiilonbozd kéttényezds szorzatok Osszegét kell képezniink.
Az a) és b)-féle tagok Osszefoglalasaval végiil megallapithato, hogy
A 1

2 2 2
= > 9i+ 95+ -+ g +200igk]) - P =1,
H (g1+gz+...+gn)2-P( )

ami igazolandé volt.
Dr. Goldziher Karoly

2Cauchy bizonyitasa az A > G esetre vonatkozik és hasonlé modon végezhets a G > H esetre; igy az A > H tétel is benne foglaltatik. —
Erdemes megemliteni, hogy az altalanos egyenldtlenségek a polinomialis tétel jobboldali kifejezésének megbecsiilésébdl kdzvetleniil adodnak.
3 Az olvasora bizzuk, hogy az altalanos targyalés lépéseit az n = 3, 4 esetben részletesen kovesse.



