I.
1363. Legyen a pozitiv egész a1, asz, - ..a, szamok dsszege kisebb a pozitiv egész k szdmndl. Bebizonyitandd, hogy
alas!...a,! < k!
I. Megoldas. Kimutatjuk, hogy
arlag! .. ap! < (a1 + a2+ ...+ ap).

Ugyanis
ay: = a1!

+ay)!
ag!:1~2~3-...~a2<(a1+1)(a1—|—2)...(a1+a2):(a1a7'a2)
1-

a1 +as +az)!
a3!=1-2-3-...-a3<(a1+a2+1)(a1+a2+2)...(a1+a2+a3)=M

(a1 —I—CLQ)! ’
wl—1.9.3 <(a1+a2+...+an_1+an)!
" " (a1—|—a2—|—...—|—an,1)!
A megfelels oldalakat szorozva:
o laal a'<a'(al—i—ag)!.(al—i—az—i—ag)!. .(al—i—ag—i—...—i—an_l—i—an)!
perdat - et T (a1 + a2)! (a1 +as+ ...+ an-1)!

A jobboldalon a szamlalé tényez6i a nevezében is el6fordulnak, kivéve a legutolsot, tehét
arlaglas! .. ap! < (a1 +as+ ...+ an—1+an)! <kl

Egry Gydrgy Janos (Kolcsey Ferenc g. VIIL o. Bp. VIL.)

II. Megoldas. Legyen a1 + as + ...+ a, = s. Ekkor s! jelenti az s kiilonb6z6 elem permutacioit.

Ha az s kiilonb6z6 elemet szakaszokra osztjuk, melyekben az elemek szdma rendre aq, as, ..., a, és ezen szaka-
szok elemeit egymas kozott permutaljuk, rendre aq!, as!, ..., a,! permutaciéit kapunk. Ha tovabba ezen kiilonb6zé
szakaszokbol keletkez6 permutéciokat — a sorrendjiik szerint — minden lehetséges modon Gsszekapcsoljuk, keletkezik

ar! az! ... ay,!

permutacié, melyek mindegyike benne van az s elem Gsszes s! szami permutécioi kézott. De ezekkel nem meritettiik
ki az Osszes s! szamu permutacot, mert ezek kozott vannak olyanok is, melyek az

at!, as!, ..., ap!

szamu permutaciok sorrendjének felcserélésével keletkeztek és olyanok is, amelyekben az el6bbi n szakasz valamelyi-
kébdl egyik vagy masik elemet attesziink egy méasik szakaszba és igy permutalunk. Eszerint

arlag! .. ap! < (a1 + a2+ ...+ ap)! <kl
Sdndor Gyula (Kolcsey Ferenc g. VIL. o. Bp. VIL.)
IIT. Megoldas. A csoportositasok tanidban
k!

arlas!. .. ay!

P =

n
ahol Z a; < k, jelenti a k elembdl alkothaté permutaciok szadméat, ha a k elem kozott aq, ill. as, ..., ill. a, szidmu
i=1

elem egyenls, tehat P az egységnél nagyobb egész szadm, még akkor is, ha Z a; = k.

i=1
Kirdlyhidi Gyula (Szent-Laszlo g. VIIL o. Bp. X.)



II.

1364. Legyen a tér hdarom kdre oly tulajdonsdgu, hogy paronként érintkeznek és e hdrom érintkezési pont egymdstol
kilonbozik. Bebizonyitandd, hogy e hdrom kor vagy egy gémbén vagy egy sikon fekszik. (Két térbeli kor akkor neveztetik
érintkezdnek, ha kozos pontjuk és ebben kizos érintdjik van.)

Megoldas. Elérebocsatjuk, hogy a kor érintGje a kor sikjaban fekszik. Ha két érintkez6 kor nem fekszik egy sikban,
akkor kozos érintGjiik a két kor sikjanak metszési vonala.

a) Ha a harom kor koziil kettd, k1 és ko egy sikban (S) fekszik, akkor a harmadik kor, k3 is az S sikban fekszik.

Ugyanis k1 és ks k6z0s érintGje az S, ko és ks kozos érintGje is az S sikban fekszik. Ezen két érinté meghatarozza
a ks sikjat, azaz S-t.

b) Ha két kor nem fekszik egy sikban, akkor a harmadik sem fekiidhetik az el6bbiek egyikével sem egy sikban,
ha a harom érintkezési pont kiilonb6z8: a harom kor, k1, ka, ks (O1, Oz, O3 kozéppontokkal) a kiilonb6z6 Sy, Se,
S3 sikokban fekszik. Két kor kozos érintGje sikjuknak metszésvonala; a hdrom kozos érinté egy triéder élei. A triéder
csucsa legyen P.

A Ky és ko kOrok érintési pontja legyen C, a ko és ks koroké A, a ks és ky koroké B. Az O1C és OC sugarak
meghataroznak egy 33 sikot, mely a PC kozbs érint6re mer(ﬂegesﬂ Ha a X3 sikban O1C-re az O;-ben és OoC-re az
O2-ben merdlegest allitunk, ezek egy w pontban metszik egyméast. Mar most Oyw L S1, Osw L SQE tehat w a ki és
ko korok minden pontjatol egyenls tavolsdgban van: w oly gomb kozéppontja, melynek gdémbi korei k1 és ko. A gomb
sugara wC = wB = wA = R.

Mar most az O1BO3; = ¥, sikban az Os pontban, Ss-ra mer6leges egyenesnek metszenie kell az O,w egyenest;
az 02 AO3 = ¥ sikban az Os pontban, Ss-ra mersleges egyenesnek metszenie kell az Osw egyenest. Ez csak ugy
lehetséges, ha Ojw-t és Osw-t éppen az w-ban metsziE azaz w a ks kor minden pontjatol wB = wA = R téavolsdgban
van. Eszerint k1, ko, ks korok az (w, R) gombon fekiisznek.

Az w a Xy, 3o, X3 sikoknak k6z6s pontja; oly triéder cstcsa, melynek élei wO;, wO3z, wOs3.

lUgyanis 01C L PC és 0-C L PC.

201w L 81, mert: B3 L PC, tehat PC merdleges a X3 sikban fekv6 barmely egyenesre; igy Ojw L PC és Oiw L O1C. Hasonldéan
kovetkezik: Osw L So.

3Ha az e3 egyenes, mely nem fekszik az e1 és ea egymast metsz6 egyenesek sikjaban, metszi Ggy az e1-et, mint az es-t, akkor e3 az e1
és ex metszéspontjan megy keresztiil.



¢) Ha P a végtelenben van, akkor a triéder éleiként szerepl6 kozos érint6k parhuzamosak (egy hasabos tér élei).
Egy kor két érintGje akkor parhuzamos, ha az érintési pontok egy dtmérs végpontjai. Jelen esetben tehat az ABCA
oldalai a k1, ko, k3 korok atmeérdi; a X1, 3o, X3 sikok Osszeesnek az ABCA sikjaval, tehat w is ezen sikban van és nem

més, mint az ABC/\ koré irt kor kézéppontja.
Weisz A.

III.

1365. Tegyiik fel, hogy az A1, As, ... A, pontok nem fekiisznek eqy egyenesen. Legyen tovdbbd P és Q két oly
kilonbozé pont, melyre

Bebizonyitandd, hogy van oly K pont, amelyre

A1K+A2K++AHK<S

Megoldas. Jelolje K a PQ tavolsag felez6pontjat. Kossiik 6ssze a P, @, K pontokat az A; ponttal és hosszabbitsuk
meg az A; K-t a KB; = A;K tavolsaggal. Ekkor A; PB;Q négyszogben az atlok: A;B; és P(Q felezik egymast a K
pontban, tehat a négyszog parallelogramma és ezért QB; = A;P. Az A;QB;A oldalaira nézve érvényes:

A;B; < A;Q + QB; vagyis 2A; K < A;Q + A;P.

Alkalmazva ezen egyenlGtlenséget az i = 1, 2, ... n esetek mindegyikében, keletkezik

=1 =1 =1
tehat .
ZAZK < S.
=1

Holzer Pdl (Faludi Ferenc g. VIIL. o. Szombathely)



