1339. Bizonyitsuk be, bogy ha két raciondlis szdmnak dsszege €s szorzata is egész szam, akkor e szdmok maguk is
egészek.

I. Megoldas. Segédtétel. Ha % és 2 wrreducibilis tortek és % = 2, akkor kell, hogy b = d legyen.

4 irreducibilis, ha a-nak és b-nek nincs k6z0s osztoja: (a,b) ~
Hasonloan (¢, d) ~ 1.
a ¢
Ha it akkor
ad = be,

azaz az ad szorzat oszthato b-vel; minthogy (a,b) ~ 1 kell, hogy d legyen a b t6bbszorose.
Hasonloan a be szorzat oszthaté d-vel; azonban (¢, d) ~ 1 kell, hogy b legyen d t6bbszorose.
A két megallapitas csak gy dllhat meg, ha b = d.

r
Legyenek mar most P es L irreducibilis tortek gy, hogy 0sszegiik és szorzatuk is egész szam. Tehat
qg s

p T
1 - +-=F
( ) q + 3 1,
p r
2 Y.l = B,
) L.i-p,
1)-bél:
p  Eis—r
g s
ahol a jobboldal is irreducibilis tort; tehat ¢ = s.
Tekintettel erre, 2)-bsl 20 = By,
q

azaz pr a ¢ tobbszorése. Minthogy azonban (p,q) ~ 1 és (r,q) ~ 1, kell, hogy ¢ = s = 1 legyen, tehat Pt egész
q s
szamok.
Somogyi Antal (Gyakorlé kézépiskola VIII. o. Bp.)

II. Megoldas. A két racionalis szam Osszege legyen p, szorzatuk q. A két szam mindegyike gytke az
2> —pr+q=0

egyenletnek, ahol p és g egész szdmok. Tegyiik fel, hogy ezen egyenletnek gyokei valosak és az egyik gyok f, ahol r és
s

r
s relativ primszé,mokE Ha - kielégiti az egyenletet, akkor
s

2 r 9
(;) —p(g)+q=0 vagy - = s(pr—gs).

Eszerint 72 az s tobbszorose. Azonban (r,s) ~ 1 és igy (r?,s) ~ 1, tehat ellenmondasra jutottunk. Az ellenmondas

csak akkor sztinik meg, ha s = 1, tehat, ha r egész szam.
S
Kell tehat, hogy az
2 —pr+q=0
egyenlet valos és racionalis gyokei egész szamok legyenek, ha p és ¢ egész szadmok.
Komlos Jinos (Gyakorlo kozépiskola, VIII. o. Pécs.)
Jegyzet. Altalaban: ha az

"4+ az" P a2+ . 4 ap_1x+a, =0

egyenletnek, amelyben a1, ao, ..., an_1, a, egylitthatok egész szamok, mig ™ egyiitthatdja 1, minden racionalis gyoke
egeész szam. (L. Kiirschak: Matematikai Versenytételek, 75. o.)

ITI. Megoldas. Ha a és b raciondlis szamok, p és g egész szdmok ugy, hogy
(1) a+b=p,...
(2) ab=gq,...

1

a és b legn. kozbs osztdja 1.

T
2(7“7 s) ~ 1; 5 nem egyszertsithetd, irreducibilis.



akkor (a—0b)* =p>—4q szintén egész szam
és

(3) a—b==+\p?—4g==k...

ahol a jobboldal racionélis, egész szdm.
1)-bél és 3)-bol
pEk pFk

a=——, = —

2 2

Ha p paratlan szam, akkor p® — 4q és igy \/p? — 4¢q = k is paratlan. Ha p paros, akkor p? — 4q és igy \/p? —4q = k
is paros. Eszerint a és b egész szamok.

Berger Tibor (Fay Andras g. VIIL. o. Bp. IX.)
1340. Szdmitsuk ki logaritmustdbla nélkil sin3° és cos3° értékét két tizedes pontossdggal.

I. Megoldas. Valamely mennyiséget két tizedes pontossiggal adunk meg, ha a hiba a szazadrész felénél nem
nagyobb.

X
a) Ismeretes, hogy lin% ( - ) = 1, azaz a kicsiny szogek sinusédnak kozelits értéke a szog abszolut mérdszama,
z—0 \sinx

még pedig 4gy, hogy sinx < x
Kimutatjuk, hogy

{E2

sine >z — —.

4
Ugyanis

sinx:2sin§cosg :2tg§cong :2tg§ (1—sin2 g)
2

Azonban tg z > x—E

2 2
P LT ) Cox 2P
és, mivel 51115 < 3 azért 1 —sin 5 > VE
tehat
inx > 2 z 1 2 inx > 2
Ssinx .= —_ — 5 aZaZ S r—.
2 4 4

3

Ez annyit jelent, hogy ha sin z kozelits értékéiil x-et vessziik, a hiba kisebb, mint %

™
1° abszolut mérdszama: — = 0,01745. ..
abszolut mérdszéma: oo ,

3, , £0,5236. ...

A hiba fels6 hatara:
(0,05236...)°> 0,062
4 4
Eszerint sin 3° kozelits értékéiil 0,05236-ot tekintve, legfeljebb a tizezredrész nem pontos, de ezredrészig feltétleniil
pontos; ha tehat két tizedes pontossaggal éhajtjuk sin 3°-értékét, akkor ez: 0,05. A hiba, t. i. 0,002... a szazadrész
felénél kisebb [
b) Kicsiny szogek cosinusara érvényes:

< 0,0001.

1 $2< <1 I2+I4
— — < coszT -+ —.
2 2 16
Ugyanis
x T\2
—1—2si 2—>1—2(—) ,
CoST sin® o 5
azaz

2

>1—-—.
coszT 5

Ha pedig figyelemmel vagyunk arra, hogy

,3:>:1: 1(33)3
Sy 2571\ \g)

3% a sin a-et feliilrl kozeliti meg; @ a sinz-nek folosen kozelits értéke.
Ysinz <z < tgz.
5 Azonban 0,05 < sin 3°.



akkor

Ha a jobb oldalon az utols6 tagot elhagyjuk, még nagyobbat kapunk, azaz

z2 ozt
1——+ —.
cosT < 5 + 16
x? x?
Eszerint 1 — ) a cos x-nek hiadnnyal kozelit értéke; a hiba kisebb, mint 6
a* (0,06)"
A O esetében ~— ’ 1076
zonban 3 esetében 6 < 16 <1077,

tehét
2

1— % —1—0,00137 = 0,99863
feltétleniil pontos 4 tizedesig, azaz

0,998 < cos3° < 0,999.

Eszerint, ha két tizedesig pontos értéket 6hajtunk, akkor kovetiink el a szazadrész felénél kisebb hibat, ha cos 3° = 1.
NB. Pontosabb vizsgalatok kideritették, hogy

. 23

SIHJI>.’I]—€
és ) A
T
cosx<1—?+ﬂ,

azaz az el6bbi szamitasokban jelzett hibahatarok csokkenthetdk, tehat

x3 x3
sinx esetében 0 < z —sinx < — (az el6bbi — helyett),
z? zt o at
cosx 0 <cosz— (1 — 7) <% (az el6bbi 16 helyett).

Jegyzet. A dolgozatok altaldban nem tigyelnek a hiba megbecsiilésére. Innen van az, hogy némely megoldasban ez
talalhato: sin3° < 0,052, ill. cos 3° = 0,99.

Az itt kozolt megoldasban kovetett gondolatmenet barmely elég kis sz0g sinusara, ill. cosinusara alkalmazhato. Ha
tekintettel vagyunk, hogy éppen 3°-r6l van sz6, szamitasunk egyszertisithets, a kovetkez6 megoldas szerint.

II. Megoldas. El6bbi megoldasunk elején megallapitottuk, hogy
0,05 < sin3° = 0,05236 ... < 0,053.

Eszerint sin 3° kozelit6 értéke két tizedes pontossagig 0,05.

Minthogy
cos3° = V1 —sin? 3°
V1 —0,0532 < cos3° < /1 —0,052
V1 —-0,0532 = /1 —0,002809 = /0,997191 = 0,998 . ...
Eszerint

0,998 < cos3° < 1
cos 3° értéke két tizedes pontossagig 1.

Jegyzet. Ha figyelemmel vagyunk arra, hogy (mindig az elsé negyedben maradva)
sin2x < 2sinzx, sindzr < 3sinz, ... sinnzr < nsinz,

akkor
sin30° 0,5

10 10’

sin 30° < 10sin3°, vagyis sin3° >

sin 3° > 0,05.



ITI. Megoldas. sin 3° kiszamithato a sinusfiiggvény addicio-tételének felhasznalasaval. Ugyanis

sin 3° = sin(18° — 15°) = sin 18° cos 15° — cos 18° sin 15°.

- 1
sin18°:‘/54 1, cosl8°:1\/10+2\/5.

15° fiiggvényei a 30°-u szog fliggvényeibol szamithatok ki.

A szabalyos tizszog segitségével

V3
1 -
e 1 — cos 30° \/ 2 V23 V6-V2
sin 15° = 5 = 5 = 1

2 =

. 1+cos30°  V2+v3 V6+V2
cos 15° = = —
2 2 4
§
Ezekkel az értékekkel
o VBE—1 V6+V2 10+2v5 V6 —+v2
e

:% |:\/%—\/6+\/E—\/§—\/60+12\/5+\/20+4\/5J.

Szamitsuk ki ezen négyzetgyokoket 4 tizedes pontossaggal:

V30 =5,4772 + & V6 =2,4491 — &

+v/10 =3,1623 — £, +v/2 =1,4142 4 &,

+1/20 + 4v/5 =5,3800 — 3 +1/60 + 12v/5 =9,3184 + ¢}
14,0195 + &1 — &2 — €3 13,1817 — & + &} + &5.

E' 1
Itt mindegyik 0 < e < 3 1074, ugy, hogy a kivonasnal felléps hiba abszolut értéke
1
€1 —ep—ezteh—eh—eh| <er+el Featezsteh+es<3-100 < =103,
182 —¢3 1 3 5

Ha most
0,8378

1
sin 3° = 1—6(14,0195 —13,1817) =

akkor ezen érték ezredrészig feltétleniil pontos; tehat szazadrész pontossaggal sin 3° = 0,05.
cos 3° értéke most mar agy szamithato ki, mint a II. megoldasban.

=0,0523...,

6A hiba kénnyebb megbecsiilése céljabol alkalmazzuk a

\V2+ V3 =z + vy felbontést. Ugyanis, négyzetreemeléssel
3
24+ V3=z+y+2/zy, tehat z +y = 2 és 2./zy = V3, ill. zy = 1

3 3 1 .
x ésyaz u? — 2u+ 1= 0 egyenlet gyokei: x = 2’ y= 3 Igy

_V3+1
V2+v3= 7

V2+v3 VBl VEEV2
2 T2 4

3—-1
és 2—\/5:\[2 .

7 /5 =2,236068...



