El6z6 kozleményilinkben (1. ezen évf. 2. szaméban) a tetraédernek a koréirt gombbel kapcsolatos tulajdonségait
targyaltuk; a kovetkezGkben a tetraédernek éleit, illetve lapjait érinté gdmbre vonatkoz6é néhany jellegzetes tételt
fogunk ismertetni.

ElGszor a lapokat érint6, azaz beirt [ gombbel foglalkozunk. A tetraéder belss lapszogeit felez6 hat siknak mindig
van koz0s pontja és ezen kozos pont mindegyik tetraéderlaptdl egyenls tavolsagra van, tehat beirt gomb mindig létezik.

A beirt gomb egyik jellemzd tulajdonsaga a kovetkezs: Kassiik dssze a tetraéder eqyik hdaromsziglapjinak csicsait
a beirt gombnek rajtalevd érintési pontjdval; az Gsszekitd egyenesek (transzverzdlisok) d dltal alkotott szdgek legyenek
o, 0", d". Akkor a tdbbi lapokon is, az érintési pont kiril hasonld médon ugyanakkora o', 0", 0" szégek keletkeznek.
(Bang tétele.) A o', 0", 0" szigek egyenlék a tetraéder-élekbdl alakakithato torznégyszégek fél szigisszegével.

Jeloljik az Ay Ay AsAy tetraéderbe irt gomb érintéspontjait By, Bo, Bs, By-gyel, tovibba az i-dik lapban a k-ik
csucsnal fekvs élszoget a;p-val (altalaban agr, # aup) és tekintsiik elGszor a tetraéder egyik, példaul A; cstcsnél lévs
triéderét. Az Aq csucsbol az A1 As, A1 A3, A1 Ay élek és az A1 By, A1Bs, A1 By transzverzalisok indulnak ki. Szerkessziink
Aq koré gombot, mely a téle egyels tavolsagra 16v6 [ By, Bs, By érintéspontokon atmegy. Ez a gomb a triédert egy
gémbharomszogben, a tetraéderbe irt gdmbot pedig kdrben metszi, mely kor nyilvan az elébbi gombharomszog oldalait
érinti, tehat

Bm2 = B4/A?424 Bm?, + BZLDM = o1
egyrészt B4/A-1\Ag = Bz/A-l\Ag maésrészt B;él?% + Bmz = a3
B2/A?44 = 33/14?44 B4/A?42 + Bms = oy
kovetkezésképpen
Bs/A?‘lz _ B4/A?42 _ Az/A?As + A2/1421\A4 — A3/14?44 _ 31 + 04;1 — Q21
_ A A Ay + Az A Ay — AgALA -
(1) BiA Ay — By A, Ay — 3A1A4 + As 21 2 a1ds  Qa +O<221 Q31
I _— AgA Ay + AA A — AsAA -
BoAiA, — BA, A, — 4A1A2 + 421 3 241 3204214-04;1 0441-

Ugyanilyen 0sszefiiggések allapithatok meg a tobbi cstcsok koriili élszogekre, ill. ezek részeire is.
Ezen Osszefiiggések alapjan kozvetleniil kitejezhetjiik a B; érintéspontokbol huzott transzverzalisok altal bezart
szogeket a tetraéder élszogei segélyével:

A1BiAs = A B3Ay = 180° — (Bg/A?Az + B?lz\Al) -

— 180° — 31 t Qg+ Qg +up — Qo1 — iz Q34+ Q43 + Qo1 + Q12
B 2 B 2

1 Tehat azzal a gdmbbel, mely a tetraéderlapokat egy-egy belsé pontban érinti. TudvalevSleg hét olyan érinté gomb létezik, mely egyes
tetraéderlapok meghosszabbitasait érinti.

2 Transzverzalis” rendesen a haromszog csticsat a szembenfekvs oldal valamely pontjaval 0sszek6ts tavolsdgot jelenti. Itt ezen kifejezést
tagabb értelemben, a révidebb fogalmazas kedvéért hasznaljuk az egyes tetraédercsicsokat a szomszédos érintési pontokkal 6sszekotd
tavolsagokra is.

3Ha a gbmbhoz egy kiviilfekvs pontbol tetszéleges szamu érintét hiazunk, az érintéspontok az érint6k k6zos pontjatol egyenls tavolsagra
vannak.

4A By B3 By gbmbi kor a CoC3Cy gbmbharomszdgbe irt érints kor. A C; csics egyenld gombi tavolsagban van a By, B; érintési pontoktol.
Tehat pl. C/3E1 = C/'3§2 és igy, Bmg és Bm:; mint kongruens korivekhez tartozé kdzépponti szogek egyenlsk.

Egyszersmind utalunk arra, hogy az (1) alatti formulak ugyanolyan szerkezetiiek, mint amelyek a sikharomszdgbe irt kor érintési pontjanak
a szomszédos cstucsoktol valo tavolsagat fejezik ki.



eszerint

By = 5By — By — Aoy — S0 Tt ton
2) A3ByAy = A BiAy = B Ay = A BiAg = T2 T A TN _ o
ABoAy = A{ByAy = 43BiAs = A3ByA, = et ou ; Qs T 082 _

azaz: a tetraéder A; Ay és AjA,, szemkizti élei a (szomszédos) érintéspontokbol

Qi + Qi + Qm + Gy
2

sz0g alatt ldtszanak. Az igy nyert eredménynek nyilvanvalé kovetkezménye a emlitett Bang-féle tétel: A tetraéderlapo-
kon levé B; érintéspontokbol a csticsokhoz hizott transzverzalisok mind a négy lapon ugyanazon o', o, o’ szdgeket
alkotjak.

A o', 0", 0" szogek (2) alapjén a kovetkezSképpen is jellemezhetdk:

Ze

A

Ha a tetraéder éleibsl minden leheté mddon elhagyunk egy-egy szemkozti élpart, dgy hdrom torznégyszoget nye-
riink. A o/, 0", 0" szigek ezen torznégyszogek fél szdgosszegeivel egyenlSk. A fenti eredményt ezek szerint a hdromszog-
geometriabol ismeretes szog-koordinatak felhasznélasaval még a kovetkezként fogalmazhatjuk:

A beirt gémb érintéspontjainak a szdgkoordindtdi mind a négy tetraéderlapon ugyanazok, éspedig egyenldk a tetra-
éderélekbdl alkothato hdarom torznégyszdg fél szégdsszegével.

Izogonikusnak nevezziik az olyan tetraédert, melynek Osszes élei a beirt gdmb (szomszédos) érintéspontjaibol a 120°
alatt latszanak. A fentiek szerint egy tetraéder nyilvan akkor és csak akkor izogdnikus, ha az élekbdl alkothatd harom
torznégyszog mindegyikének szogosszege 240°. B

Ha egy triéder élszogeit felezziik és a felezd egyeneseken at a megfelel§ triéderlapokra merdleges sikokat allitunk,
akkor ez a harom felez6 merdéleges sik egymaést egy egyenesben metszi. [1 Az igy nyert egyenes a triéder koré irt korkap
tengelye, vagyis azon pontok mértani helye, melyek a harom triéderéltsl egyenld tavolsédgra vannak.

Ha egy tetraéder mindegyik triéderéhez megszerkesztjiik a koriilirt korkapot, a négy kup tengelyei altaldban nem
talalkoznak egy pontban, tehat altaldban nincs olyan pont, mely egy tetraéder Gsszes éleitSl egyenls tavolsagra van,
nincs tehat olyan gomb sem, mely a tetraéder Osszes éleit érinti. Ilyen ,élérint&” gémb létezésekor a tetraéder alkatrészei
kozt bizonyos feltételek allnak fenn, melyek mint latni fogjuk, teljesen analogok a kor koré irt négyszog alkatrészei kozt
fennéllo feltételekhez.

5A haromszog geometriaban a sik valamely pontjanak a haromszoghdz viszonyitott szogkoordinatai: a pontot a haromszdg cstcsaival
Osszekotd transzverzalisok altal alkotott szogek. A haromszog bels6 pontjaira nézve ezen szogkoordinatak dsszege nyilvan 360°.

6Az n oldalt torzsokszig szogeinek Osszege kisebb, mint az n oldalt konvex siksokszog szogeinek Osszege! (L. IIL. évf. 85. o. 187.
feladatban.)

"A bizonyitas azon alapul, hogy ha egy szdg felezGjén at a szdg sikjara merdleges sikot fektetiink, akkor ezen sik barmely pontja a szdg
vagy cstcsszogének szaraitol egyenls tavolsdgban van.



Ha ugyanis a tetraéder a, b, ¢, a’, b, ¢ élei (1. dbra) egy gémbot érintenek, igy nyilvan azon harom torznégyszog
oldalai kozt, melyek két-két szemkozti él elhagyasaval keletkeznek, ugyanazon feltételeknek kell fennéllaniok, mint egy
kor koré irt négyszog oldalai kozt, azaz

(3) atad =b+b =c+

Ki fogjuk mutatni, hogy ezen sziikséges feltételek egyuttal elegenddk is, azaz: Egy tetraédernek akkor €s csak akkor
van (belsd) élérintd gombje, ha a szembenlevd élek hosszisdgosszegei egyenldk.

Szerkessziink mindegyik tetraéderlapba érint6 kort. Az (ab'c), illetve (a'be) lapba irt kor érintéspontjainak az (abc)
csucstol valo tavolsaga
at+tc—-b . b+c—ada
—_ il —
2 2
ezen tavolsagok azonban a (3) relaciok alapjan egyenldk, tehat az (a’b’c) és (a’bc) lapokba irt korok érintik egymast.
Miutan az elébbi meggondolas mindegyik lapparra érvényes, tehat kovetkezik, hogy a tetraéderlapokba irt korok a
(3) feltételek fennallasa esetén egymadst paronként érintik és pedig ugy, hogy az Osszes érintéspontok kiilonbo6zsk.
Ekkor pedig a négy tetraéderlapba irt kor (1. ezen évf. 5. szamaban az 1364. feladatot) egy gombon fekszik és az igy
meghatarozott gomb a tetraéder élérinté gombje. Az igy nyert eredményt még a kovetkezGképpen fogalmazhatjuk: A
belsG élérintdgomb létezésének sziikséges €s elegendd feltétele az, hogy a tetraéderlapokba irt korék egymdst pdronként
érintsék.
Hasonloképen kimutathato, hogy egy tetraédernek akkor és csak akkor van kiils6 élérinté gombje (azaz olyan, mely
egyes éleknek a meghosszabbitasait érinti) ha a tetraéder élek kozt a

a—a =b—b=c—¢

feltételek allnak fenn.

Egervary Jend



