A tetraéder a legegyszertibb siklapt test, melyet négy haromszoglap hatarol. Ambar ugyanaz a szerepe a térmeér-
tanban, mint a haromszodgnek a sikmértanban, altalanos tulajdonsagai és osztélyozasa nem oly kozismertek, mint a
haromszognél. Ennek oka nem csupan az, hogy a tetraéder tébb és tobbféle alkatrésszel bir mint a haromszog és igy
bonyolultabb alakzat, hanem az is, hogy a tetraédernek — mint altaldban minden testnek — az 4brazolasa szemléletesség
szempontjabol tokéletlen, kiillondsen akkor, ha a tetraéder bizonyos kitiintetett fajait abrazoljuk.

Ilyen kitiintetett fajok az egyenldlapi és a magassdgponttal bird tetraéder. Mindketts figyelemremélté mdédon mu-
tatja, hogy a tetraéder és a haromszog kozott nem teljes az analdgia.

Egyenl6oldalu haromszog csak egyféle van, t. i. a szabélyos haromszog, melynek Osszes alkatrészei (oldalai, szogei)
egyenlGk. Ezzel szemben egyenlGlaptu tetraéder szamtalan sokféle van, a lapok teriileteinek egyenlGsége nem vonja
maga utan az alkatrészek (élek, élszogek, lapszogek) egyenlGségét.

Masrészt, viszont kozismert, hogy barmely hiromszog magassagai egy pontban taladlkoznak. Ezzel szemben a tet-
raéder magassagai altaldban nem metszik egymast, még paronként sem.

Jelen sorokban a tetraédernek néhany altaldnos tulajdonsigat, elsGsorban pedig a most emlitett fajait fogjuk
ismertetni. Ezen ismertetésnél hasznos segédeszkoznek fog bizonyulni a koriilirt parallelepipedon, amely nem csupan
a targyalasnak fog bizonyos szemléletességet adni, hanem a tetraéder-alkatrészek kozti Osszefiiggések levezetését is
jelentékenyen megkonnyiti.

Fektessilink a tetraéder minden egyes élén at a szembenfekvs éllel parhuzamos sikot. Az igy nyert hat sik koziil
kett6-kettd nyilvan parhuzamos, tehéat parallelepipedont alkotnak. A parallelepipedon barmely lapjanak atloi a tetra-
édernek két szembenfekvs élével egyenldk és parhuzamosak. A tetraéder két szemkozti élének felezGpontjait 0sszekdts
tavolsagokat nevezziik Klug Lip6t nyomén roviden éltengelynek. Egy éltengely nyilvan a parallelepipedon szemben-
fekve lapjainak kozéppontjait koti Ossze, tehat az éltengelyek a koriilirt parallelepipedon megfelel éleivel egyenlGk
és parhuzamosak és egymast egy pontban, a kozos felezd pontjukban metszik[] Ezen pont egyszersmind a tetraéder
silypontja.

Ki fogjuk mutatni, hogy a fent emlitett tetraéderfajok a koriilirt parallelepipedon segélyével a kdvetkezd modon
jellemezhetdk.

1. Egy tetraéder akkor és csak akkor egyenldlapi, ha a kérilirt parallelepipedon derékszogi.

1. Egy tetraédernek akkor és csak akkor van magassdigpontja, ha a kérilirt parallelepipedon egyenld éli.

I. Ha az A1 A3 A3 Ay tetraédernek pl. az A; As As és A1 Ax Ay lapjai egyenls teriiletiiek, ugy az Az és Ay csicsok
az AjAs élt6l egyenls tavol vannak, tehat az Ay Ay és A3 Ay élek normalis transzverzalisa az AsAy élt felez. Ha a

L. folydiratunk II. évf. 101., 130., 161. o. (Karteszi F.: A tetraéderr6l.) (Lasd 1925/12. 101. old, 1926/1. 130. old., 1926/2. 161. old. ~A
szerk.

?Ha az e egyenes a vele nem parhuzamos f egyenesnek A és B pontjaitél egyenls tavolsagra van, gy az e és f normalis transzverzalisa
az AB tavolsagot felezi.



tetraéder egyenld lapt, azaz mind a négy lap ugyanakkora teriileti, gy az el6bbi meggondolasbol kovetkezik, hogy
mindegyik szemben levs élpar normaélis transzverzalisa felezi az éleket. Méas széval az éltengelyek egybeesnek a normaélis
transzverzalisokkal, a koriilirt parallelepipedonnak az éltengelyekkel parhuzamos élei merélegesek a szemkozti tetraéder
élekkel parhuzamos parallelepipedonlapokra, azaz a koriilirt parallelepipedon derékszogd.

Minthogy pedig a derékszogi parallelepipedont hatarolo téglalapok 4tloi egyenlsk, tehat az egyenlSlapi tetraéder
szemben levd élei egyenl6k és ennek kovetkeztében a lapjai egybevagok.

IT. Ha az A; As A3 Ay tetraédernek, pl. az Ay Hy és As Hy magassagai metszik egyméast egy H pontban, ugy
AlHl 1 A2A3A4 és A2H2 1 A1A3A4.

Tehat az A3 Ay él merGleges a két magassagot tartalmazd Ay Ao H sikra, k&vetkezésképp az abban fekvs A Ay élre
is. Ha mind a négy magassag a H pontban talalkozik, Ggy az el6bbi meggondolasbol kovetkezik, hogy a szemben
levé élparok egymasra merdlegesek. E szerint a koriilirt parallelepipedon lapétloi, melyek a tetraéder szembenfekvs
élparjaival parhuzamosak, szintén meré6legesek egymaésra, tehat a lapok rombusok, azaz a koriilirt parallelepipedon
egyenlgéld.

A tétel megforditasat, miszerint ez egyenlGéld parallelepipedonba irt tetraéder magassagai egy pontban talalkoznak,
a kovetkezs, a tetraéderrel kapcsolatos gomboket targyalo fejezetben fogjuk kozvetleniil bizonyitani.

A kovetkezGkben egyméssal szembedllitjuk az egyenlSlapi és a magassdgponttal bir6 tetraéderek nevezetesebb
tulajdonsagait a ketts kozt fennalld reciprocitas kihangsulyozasa céljabol.

Az egyenlélapu tetraédernél a koriil- A magassagponttal biro tetraédernél a

irt parallelepipedon derékszogi tehat:  koriilirt parallelepipedon egyenl&éld, tehat:
az éltengelyek egymasra mer6legesek;  az éltengelyek egyenld hosszuak,

az éltengelyek merdlegesek a szemben- — a szembenfevs élparok négyzetosszegei
fekvé élparokra, egyenlSk egymassal és az éltengely négy-

a szembenfevs élek egyenls hossziak,  zetének négyszeresével,

a magassagok egyenl6 hossziak. a szembenfekv élek egymésra merglegesek.

Tudvalev6leg minden haromszoghoz tartozik egy beirt és egy koriilirt kor, hasonloképp minden tetraédernek van
koriilirt és beirt gombje. Egyenlslapu tetraédernél az éltengelyek metszéspontja (azaz a sulypont), egyenld tavolsdgban
van a koriilirt derékszogi parallelepipedon valamennyi csticsatol: ezek kozott vannak a tetraéder cstcsai is. Tehat a
tetraéder sdilypontja egyszersmind a koriilirt gomb kdzéppontja. Minthogy pedig a magassagok egyenlék, a silypont
egyenld tavolsagban van a tetraéder lapjaitél és igy a beirt gdmbnek is kézéppontja.

A haromszog Feuerbach-féle korének azonban csak a magassagi ponttal bird tetraédernél van analogonja.

Fentebb kimutattuk, hogy a magassagponttal bir6 tetraéder éltengelyei egyenlk. Ha tehat ezek kozos felezési pontja
koriil, kozos hosszuk felével, mint sugarral, gdmbot szerkesztiink, ez a gdmb atmegy mind a hat él felezGpontjan, tehéat
tartalmazza a tetraéderlapok Feuerbach-féle koreit és igy természetesen a lapmagassagok talppontjait is.

A tetraéderhez tartozo tovabbi gombok targyalasa céljabol elGszor levezetjitk a kovetkezo tételt:

Egyenldéli parallelepipedonba irt tetraéder magassdgai egy pontban taldlkoznak és ez a magassdgpont a korilirt
gomb kézéppontjinak o sulypontra vonatkozo tikorképe.

Jeloljiik az egyenld éld parallelepipedonnak a beirt tetraéderhez tartozo cstcsait Ay, A2, As, Ay, a tobbit By, Ba, B3, By-

gyel. Ekkor a tetraéderhez nem tartozd barmelyik, pl. a By cstucsbol a megfelels Ay A3 Ay lapra bocséatott merdleges

3Az éltengely két szembenfekvs él felezési pontjait, azaz az egyenlSélii parallelepipedon két parhuzamos lapjanak kozéppontjait koti
Ossze. Ezért az éltengely a parallelepipedon élével, vagyis egy rombus oldalaval egyenls, mig a szembenfekvs élek ezen rombus atléival
egyenlsk. (L. a 393. feladatot, V. évf. 54. o. — 1928/10. 54.0ld.)



U; talppontja a harom egybevagd B1UiAs, B1U1As, B1Ui Ay derékszogii haromszoget hatarozza meg, ugy hogy
UjAs = Ui As = Ui Ay, tehat a B; cstucsokbol a megfelels tetraéderlapra bocsatott merdlegesek a tetraéderlapok
koreé irt korok U; kozéppontjain mennek &t, vagyis egymast a koriilirt gémb U kodzéppontjaban metszik. Ennélfogva
a B; pontokkal az S sulypontra vonatkozolag szimmetrikusan fekvs A; tetraéder csiicsokbol a megfelel tetraéder-
lapokra bocsatott mergGlegesek: a magassagok, szintén egy H pontban taldlkoznak. A beirt tetraédernek tehat van
magassagpontja és ez a H magassagpont nyilvin U-nak S-re vonatkozoé tiikkorképe.
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Ebbdl az abra szerint azonnal kovetkezik, hogy S koriil R/2 sugarral leirt gomb a fels§ magassagmetszetek kbzép-
pontjain megy at. Itt R a tetraéder koré irt gomb sugarat jelenti.

Ha a tetraéder mindegyik csiicsédba egy, a magassagpontba két tomegegységet helyeziink, az igy nyert témegrendszer
sulypontja a HS tavolsag azon F' pontja, melyre SEF:FH=2:4.

Ha tovabbéa a fenti tomegekb6l a két egyenls tomegi (A1) + (H) + (H) és (A2) + (As) + (A4) csoportot alkotjuk,
ugy (As2) + (As) + (A4) sulypontja az Ay A3 Ay tetraéderlap Sy stulypontja, (A1) + (H) + (H) stlypontja a Ay H felss
magassagmetszet egyharmadaban levé K7 pont[] a kozos F salypont felezi az S; K tavolsagot tehat S ,-t6l és K;-t6l,
valamint nyilvan a S K7 H; derékszogi haromszog Hy cstcsatol is R/3 tavolsagra van azaz:

A magassdagponttal biré tetraédernél a sulypont és magassigpont kézti tdvolsigot 1 : 2 ardnyban oszté F pont
kéril R/3 sugdrral leirt gomb dtmegy a lapok silypontjain, a magassdgi talppontokon és a felsé magassigmetszetek
harmaddban levd osztdspontokon.

Budapest, 1937.
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