Folyoiratunk XIII. évfolyaménak 8. szdmaban a ,Sokszogekre vonatkozo szélsGérték feladatokrol” cimii kozlemény
bizonyos — zart konvex gorbékkel kapcsolatos — szélsGérték tulajdonsagu sokszogekkel foglalkozik.

Bebizonyitja, hogy:

1. A zart konvex gorbébe irhaté maximalis teriiletd n-szogre fennall, hogy a gérbéhez barmelyik cstcspontjaban
huzott érinté parhuzamos a két szomszédos csicsponton atfektetett szelGvel.

2. A zart konvex gorbe koriil irhaté minimélis teriiletd n-szog barmely oldalat az érintési pont felezi.

3. A zart konvex gorbét teriiletileg legjobban megkozelité n-szog minden oldalat sajat felezGpontja és a gorbével
valé két metszéspontja négy egyenls részre osztja.

Ezen haromféle extrém sokszoget azonban a fenti egy-egy tulajdonsaguk nem hatarozza meg, azaz a fenti feltételek
tetszésszerinti zart konvex gorbe esetén sziikségesek, de nem elégségesek. Azonban kor esetében elégségesek is.

A kovetkezdkben bebizonyitjuk, hogy ezen sziikséges feltételek ellipszis esetén is elégségesek.

A) Meghatarozando az ellipszisbe irhaté legnagyobb teriilettd n-szog.

Elgszor megrajzoljuk a f6kort és megszerkesztjiik a f6korbe irhato szabalyos n-szoget. Ezen n-szog affin megfelelGje
lesz az ellipszisbe irhaté legnagyobb teriiletii n szog. (Az affinitasrol részletesen I. XI. évfolyamunk 241. 0.) Ilyen n szog
azonban végtelen sok van. Ugyanis a kdrbe irt szabalyos n-szog elforgathat6 és minden helyzetében megszerkeszthetjiik
az affin megfelelGjét.

a) Ezen n-szogek és csakis ezek mindegyike tesz eleget az 1. sziikséges feltételnek. Ugyanis a korbe irt szabalyos
sokszog egyik csticsaban huzott érints, az e egyenes parhuzamos a szomszédos csticsokat Osszekotd f egyenessel (1.
abra); tehat €’ és f’, az affin megfelel6jiik is parhozamosak.

b) Ezen n-szogek teriilete egyenls és nagyobb teriiletd n-sz6g nem irhaté az ellipszisbe.

1. dbra

Bontsunk ugyanis fel egy ilyen n-szoget trapézekre az 1. abran lathaté modon.(A korbe irhatéd szabalyos n-szog
csucspontjaibol bocsassunk merdlegest a nagy tengelyre). Akkor barmely két megfelels trapéz teriiletének viszonya,
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A//B//

AA" BB" (AA” + BBN)

A’A"B'B" - A" B" b’
(A’A” + B’B”)

ahol a az ellipszis fél nagy tengelyét, b a fél kis tengelyét jelenti.
Ezért a trapézek Osszegére, azaz az (ABC' ...) és (A'B'C’...) n-szogre is fennall, hogy:
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ahol T* a korbe irt n-szog, TS pedig ez ellipszisbe irhato megfelels n-szog teriiletét jelenti. Mivel % és T" allandok,
tehat:
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szintén allando.

Nagyobb teriiletd n-sz6g nem irhat6é az ellipszisbe, mert kiilonben az I. alapjan a korbe is lehetne a szabalyos
n-szognél nagyobb teriiletd n szoget irni, mar pedig a korbe irhaté n-szogek koziil a szabalyos n-szog teriilete a
legnagyobb.

Az 1. sziikséges feltétel ellipszis esetén tehat elégséges is.

B) Meghatarozandé az ellipszis koré irhato legkisebb teriiletd n-szog.

Az ellipszis koré irhaté legkisebb teriiletd n szog a f6kor koré irt szabalyos n-szog affin megfelelGje.

a) Csakis ezekre nézve all fenn, hogy az érintési pont az oldalakat felezi. Ugyanis kor esetén ilyen tulajdonséggal csak
a koré irhato szabalyos n-szog rendelkezik. Tehat csak ennek affin megfelelGje rendelkezik szintén ilyen tulajdonsaggal.
(L. a 2. abran).



2. dbra

b) Ilyen n-sz0g, a kor koré irhatod szabalyos n szog helyzete szerint, az ellipszisnél is végtelen sok van. Ezek teriilete
azonban egyenld és ezeknél kisebb teriiletid n-sz6g nem irhato az ellipszis koré. Ugyanis az el6bbi esetben analég moédon
lathato, hogy:
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ahol Tﬁ, és T,lfl most az ellipszis, illetve a kor koré irhatd n-szogek teriiletét jelenti. Mivel a jobboldal allandé, a
baloldal is az. Ha az ellipszis koré lehetne ezeknél kisebb teriiletd n-szoget is irni, akkor a kor koré is lehetne. Kor
esetén azonban a 2. tulajdonsaguk csak a koré irhato szabalyos n szogeknek van meg. Ezekbdl kovetkezik, hogy a 2.
feltétel ellipszis esetén is elégséges.

C) Az ellipszist teriiletileg legjobban approximalé n-szog.

Most is elGszor a f6kort teriiletileg legjobban approximald n-szoget szerkesztjiik meg. Ez ugy torténik, hogy elébb
megszerkesztjiik a korbe irhatd szabélyos n-szoget és ennek minden oldalat négy egyenls részre osztjuk. Azutén a
két szélsG osztoé pontot projicialjuk a kor kozéppontjabol a korre. (3. abra.) Az igy nyert pontokat osszekotjiik. A
keletkezett n-szog lesz a keresett extrém tulajdonsagu n-szog korre nézvell

3. dbra

Ennek affin megfelelGje lesz az ellipszist teriiletileg legjobban approximélé sokszog.

Ilyen n szodg szintén végtelen sok van, azonban:

a) Ezek mindegyike eleget tesz a 3. feltételnek.

b) Az ellipszist teriiletileg egyenlGen approximaljak. Ugyanis a kor és az (ABC'...) sokszog oldalai altal hatarolt
teriilet agy aranylik az ellipszis keriilete és a megfelel§ sokszog altal hatéarolt teriilethez, mint a : b.

Tehat ha az ellipszisnek lenne ezen n-szdgeknél teriiletileg jobban approximéld n-szdge, akkor a kornek is lenne
a fenti médon szerkesztett n-szognél jobban approximald n-szdge, ez azonban feltevésiinkkel ellenkezik. Tehat a 3.
feltétel ellipszis esetén is elégséges.
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1Olyan n-szdg, amely a kérre nézve a 3) feltételt kielégiti, csak egy van és ez a leirt modon szerkesztett n-szog. Szerkessziink ugyanis egy
olyan oldalt, amely a 3. feltételnek megfelel; legyen ez pl. AD (3. dbra). A D végpontbol huzzunk szelGket; ezek kdzott a DA-n kiviil még
csak egynek lesz meg az a tulajdonsaga, ami DA-nak megvan (t. i. a DE-nek) és ezen szeld szeleteinek hossza megegyezik a DA szeleteivel.
Hogy az igy keletkez6 szabalyos n-szog teriiletileg valoban legjobban kézeliti meg a korét, annak bizonyitasaval itt nem foglalkozunk.



