Taldlhato-e olyan c szam, amely mellett az
23 —62% —27lx +¢=0
egyenletnek mindegyik gyoke (valds és) egész szdm?
Telkes

Megoldas. A szamitas egyszerisitése végett alakitsuk at az egyenletet y> + py + ¢ = 0 alakra. Legyen = = y + a.
Ekkor
(y+a)® —6(y+a)> —271(y +a) + ¢ =0,

és y hatvanyai szerint rendezve
y*(3a — 6)y* + (3a® — 12a — 271)y + (a® — 6a® — 27la + ) =0.
Az y? egyiitthatoja zérus, ha 3a — 6 = 0, vagyis ha a = 2. Ekkor az egyenlet alakja
(1) y? — 283y + (c—558) =0...

Vizsgaljuk, hogy az (1) egyenletnek ¢ mely értékénél van harom valos egész szamu gyoke? (Ez esetben lesz az
eredeti egyenletnek is).

Irjuk fel az egyenletet
(2) y(b* —283) = —(c — 558)...

alakban. Innen minden egész szamu y érték mellett kapunk egy egész szamu c értéket. Azt kell megallapitanunk, hogy
mely ¢ (ill. y1) értéknél kapunk még két egész szamu megoldast. Ha az egyenlet gyokei y1, y2 és ys, akkor az (1)
egyenlet egyiitthatéi szerint

y1+y2 +ys =0, vagyis — (y2 + y3) = y1, ezenkiviil y1y2y3 = —(c — 258)

és figyelembe véve a (2) egyenletet is

y1(y: — 283) = y1yoys, tehdt yoys = yi — 283.

Eszerint az egyenlet két gyokét meghatarozza a
224 yrz+ (yf —283) =0

egyenlet, ahol y; valos egész szam. || Az egyenlet két gyoke is ilyen, ha az egyenlet diszkrimindnsa pozitiv és teljes
négyzet:
D =y; — 4(y7 — 283) = 1132 — 3y5.

1132
D >0, havyi < —3 ill. |y1| < 20. Ha zérus és 20 kozott megvizsgaljuk az egész szamokat, mint y; abszolat értékeit,

azt latjuk, hogy |y1| = 19, 13 és 6 esetében teljes négyzet a diszkriminans. Ezek koziil —19, 413 és +6 mellett a (2)
egyenlet szerint ¢ — 558 = 1482, vagyis ¢ = 2040, tovabba +19, —13 és 6 esetében ¢ — 558 = 1482, vagyis ¢ = —924.
Miutan harom-harom y érték mellett ugyanazon c értékeket kapjuk, azért ez a két értékcsoport egy-egy harmadfoki
egyenletnek a harom gycke. Ezért az eredeti egyenlet keresett alakja

22 — 622 — 2712+ 2040 =0, ill. 2% — 622 — 271z — 924 = 0.

Az egyenletek gyokei x —y + 2 szerint xy = 17, x5 = 15 és z3 = 8, ill. 2} =21, 2, = 11 és o}y, = —4.
Komlds Jdnos (all. gr.Széchenyi Istvan gyak. r. VIL. o. Pécs)
II.

Tekintsik az Ay A3 A3 Ay hirnégysziog egyenesei dltal meghatdrozott A1 AsAs, A1 AsAy, A1 A3Ay és Ay A3 Ay hdrom-
szogeket. Bizonyitsuk be, hogy ezen hdromszdgekbe beirt és hozzdirt kérok kézéppontjai — szdmszerint 4 X 4 = 16 —
négyesével az A1 Az és A3 Ay dtlok szégeinek egymdsra merdleges felezGivel parhuzamos 4 — —4 egyenesen helyezkednek
el.

Bakos Tibor

!Ezen egyenletben y1 helyett irhatd yo, ill. y3. Ebbé] kivetkezik, hogy ezek abszolut értékei 19, 13, 6. Minthogy
y1+y2+yz3=0, vagy —19+13+6=0 vagy 19—-13—-6=0.



Megoldas. Az A; A3 Ay héaromszog be- és hozzairt koreinek kozéppontjai legyenek rendre Oi1, O12, O13, O14
(O12, O13, O14 az As, As, As-bol kiinduld belss szogfelezon). Az ezeket meghatarozo belsd és kiils6 szogfelezdk
minden csicsban merglegesek egymasra és igy a belsd szogfelez6k magassdgvonalai, O11 pedig magassdgpontja a kiilsé
szogfelezsk alkotta 012013014 haromszognek. Megforditva, ehhez az utébbihoz az eredeti haromszog mint talpponti
haromszog, az eredeti kor (a hurnégyszog koriilirt kore) pedig mint ennek koriilirt kore, tehat mint Feuerbach-kor
tartozik hozza. Ezért a kornek a belss és kiilss szogfelezdkkel valé masodik metszéspontjai, Bia, B3, B14 és K12, K13,
K14 mint a Feuerbach-kornek a magassagokkal, illet6leg oldalakkal k6zos pontjai, felezik a 4 érint6kor koézéppontja
kozotti 6 tavolsagot. Ugyanezek a pontok, mint egy-egy keriileti szog felez§jének a korrel valdé metszéspontjai, még az
illets szog szarai kozé esd korivet is felezik — pl. Byo és Ky az Ag Ay iveket — és igy az Osszetartozo parok a haromszog
egy-egy oldalara mer6leges atmeérd végpontjai. Pl. Bio K79 az Az Ay oldalra mer6leges, Bis az As-t nem tartalmazo
Az Ay iven van, ez, mint a belsG szogfelezs metszése, a belsd ivfelez6pont, Kq2 pedig a kiils6. A Bjs pont mint az
01101243 és 011012 A4 derékszogii haromszogek kozos atfogdjanak felezépontja, mindkét haromszog koriilirt korének
kozéppontja, tehat

(la) 011012 =2- AgBlg =2- A4Blz e

Hasonléan K és az O13014A3 és 013014 A4 derékszogti haromszogek révén

Tekintsiik most az As As Ay haromszoget. Az el6z6khéz hasonldéan és azonos jeldlésmoddal ,1" és ,,2” indexeket
felcserélve

022021 =2- A3B21 =2 A4B21 valamint 023024 =2 A3K21 =2- A4K21.

Mivel azonban A; ugyanazon az A3 A4 iven van, mint As, szdmara belsd és kiilss ivfelezGpont ugyanaz, mint As-nél,
azért a Boy és Bjo, valamint Ko és K2 pontok azonosak és igy

(2&) 022021 =2 A3B12 =2- A1B12 ...6s
(2b) 023024 =2 A3K12 =2- A4K12 .

(la) és (2a), valamint (1b) és (2b) szerint az O11012 és O22021, valamint 013014 és O23024 tavolsagok egyenlsk
és felezik egymast (ugyanis felez6pontjaik B2 és Ko azonosak) és igy végpontjaik egy-egy derékszogl egyenls kozii
négyszog csucsai.

Allapitsuk meg ezekben a téglalapokban az oldalak iranyait az eredeti hirnégyszoghoz viszonyitva! Felhasznaljuk
azt, hogy téglalap oldalai parhuzamosak atloinak szogfelezGivel, tovabba azt, hogy, ha e; L f1, és es L fo, akkor az ey
es, valamint f1, fo egyenesparok alkotta szogek felezdi is parhuzamosak, illetve merélegesek.

Téglalapjaink atloinak egyik-egyik szoge szerkesztés folytan az A; Ao ivek valamelyikén nyugvo keriileti szog, fele-
z6ik eszerint dtmennek ezeknek az iveknek Bsy illet6leg K34 felezépontjain és igy az 011012022051, téglalap oldalai
egyiranyflak B12334 és B12K34, azZ 013024014023 pedig K12B34 és K12K34—gyel. S6t mivel az itt SZGI‘Gpl(j négy pont
alkotta négyszog atloi Atmérsk, az maga is téglalap, ezért eredeti téglalapjaink oldalai egymassal is és a B12 B3y K12 K34
téglalap oldalaival, és igy atloinak szogfelezbivel is parhuzamosak. Ezek az atlok viszont a kordbbiak szerint merélege-
sek a hurnégyszog szembenfekvs A; As és A3 Ay oldalaira, és igy a keresett irdnyok az elGre idézett segédtételnél fogva




parhuzamosak azoknak a szogeknek a felezSivel, amelyeket az emlitett oldalak meghosszabbitasai alkotnak és az 1214.
feladat szerint az atlok szogfelezGivel is[]

Az atlok metszéspontjat C-vel, az A;CAs és AsC As szogek felezsit pedig fi és fao-vel jelolve eddigi eredményiink
igy irhato:

011021, 012022, 013023, 014024 pérhuzamosak fi1—gyel,
011022, 012021, 013024, 014023 parhuzamosak fQ—Vel

022033, 023032, 024031, 021034, 033043, 034044, 031041, 032042, 044011, 041014, 042013, 043012

parhuzamosak fi-gyel,

022032, 023033, 024034, 021031, 033044, 034043, 031042, 032041, 014014, 041011, 042012, O43013,

parhuzamosak fo-vel,

Ebben a felsorolasban minden kdzéppont négyszer lép fel és pedig a két egymasra meréleges irdny mindegyike
mentén kétszer-kétszer. A 16— 16 egyiranyu tavolsag négyes csoportokra oszthato gy, hogy egy-egy csoport tavolsigait
ugyanaz a négy pont hatarolja, amibél nyilvanvalé, hogy az illeté négy pont egy egyenesen fekszik. Igy pl. mivel O130s3,
023032, 032045 és 042013 mind parhuzamosak f1-gyel és igy egymaéssal is, azért Oq3, Oa3, O3 és O4o egy az f1-gyel
pérhuzamos egyenes pontjai.

B. T
III1.

Igazoljuk, hogy ha egy derékszégi parallelepipedonnak, P-nek, négy nem ugyanegy sikban fekvd csicsa négy kon-
centrikus gombon mozog, akkor annak a t6bbi négy csucsa is amazokkal kozds kozépponti gombon mozog, még akkor
18, ha P-nek alakja vdltozik. E nyolc gomb kozil tobb egybe eshetik, és pedig, ha P-nek:

a) egy élen levd két csicsa ugyan egy gombén mozog, akkor ez €llel parallel hdrom élen levd két-két csics szintén
egy-eqy gombén mozog;

b) egy lapjin levé hdrom csicsa ugyanegy gombon mozog, akkor e lapon levd negyedik csics is e gombon marad,
mig a tobbi 4 csics eqy mdsik gombon lesz;

¢) hdrom csicsa, melyek kozil kettd szemben fekvd, ugyanegy gombon mozog, akkor a harmadik csiccsal szemben
fekvd csics is e gombén marad, mig a tobbi négy csiucs pdronként két mdsik gémbén mozog;

1. XII. evf. 261.0. (1936/5 — a szerk.)



d) hdarom olyan csicsa, melynek sikjaban a P-nek nincs tobb csicsa, egy gombin mozog, akkor P-nek ezzel szemben
fekvd hdrom csicsa egy mdsik gombén mozog, mig a hdtralevd szembenfekvd két csiucs egy-eqy gombét ir le;
e) a négy mozgd csicsa ugyanegy gombon marad, akkor ugyanegy gombon marad P-nek tébbi négy csicsa is.

Klug

4' A7

4s Ag

P v

A, Az

Megoldas. Legyen a gombok kézéppontja O, és P-nek négy nem egy sikban fekve csticsa Aj, Ag, As, és Ag. Az
O pontbol P-nek tetszés szerinti helyzetében a A, As, As sikra bocsatott mer6leges talppontjat jelolje M. Ha az
Ay As As, sikban fekvs negyedik cstcs A4, akkor mint ismeretesE a sikban fekvd barmely pontra, és igy M-re nézve is
fennall: Wf + W§ = MAZ+ MA? (ha A; és A3z a téglalap szembenfekvé csticsai).

Ezenkiviil pedig

OA; + 04, = (MA; + OM’) + (MA, + OM’) = MA; + MA% +2.OM" és
OA, + 0A; = (MA; +OM°) + (MA; + OM’) == MA, + MA; +2-OM>.

Az egyenletek szerint
OA. + 04, = 0A2+ OAR

ami azt fejezi ki, hogy ha OA; és OAs és O Az allando tavolsagok, akkor allandé OAy is. E szerint az A4 csics is egy
O kozéppontu gomboén mozog. Hasonloképpen, ha az A; A; Ag sikban fekvs negyedik csics As, mivel OA;, OAs, és
OAg allando, nem valtozik az O As tavolsag sem. Ugyancsak ez a helyzet az As A3 Ag sikban fekvé A7 pontnal is. Mivel
most mar tudjuk, hogy OAs, OAg és OA7 is allando tévolsidgok, bizonyitva van, hogy OAg is allando6. Latjuk tehat,
hogy a nyolc pont altalaban nyolc koncentrikus gdmbo6n mozog.

Kiilonos esetek:

a) Az Ay és A csics egy gdmbon mozog, azaz OA; = OA,. Lattuk, hogy

OA; + OA, = 0A, + OA;, tehat OAs = OA,,
OA; + OAy = 04, + 04, tehat OAs = OAs,
OA; + OA; + OA; + OAs, tehat OA; = OAs,

vagyis: Az és Ay, A5 és Ag, A7, és Ag egy-egy gombon maradnak.

b) Az Ay, Ay és As csicsok egy gombon maradnak. Az a) eset szerint, ha OA; = O Ay akkor OAs = O A4 vagyis az
egy lapon 1év6 négy csics egy gémbon mozog. Ugyancsak az a) esetbdl kovetkezik, hogy OAs = OAg és OA7 = OAs,
de mivel OAg = OA7, azért a mésik lapon fekvs négy cstucshoz is egyenls sugarak tartoznak.

c) Ay és A7 szembenfekvs csicsok, tovabba A is egy gdmbon mozog. Mivel az Aq As éllel parhuzamos A7 As, azért
az Ag csucs is a hdrom emlitett csicesal egy gombon van, mig As és Ay tovibba As és Ag egy gobmbon mozog.

d) A1, As és Ag egy gombén mozog. Az elss esettel megegyezd modon bebizonyithatjuk azt is, hogy ha valamelyik
lap atlojan 1éves két cstcs egy gdmbon mozog, akkor az ezzel parhuzamos atlén levs két cstcs is egy gombon marad.
Eszerint egy goémbon van Ay és A7, Ay és As, tovabba Ay és A7 ill. egy gombon mozog Ay, As és A7. Az As és Ag ha
egyéb feltétel nincs, kiilon gdbmbokon mozognak.

e) Az A1, As Az és Ag csics mozogjon egy gombon. Az a esetben bizonyitottakat figyelembe véve A; csucesal
azonos gombon van Ay és As, az Ag cstcesal Ay, Igy As és Ag is ugyanazon gémbon mozog. Ezeket Gsszevetve azt
kapjuk, hogy mind a nyolc csics ugyanazon a gémbon mozog. (Csak négy nem egy sikban fekvd esetében &ll fenn.)

2L: 1003 gyakorlat (XII. évf. 2.szam —1935/10. 42. old.)
3

31lyen osszefiiggés érvényes barmely 4 olyan szégpontra, amelyek egy téglalap csicsai, tehat pl. az A1, Aa, A7, Ag szdgpontokra is.



Komlds Janos (all. gr. Széchenyi Istvan gyak. r. VII. o. Pécs)

Jegyzet. Négy nem egy sikban fekvé csicspontot gy is kiszemelhetiink, hogy kett&t az alapsikroél, kettét a fedSlap
sikjarol, mint két kitérs atlo végpontjait vessziik. Pl. A;, As, Ag, Asg.
Ebben az esetben is ugyanazon eredményre jutunk. T. i. az

OA’ 1 OA: = OA: + OA° ¢ OA.+OA.-OA- + 04

egyenletekbdl kovetkezik, hogy ha OA;, OAs, AOg, AOs allando tavolsagok, akkor OAs és OAy is azok. Hasonldan
mutathato ki, hogy OAs és OAz is allando értékek.

Kozlésiinkbol kittinik, hogy mindharom tételt ketten oldottak meg: Komlos Janos és Nagy Elemér (ciszterci Szent
Imre realgimn. VIL o. Bp.)

Tekintettel arra, hogy Komloés Janos kiilénosen az I. tételt oldotta meg rovidebben és iigyesebben, neki itéljiik
els6 dij gyanant KURSCHAK "Matemetikai versenytételek" c. mtivét. Mint masodik dijat, folyoiratunk II. évfolyamat
Nagy Elemérnek adjuk.

A TI. tétel megoldasaként a kittiz6ét kozoltiik.

Szerk



