a) A XL. E6tvos Lorand matematikai tanulo-verseny tételei

1.
Bebizonyitando, hogy
1+1+1++271+1+1++1
1-2 34 5.6 7 (2n—12n n+l1 n+2 n+3 T 2n
I. Megoldas.
o — Lo, 11
an=1 15-1-3=3
9 mellett 1 n 1 1+1 1 1+1 1 1 1+1
= elle — i — - — = = = —.
e T B B R R 371 2 371
3 esetb 1+1+1 1+1+1 1 1+1+1+1 1
n=3esetben —+-—+-—=-4+ -+ - —-=-F+-F+-++-—-=
1-2 3.4 5.6 3 4 5 6 3 4 5 6 3
1,1
4 56
Tegyiik fel, hogy a tétel igaz n-re, azaz
S*1+1+1—|——|— ! *1+1+1—|——|—1
"T1-2 34 5.6 7 (@2n—12n n+l1 n+2 n+3 0 2n
Kimutatjuk, hogy a tétel igaz n + 1-re is. Ugyanis
1

2n+1)(2n+2)

1 N 1 N 1 N +1+ 1 1
T n+l1 n+2 n+3 7 2n m+1 2n+2)/)°

1 11 . 1 1
m+1 2n+2 2n+1 2n+2 n+1

Azonban

Ennek tekintetbe vételével, az egyenlet jobboldalan elmarad

n +
. 1 1 1 1 1
o8y L T T SRR T s s wras

azaz Sp+1 képezésének torvénye megegyezik S, torvényével.
Minthogy a tétel igaz, ha n =1, 2, 3, igaz az n barmely értéke mellett.

Almdssy Gyorgy (Kegyesrendi g. VIII. o. Veszprém).
II. Megoldas. Minthogy (az elgbbiek szerint)
1 1 1 1

11
(2x—1)2x_2x—1_2x_2x—1+%_5’

a bebizonyitandé egyenlgség baloldala

- 1 1 "1
Semrw)2a
alakban irhat6. Azonban

n 1 1 2n1
21:<2x—1+%)_2135’

mert Z a 2n-nél kisebb péaratlan szamok reciprok értékeinek és
T 20 — 1

n
Z % 2n-nél nem nagyobb paros szadmok reciprok értékeinek Osszege és igy a két Osszeg egyiittesen az 1-t6l 2n-ig
x
1
haladé Osszes egész szamok reciprok értékeinek Osszege. Eszerint a szobanforgd dsszeg valoban
1 1

1 -
iy 1—|—. . .—I—%. Harsdnyi Janos, (Ag. ev. g. VIIL o. Bp).
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Legyen az ABC A-dn belil vdlasztott S pont oly tulajdonsdgi, hogy az ABS, BCS, CAS hdromszogek megegyezd
teriletiek. Bebizonyitando, hogy S az ABCA sulypontja.

I. Megoldas. A haromszog S sulypontja az AA;, BBy, CCh, oldalfelezs transzverzalisoknak (sulyvonalak) kozos
pontja.

Az AA; stulyvonal az ABCA-et és a BCSA-et is két egyenld teriileti részre osztja.

Az ABCA két része: ACA; és ABA; teriiletre egyenlék, mert alapjuk egyenlé: A1C = A; B és ehhez tartozo
magassaguk, AH , k6z0s.

A BCSA két része: BSA; és CSA; teriiletre egyenlSk, mert alapjuk egyenlé: A;C = A; B és ehhez tartozo
magassaguk, S5, kozos.

] 44 5a H ¢

Ebbdl kovetkezik, hogy az ABA; és BSA; haromszogek teriiletének kiilonbsége egyenls az ACA; és C'SA; harom-
sz0g teriiletének kiilonbségével, azaz
laps =tcas.

Hasonléan kovetkezik, a BB, sulyvonal segitségével, hogy

taps = tBcs.

Eszerint a haromszog S sulypontja oly tulajdonsagu, hogy

1
taBs = tpcs = tcas = gtABC-

Tegyiik fel, hogy volna még egy S-t6l kilonbézé S’ pont, amely ugyanolyan tulajdonsaga, mint S, azaz

taps: =tpcs' =tcas = gtABC~

Ebben az esetben tsps: = taps; ez csak ugy lehetséges, hogy mivel e két haromszognek kozos alapja van, ha a
magassaguk is egyenld, vagyis SS’ || AB.

Ugyanigy tpcs: = tpes'; ebbdl pedig SS || BC.

Azonban SS’ || AB és SS’ || BC ellentmondas.

Tehat méas pont, mint az S silypont, nem birhat a szébanforgo6 tulajdonsaggal.

II. Megoldas. Az S silypont tulajdonsagat el6bb bebizonyitottuk.
Tegyiik fel, hogy az S-t6l kiilonb6z6 S’ pont ugyanolyan tulajdonsagt, mint az S stlypont. Ezen S’ pont akkor
beleesik pl. az ABSA-be (ill. ennek AS vagy BS oldalara). Ekkor pedig

1
tapsr <taps azaz taps < gtABC-

1
Kell tehat, hogy tpcs/, vagy tcas nagyobb legyen, mint gtABC; azaz: S’ nem bonthatja fel az ABC A-et harom
egyenld teriiletd részre.

Kemény Gyérgy (all. Szent Istvan rg. VIL. o. Bp. XIV.)
Oroszhegyi Szabo Lajos (Kegyesrendi g. VIIL. o. Bp. IV.)

II1. Megoldas. Ha a BCS és ABS haromszogek teriilete egyenls, akkor, mivel BS-t k6z6s alapnak tekinthetjiik,
kell, hogy az ehhez tartoz6 magassagok is egyenl6k legyenek: AK = CL. Ebb6l azonban kovetkezik, hogy ha BS az
AC-t a Bi-ben metszi, ABiKACB;LA. Ugyanis K< = L< = 90°, tovabba az AK és CL befogokkal szembenfekvs

szogek, mint csticsszogek, egyenldk.
Ebbol kovetkezik: AB; = CB; azaz az S pont a BB; oldalfelezén (sulyvonalon) fekszik.



' )

Hasonl6 meggondolassal kovetkezik, hogy S az AA; ill. CC; oldalfelez6kon is rajta fekszik, tehat S a haromszog
silypontja.
Sebestyén Gyula (Fazekas Mihaly r. VIL. o. Debrecen).

IV. Megoldas. Legyen az S pont olyan tulajdonsagi, hogy

1
taBs =tBcs = tcas = gtABC-

Az ABS és ABC haromszogeknek kozos alapja AB; az els6nek magassaga SS., a masodiké C'D = m.. Minthogy

1 1 1
taBs = gtABC, kell, hogy SS.= EOD = gmc legyen.

1
Eszerint kell, hogy S az AB oldallal parhuzamos e egyenesen fekiidjék, melynek tavolsaga AB-t6l gmc

1
Hasonléan S a BC' oldallal parhuzamos f egyenesen is fekszik, melynek tavolsdga BC-t6l —m,,.

e és f egyenesek meghatarozzak az S pontot. Azt kell még kimutatnunk — és ez elegendd is — hogy AS és CS
silyvonalak.

Huizzuk meg az AS egyenest, mely BC-t az Ay, tovabba a C'S egyenest, mely AB-t a C7 pontban metszi.
Nyilvan

1 1
SAl = §AA1 és 501 = 5001
ill.
AS:SA1=2:1 és CS:5C;=2:1, azaz AS:SA; =CS:SC;.

Ebbdl kovetkezik, hogy ASCA ~ A1 S1CA, mert: az S csucsnal egyenld szogiik van és ezen szdget bezard oldalak
aranya egyenls. Kimondhatjuk tehat, hogy SA;C1< = SACK,
ill.

1
A101 || AC  és A101 = §AC

Ez azonban azt jelenti, hogy A; a BC, Cy az AB oldal felez6pontja: AA; és C'Cy stulyvonalak és igy S az ABCA

silypontja.
Kdddr Géza (Dobé Istvan r. VIL. o. Eger)

V. Megoldas. Derékszogl koordinatarendszeriink kezd&pontjat helyezziik abba az S pontba, amelyre nézve

(1) taps =tpcs =tcas ...

lyen egyenes kett van: azt kell venniink, mely az AB azon oldalan fekszik, amelyen a C' csics.
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Az A, B, C cstcsok a pozitiv forgas iranyaban kovetkeznek egymés utan, (z1,y1), (22, y2), (3, ys) koordinatakkal.
Igy az 1) feltétel

(2) T1Y2 — T2Y1 = T2Y3 — Y2X3 = T3Y1 — T1Y3- ..

alakban irhat6 és innen

(2a) (1 + 23)y2 = (y1 + y3)x2 . ..
ill.

(2b) (z2 +21)ys = (Y2 + y1)z3 . ..
vagy meég

(2¢) (3 + z2)y1 = (Y3 + y2)z1 ...

Mar most ezen Osszefiiggések azonosak a kovetkezskkel:

Y2 1t y2+ys

3a T+ To+ 1 = —+ + T AZAL — = ————— ...
(3a) (@1 + 22 +@3)y2 = (41 +y2 + ys) 22 Tz T+ 22+ 23
+ y2 +

(3b) (r1 + 22 +23)y3 = (y1 + Y2 + y3)T3 , B _hTh yg"'?

X3 xr1 + 22 + 23
Vi _1tyatys

3c 1 +x0+ 2 = + + X IR
(3¢) (@1 + @2 +@3)y1 = (y1 + 2 +y3) 21 1 T+ T2+ 23

A (3a), (3b), (3c) egyenletek azonban azt fejezik ki, hogy az SB, SC, SA egyenesek keresztiil mennek a haromszog
silypontjan, mert

T1+x2+x3 Y1 +yY2+Y3
3 ’ 3 '
a haromszog silypontjanak koordinatai. Tehat S pont a haromszog silypontja.

Jegyzet. A felsorolt megoldasokon kiviil még szamos dolgozat érkezett, kiilondsen a IV. megoldasra, amelyek nem
voltak figyelembe vehetSk. Ugyanis ezen dolgozatok éppen azt mell6zik, amit bizonyitanunk kell. Nem szabad egysze-

3
riden azt allitani, hogy mivel az S pontra nézve SS. = —m, s. i. t., ez az S pont nem lehet méas, mint a sulypont.
Ugyancsak nem voltak figyelembe vehet6k az analitikai médszerrel dolgozék koziil azok, amelyek a szoébanforgd
teriiletek egyenlségének felirdsa utan kijelentik, hogy az egyenletrendszer megoldasa

T1+T2t+x3 Y1+ Y2+Ys3
3 ’ 3 '

Valoban ezen megoldas sok és kényelmetlen szamitassal jarna. Ebbdl csak az a tanulsag, hogy keriiljiik az ilyen
eljarasokat. Helyesen jartak el azok, akik a koordinatarendszer kezd&pontjat a haromszog egyik csticsaba, az egyik
tengelyen pedig a haromszog egyik oldalat helyezték el.

1.

Legyen ,a” egy tetszdlegesen adott pozitiv egész szam. Bebizonyitando, hogy mindig van eqy és pedig csakis egy
pozitiv egész x, y szamokbol dllo (x, y) szampdr, amelyre
(+ty—1DE+y-2)

T+ 5 =a

I. Megoldas. Legyen

(1) x4+y—1=k, tehat z+y—2=k—-1...



és vizsgéljuk az adott a szdmnak a

k(k —1)

@) 5

alaki egész szamok sordhoz viszonyitott helyzetét
Két eset lehetséges: a vagy el6fordul ezen szamok sordban, vagy a szamsor két tagja kozott van.
Az els6 esetben a k poz. egész szam megallapithato tgy, hogy
(k+ 1)k (k+ 1Dk  Ek(k-1)

0a=-————, azaz T = — =k

2 2 2

és ekkor, mivel z +y — 1 = k, z = k mellett y = 1, tehat egyenletiinket a (k, 1) szampar kielégiti.
A masodik esetben k£ meghatarozhaté gy, hogy
k(k—1) (k+ 1)k
(3) — <a< g e
és ekkor

O<zx<k, ti z=a——=a«
azaz létezik egy © = a poz. egész szam ugy, hogy 1 < a <k,
és igy
y=k+1—a>0,

egyenletiinket tehat az (a, k 4+ 1 — «) szampér elégiti ki.
A két eset egybefoglaldsaval mondhatjuk: 1 < o < k.
Mar most azt kell kimutatnunk, hogy egyenletiinket t6bb pozitiv egész szamokbol all6 szAmpar nem elégitheti ki.

k(k—1 B
Nézziik tehat az a szamnak a 2) sorozat azon tagjaihoz vald helyzetét, melyek %—t megelﬁzik Igy
k(k—1 kE—1)(k—2
GZ%—I—CY:#;)—I—/C—I-FO(,

azaz most
r=k—14a>0;

azonban, mivel
z+y—1=k—-1,
y:k—;p:k—(k—l—i—&):l—ago,

tehat mar nem kapunk pozitiv y-t.
Altaldban, mivel

k(k—1 k—i)(k—i—1
a:%+o¢:( Z)(2 D b m D4 (=24t (k)
és 1<k,
azért i1
x:a—kik—? 0

Azonban most

tehét

(i 41
yz1+(k—i)—;v:1+(k—i)—a—ik+l(l_2|— ),

y:l—a—(i—l)(k—%><0.

'E sorozat tagjai: 0, 1,13, 6, 10, 15, 21, 28 ...
masodrendi szamtani haladvanyt alkotnak, az egymasutan kdvetkezs tagok kiilonbségei 1, 2, 3, 4, 5, ...els6rendi szdmtani haladvanyt.

k(k — 1)
2

!Ha azokat tekintjiik, amelyek utan kovetkeznek, akkor mar x < 0.



II. Megoldas. Ha be tudjuk bizonyitani, hogy a pozitiv egész =, y szamokbol (z, y) szampar Osszes lehet
valtozatainak megfelel6 rendezésével

(x+y—1)(x+y—2)

flz,y) =z +

kifejezés a pozitiv szdmsor Osszes egész szamait adja, 1-t6] kezd6dbleg, egyszer és csak egyszer, akkor bebizonyitottuk,
hogy mindig van egy és csakis egy pozitiv egész (x, y) szamokbol all6 (z, y, ) szampar, amely a kovetelménynek megfelel.
Legyen ugyanis x+y = ¢, allandd, akkor f(z, y) = a csak az z-t6l fiigg tgy, hogy amint x névekedik egy-egy egységgel,
ugy novekedik a is egy-egy egységgel. Tehat az (x, y) szampéar ama valtozataihoz, melyek az = + y = ¢ feltételnek
megfelelnek, a pozitiv egész szdmsor egymdsutdn kovetkezd tagjainak egy bizonyos része felel meg egyszer és csak
egyszerl}

Ha bebizonyitjuk, hogy az (z, y) szdmpar valtozatainak kovetkezs csoportjahoz, amelyre nézve x +y = c+ 1, a
pozitiv egész szamsornak az el6bbieket kozvetleniil kovetd csoportja felel meg, akkor belathatjuk, hogy ha az (z, y)
szampar valtozatait igy rendszerezve helyettesitjiik f(z, y) kifejezésbe, akkor valoban a pozitiv egész szamok teljes
sorat kapjuk, egymaéasutan, egyszer és csak egyszer, 1-t6l kezd6déleg. Ugyanis, ha z =1, y = 1, akkor a = 1.

Az x +y = c csoport utolsd szampérja az v = 1, 2, ...c — 1 sorrendben haladva (c — 1, 1). = > ¢ nem lehet, mert
akkor y < 0. A kovetkezd = + y = ¢ + 1 csoport els6 szamparja (1, ¢).

A (¢c—1,1) szmprral

—1)(e—2 2
f(x,y)zc—l—l—LQ(c), azaz alzczc.
Az (1, ¢) szampérral
(c—1) A —c

f(x,y)zl—i—cT azaz az =1+ 5

tehat

as =ay + 1.

Ldtjuk ebbdl, hogy az x + y = c csoport utolsé szdmpdrjdnak megfeleld egész szam a1 és az utdna kovetkezd egész
szdm, ag, tényleg a kévetkezd csoport elsé (x, y) szdmpdrjdhoz tartozd szdm.

Ezzel tehat allitasunkat bebizonyitottuk. Minthogy x + y = c oly egyenesnek egyenlete, mely a tengelyekrél c
darabot vag le, ezen egyenesek mentén fekiisznek az (z,y) szampéarokhoz tartozo a egész szamok. A kezds szém a = 1
az  +y = 2 egyenesen fekszik. Az x + y = c egyenesnek a tengelyeken fekvs pontjai mar nem hataroznak meg a
szamot.

Weisz Alfréd (Bolyai r. VIL. o. Bp. V.)

lEzen tagok szdma: ¢ — 1, mert, hax +y=rc,akkorx =1,2,...c—1



