1. Jelentsen K az aldbbiakban egy cstcspontnélkiili zart konvex sikgérbét. Tekintsiik a K-ba irhat6é legnagyobb
teriiletd haromszijgetﬂ Ez a haromszog legjobban kozeliti meg K teriiletét oly értelemben, hogy az eltérés K és a
haromszog teriilete kozott erre a legkisebb az Osszes K-ba irhaté haromszogek koziil.

Kérdés marmost, hogy ez a legjobban approximalé — vagy mint mondani szokds extrém — haromszog milyen
tulajdonsaggal bir?

Nem egyszeri feladat mindazon tulajdonsigot megadni, amelyek egyértelmiien meghatarozzak a haromszoget;
mésszoval: megadni a sziikséges és elégséges feltételét annak, hogy valamely K-ba irt haromszog maximalis teriilett
legyen. Konnyt ezzel szemben erre egy igen jellemzd, de pusztan sziikséges feltételt talalni, amelyet altalanosabb
alakban adunk meg:

A K-ba irhatd legnagyobb teriletd n-szég birmely csicspontjiban a K-hoz hizott érintd pirhuzamos a két szom-
szédos csucsponton dt fektetett szelGvel.

Tegyiik fel u. i., hogy valamely K-ba irt n-szog nem bir ezzel a tulajdonsaggal. Hagyjuk ekkor valtozatlanul az
n-szog n — 1 csicspontjat, az n-ediket azonban hozzuk a fent megjelolt helyzetbe. A sokszog teriilete ezzel nyilvan
novekedett.

Az alabbiakban hasonléan fogunk eljarni. Jellemezni fogjuk az extrém sokszoget bizonyos tulajdonsaggal. Nem
vizsgaljuk azonban, hogy valamely polygon, mely ilyen tulajdonsaggal bir, vajon extrém sokszog-e?

2. A K koré irhatd legkisebb teriiletd n-szog minden oldaldt a K-val valo érintési pontja felezi.

Ennek, valamint az ezt kovetd tételnek a bizonyitasanél felhasznalunk egy, az analizisben gyakran szerepls segéd-
tételt:

Legyenek p(z) és ¥(x) xo kornyezetében folytonos fiigguények. Ha most o(x)o < ¥ (xo), akkor megadhatd egy pozitiv
h szdm, 1gy, hogy p(x) < ¥(x), valahdnyszor |x — x| < h.
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1. dbra

Vegyiink ezutan tekintetbe egy polygont, melynek egyik AB oldalat az O érintési pont nem felezi: AO > OB. (1.
abra.) Valasszunk AO-on egy C pontot O-hoz oly kozel, hogy AC > CB. A C-bdl huzott érintének a szomszédos
oldallal ill. annak meghosszabbitasaval valo metszéspontja legyen A’ ill. B’. Mivel A’C ill. CB’ az OC tavolsaggal
folytonosan valtozik, valaszthatjuk segédtételiink alapjan C-t ugy, hogy A’C' > C B’ legyen. Ekkor azonban teriiletiiket
illetsleg: CBB' A < CAA’ A.

Ha tehat AB-t a tobbi oldal érintési pontjainak valtozatlanul hagyasa mellett A’ B’-vel helyettesitjiik, akkor az
igy el6allo sokszdg teriilete az eredetivel szemben csokken. U. i. az j sokszdg teriiletébsl CAA" A kiesik, ellenben
hozzajarul a CBB' A; a kiesés nagyobb, mint a novekedés.

2. dbra

LA széls6 érték exisztenciaja ebben az esetben — valamint a kdvetkez6kben — Weierstrassnak egy nevezetes tételébél folyik.



3. 1.-ben a K-ba, 2.-ben a K koré irt n-szogek koziil vizsgaltuk azt, melyre a polygon és K kozt 1évs teriilet
minimélis. Most a polygonra semmi kikdtést nem téve, fogjuk jellemezni azt az n-szdget, melyre ez a ,teriileti eltérés”
(2. dbran a vonalkazott sikrész teriilete) a lehets legkisebb.

A K-t terilet szempontjibdl legjobban megkézelité n-sz6g minden oldaldt sajdt felezépontja és K -val vald két met-
széspontja négy eqyenld részre osztja.

Konnyen belathato, hogy az extrém polygon K-t, tételiinknek megfelelGen, valoban kétszer metszi. Tegyiik tel pl.,
hogy valamelyik oldal teljes egészében K-n kiviil van. Ezt az oldalt a vele parhuzamos érintGvel helyettesitve, az eltérés
csOkken. Hasonléan csokkenthets az eltérés, ha valamely oldal végpontjaival egyiitt K belsejében van. Nézziik most
azt az esetet, amid6n valamely oldal egyik végpontja K-n kiviil, a masik K-n beliil van. Forgassuk el ezt az oldalt
K-val val6 metszéspontja koriil addig, amig a bels végpont K-ra nem ér. Az eltérés ezaltal ismét csokkent.

Az az eset azonban, melynél valamely oldal K-t érinti, vagy végpontja K-n van, hataresete annak, amelynél két
metszéspont van. Erre (lényegtelen modositassal) az alabbi bizonyitast alkalmazhatjuk.

3. dbra

Legyen tehat AB valamely n-szog egyik oldala, melyre — feltevésiinkkel ellentétben — pl. AC + DB < CD, hol C és
D AB-nek K-val val6 metszéspontjai. (3. abra.) Toljuk el ekkor AB-t magéval parhuzamosan h tavolsidggal A’ B’-be.
Az j metszéspontok legyenek C’, ill. D’. Mivel A’C’, C'D’, valamint D’B’ h-nak folytonos fiiggvénye, valaszthatom
h-t ugy, hogy h > 0, és A’C’' + D'B’ < C'D’. Ezért:

AC+DB+AC'+D'B'<CD+C'D'
tehat - __ .
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AC+ A'C h+DB+DB b < CD+C'D b
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Ha most az egyenesvonala trapézek helyett a megfelel6 vegyes vonald trapézek teriiletét vessziik, még inkabb all:

ACA'C' + DBB'D' < CDD'C".

Az eltolast alkalmas irdnyban végezve ACA'C’' + DBB'D’ a teriileti eltérés novekedését, CDD'C” a cskkenéset
jelenti. Ha tehat AC 4+ DB # CD, akkor az eltérés csokkenthetd.

4. dbra

Tegyiik fel marmost, hogy AC + DB = CD, de — a feltétellel ugyancsak ellentétben — pl. AC < DB (4. abra.).
Az eltérést ebben az esetben AB-nek alkalmasan valasztott O pontja koriili elforgatasaval kisebbithetjiik. Valasszuk
O-t AB-n tgy, hogy OA'AA = OB’BA. A K gorbe és a polygon kozotti eltérés ezaltal egyrészt ndvekszik, masrészt
csokken. Az elforgatast az abran megjeldlt irdnyban végezve, a novekedés: ODD’' + ACA'C'; a csdkkenés: OC'C +
DB'BD. A'B'-nek AB-hez elég kozel valo valasztasival az O pont tetszésszerinti kozel juthat AB felezési pontjahoz.
Valaszthatjuk tehat O-t gy, hogy OD < OC, s6t — ismét a folytonossigra hivatkozva — gy, hogy ODD’ < OC'C.
Ekkor azonban:

C'A'AC + ODD' < D'B'BD + 0CC’



ami éppen az eltérés kisebbedését jelenti. Az AC + DB = CD és AC = DB feltételek viszont a tételben kimondott
feltétellel ekvivalensek.

4. Nézziik ezutan a keriilet szempontjaboél legjobban approximalé polygonokat.

A K-ba irt legnagyobb keriletd n-szég barmelyik két szomszédos oldala kozil egyik a mdsikanak a szdgpontjukban
K-hoz huzott érintdre vonatkozo tikirképe.

5. dbra

Legyen u. i. A, B, C rendre valamely n-sz6g harom egymasutan kovetkezs csucspontja. (5. abra.) Vegyiik tekintetbe
azt az ellipszist, melynek fokuszai A és C, és amely K-t az AC iven érinti. Legyen az érintési pont B'. AB' és B'C
egymassal (az ellipszisre vonatkozo ismert tétel alapjan) a fent megjelolt viszonyban vannak. Feltéve, hogy B nincs
valamely érintési pontban (amikor is B az ellipszis bels6 pontja):

AB+ BC < AB' + B'C,

amivel allitasunkat igazoltuk.

5. Foglalkozzunk végiil a K kdré irhato legkisebb keriiletd n-széggel. Rajzoljuk meg az n-szég barmely oldaldhoz azt
az érintékort, mely K-n kivil fekszik és amely egyittal a két szomszédos oldal meghosszabbitdsdat is érinti. Az extrém
polygonndl ez a kor K-t érinti.

6. dbra

Vildgos mindenekel6tt, hogy az extrém polygon minden oldala érinti K-t. Ha azonban feltételiink valamely P
polygonra nincs kielégitve, akkor kénnyen szerkesztheté P-vel egyenld keriiletii polygon, melynek viszont nem minden
oldala érinti K-t, jeloljiik a tételben szerepld kornek az AB oldallal szomszédos oldalak meghosszabbitasaval valo érin-
tési pontjait C ill. D-vel (6. abra). Ezen oldalak K-val valo E és F érintési pontjait valtozatlanul hagyva, helyettesitjik
AB-t a kérnek oly A’'B’ érint6jével, mely K-t nem érinti. Nyilvanvalo, hogy ezaltal a polygon keriilete nem véltozott,
mert

EFA+AB+BF =EA'+ A'B’ + B'F;

u. i. az egyenléség mindkét oldala = EC + DF.

Ismételjiik, hogy az itt targyalt feltételek nem elegenddk az extrém polygonok meghatarozasara. Erdekes probléma
azonban annak eldontése, hogy e feltételek milyen specidlis esetben definidljak egyértelmtien az extrém sokszoget és
hogy ebben az esetben az ,eltérést” a bizonyitasban leirt médon allandéan csokkentve, az igy elGalldé polygonsorozat
konvergél-e? Ezaltal lehetséges volna u. i. az extrém polygont tetszés szerinti pontossaggal megszerkeszteni.
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