A Winkler-féle sz6gharmadolasi médszerrsl[]
I. Sz6gtavolsagok Osszefiiggése.

1°. Szogtdvolsignak fogjuk nevezni egy szog szarai kozé huzott koriv hurjat. Minden szogtavolsag merdleges a szog
felezGjére.

1. dbra

— AB
Rajzoljunk a tetszéleges a sz6g O1 csicsabol a szarak kozé a sugarral AB ivet (1. 1. dbra), majd a b > S sugarral

CD ivet. Ezek utén a@ iv 0 felezdpontjabol ugyancsak b sugdrral meghtuzzuk az o szdg szérai kozé az EG ivet.
Erre az fvre az eldbbi AB és C'D szogtavolsagok egymasutan pontosan ramérhetsk: EF = CD és FG = AB.
Ugyanis, ha O1A = a és O;C = OF = b, akkor

(1) E=2asin% és ﬁz?bsin%...
Legyen O1 EO< = 01GO« = ¢, akkor az O1 EOG deltoid O-nél levs szoge: 360° — (a+ 2¢) és igy FOG< = a+ 2¢.
Jeloljiik F-fel az EG iv azon pontjat, melyre

(1a) EF:CD:Qbsin%...

ekkor EOF AZC0,D A és igy FEOF< = «, miért is FOG< = 2¢ és igy:
(1b) FG = 2bsine. ..
Amde az OEO; A-bél a sinustélellel:

. .« . . a . o
a:b:sme:smg; mnen sma:zsm—

2
és 1b)-bol:

(1c) FG=2asin%:AB....

Q. e d
2°. Ha b = a (l. 2. 4bra), akkor a CD iv egybeesik AB-vel 6s igy az EG ivre az AD szogtavolsag most pontosan
kétszer mérhetd fol: EF = FG = AB. -
Osszuk az EG ivet a H, F, I pontokkal négy egyenls részre. Az O1H = O, sugarral hizott KL ivre az AB
szogtavolsag szintén kétszer mérhetd f6l: KS = SL = AB.

2. dbra

I'Dr. Winkler Béla (1900-1935.) koran elhunyt kivalé biintetGjogasz, jogbdlcsész és filozofus szakird, aki matematikaval és természettu-
domanyokkal is behatoan foglalkozott.



Ugyanis most

(2) E:W:F—(;zzasm%,...

és a HOO, egyenl6szaru haromszogh6l, mivel 010 = OH = a és HO,0< = O, HO< = %, azért
(2a) Ol—H:2acos%:O—1[:OlK:m...

Most méar

(2b) K—Szﬁzz()l—K-sm%:4asin%cos%:2asmgzﬁ.

Gl N 3. dbra

3°. Az AB iv O felez6pontjabol (1. 3. abra) most az elébbi O; K = O L sugarral hiizzunk az o sz0g szérai kozé
MN ivet. Erre az 1°. pont szerint a KL ¢és AB szogtavolsdgok egymasutan pontosan felmérhetsk. MQ = KL és
QN = AB. Viszont az MQ = KL ivre az AB szdgtavolsag kétszer mérhets ra: MR = RQ = AB és igy az M N ivre
végiil is haromszor mérhets f6] AB. Az MON <-et az OR, OQ sugarak ilyenforman 3 egyenld részre osztjak, de az
eredeti MO N< = a szoget az O1 R, O1Q sugarak nem.

II. Az egyenes sz6g (180°) harmadolasa.

4°, Legyen adva egy k kor O kozépponttal (1. 4. bra). Szerkessziikk meg a vele koncentrikus k; kort agy, hogy a k;
korbe irhato szabalyos hirharomszog oldala az eredetileg megadott k kor sugaraval legyen egyenl6:

AB=0ON =r.
(3) AB = 0AV3, azért r=rV3, ill. r =

-

4. dbra

A k; kor pontosan is megszerkeszthets, mi azonban egy kozelits szerkesztést fogunk alkalmazni, mely azutan
barmely sz0g harmadolasanal is felhasznalhaténak fog bizonyulni.

Vegyiik korzébe a k korbe irt szabalyos nyolcszog NL oldalat (1. 5. 4bra) és az ON sugar F felezépontjabol e
korzényilassal messiik el a r4 mer6leges sugarat. Az igy kapott P pont a keresett k; kor keriiletén van. E médszer
azonban nem pontos, hanem a k;-nél kissé nagyobb sugaru kort ad.

5. dbra



— 1— cos45°
(4) NI = ag = 2rsin22°30 = 2ry/ % — 9

és igy
_ __ 2 2 7
(4a) OPZ\/PFQ—T—:\/T2(2—\/§)—T—:7° - —V2...
4 4 4
Az OP =~ r; allitas tehat egyértelmi azzal az allitassal, hogy
7 1 7T 1 17
(4b) Z—\/iwg, AZAZ \/iwz—g—ﬁ—l,él:lG

ami a V2 = 1,4142. .. értékhez képest 0,0024-nyi hibat jelent (0,17%-os hiba). Veégiil is
(4c) OP =1y -1,00346. ..

vagyis szerkesztésiink valoban a k;-nél kissé nagyobb sugarta kort ad.

5°. Huzzuk meg most mar (1. 6. 4bra) a k kor M N atmérdjét, valamint a k; kornek erre merdleges Oy P atmérdjét
és a ki korbe irt szabalyos ABP, O1DE héaromszdgek tobbi oldalait. Mivel MO = AB = ON és MO || AB || ON,
azért az ABOM, ABNO négyszogek parallelogrammak. Tovabba, mint a k; korbe irt szabélyos hatszog oldalai:
A0, = OB = BO = OA és igy az AO, BO négyszdg rombusz, melyben AO; B< = AOB< = 120°. A 180°-0s MON<
és a 120°-0s M O1 N< ugyanolyan viszonyban vannak, mint a 3. d&brabeli MON< és MO, N <. Utobbi szdg szarai kozé
itt is huzzuk meg Op kézéppontbol az O ponton atmens AB ivet és a D, E pontokon atmend KL ivet. Ha a K kor
sugara: r, akkor az I. rész fejtegetései szerint az egyes ivekre a kov. szogtavolsagok mérhetsk fol:

az ZE ivre: AB =,
a kq kor APB ivére: AP +PB =2,
al/(zivre:K—G—l-ﬁ:%,
ésakkbrmivére:M—R+R_Q+Q—N:3r.

Az MN ivet harmadol6 R, Q) pontok O-val egyiitt szabalyos haromszoget alkotnak, mely az Oy DE A-bdl keletkezik,
ha ezt az 0,0 translationak vetjiik ala. Ennélfogva az ORQ A kozéppontja a P pont és igy OP = PR = PQ.
(Megjegyzends, hogy ez a 3. abrabeli ORQ A-re is vonatkozik, mely az O1 HI A translatiojabol keletkezik és igy ott
is OP = PR = PQ).

Ezek figyelembevételével a 180°-os MON< harmadoldsara, vagyis az R, Q pontok megszerkesztésére két eljarast
is nyertiink: az M ON< szarai kbzé meghtuizzuk a k kor M N ivét, majd az MON < felez6jén a 4°. pontban ismertetett
modszerrel megkeressiik a k; kort megado P pontot.

Ezek utén az egyik eljarés abban éll, hogy az O ponton tul meghosszabbitott szogfelezdre ramerjiik az 0,0 =0P
tévolségot és az MO N< szdrai koze 010 sugarral az AB ivet rajzoljuk. Ekkor az AB szbgtavolsag éppen haromszor
mérhetd ra az M N ivre: MR = RQ = QN = AB. -

A masik eljaras a kovetkezd: P pontba beszirva a korzét, OP sugérral elmetssziik az M N ivet: igy éppen az R, Q
pontokat kapjuk.

ITI. A szogharmadolas harom modszere.

6°. A 180°-0s szog harmadolasanak iménti végrehajtasa kiterjesztheté minden mas szogre is. Igy a szogharmadolas
harom modszerét kapjuk.



Az els6 modszer szerint (1. 7. dbra) az « szog szarai kozé huzott MN ivet négy egyenld részre osztjuk, azutan az
N L, negyedivtavolsagot korzébe vessziik és az ON sugéar F felezépontjabol e korzényilassal elmetssziik a szogfelezét P
pontban (a két metszéspont koziil az M N ivhez kozelebb fekvot vessziik). Meghosszabbitva O ponton til a szogfelezst
és ramérve az 010 = OP tévolsagot, az MO N< szérai kozé most is meghizzuk 010 sugérral az AB ivet. Az AB
szogtavolsag az M N ivre haromszor mérhets fol: MR = RQ = QN = AB. Az MOR< = w szdg tehat kozelitéleg

«
§—mal egyenls. (Ez a szerkesztés mintegy megforditottja a 3. abran lathaté szerkesztésnek és annak pontossaga itt

csak azért tinik el, mert az O10 tavolsag itt adott megszerkesztése nem pontos, mint ahogy ez a tavolsag korzdvel és
vonalzoval pontosan nem is szerkeszthet$ meg.)

S — — 1
Egyszeriiség kedvéért legyen OM = ON = 1, tehat OF = 5 A negyedivtavolsag:

(5) W:%m%:FP...

Legyen OPF < = ¢, ekkor az OF P A-ben a sinustétellel:

L«
1 sin —
(5a) SinEZSin%=§:2sin%; innen sins:—. 2@,_,
4sin —
8
Mivel pedig
(50) Sin%=2sin%cos%=4sin%cos%cos%...

azért 5a)-bol:

(5¢) sinszcos%cos%...
Ezekutan
(5d) W:ﬁ:sin(%—l—s):sin%...

(A P pont mésik lehetséges helyzetében ¢ helyett 180° — e volna frandé). Most méar az 5d)-bél, figyelembevéve F'P-nek
5) alatti értékét és az 5a) Osszefliggést:

2 . a . a . a a a
Smgsm §+€ s §+E sin5c0s5+cos§sina

W: = =
e 2sine 2sine ’
sin —
2
ill. 5b) és 5¢) alapjan:
tsin S cos Feos & 4 cos S eos Leos
L sin — cos —cos —cos & + €os —Cos — Cos — 1
(5e) OP = 8 8 4 2 4 8 _94inZcoset cos— ...

9 « « 8 2 2
cos ZCOS 3

Tisztan az a-val kifejezve pedig:

_ 1
(6) OP—2sin%\/1—cos2%cos?%+icos% =0:0=0/A=0:B...



Az OO1N A-bé6l a cosinustétellel:

01N2 = 0102 +1—2010 - cos (1800 - %) = 4 sin? % (1 — cos? 1 COS2 3) +

1
+2cos%sin%\/1 —COSQ%COSQ%—F ZCOSQ%—F

+1+4cos%sin%\/1—cos2%cos2%+cos2% =

1
= 4 sin? % — Zsin2%+6cos%sin%\/1 —COSQ%COS2 %—i—

1 1
+Zcos2%+1+cos2%:1+Zcosa+cos2%+

(6a) —|—4Sin2%+6COS%Sin%\/1—COS2%COSQ%

Most mar az MO10< = O01 N< = ¢ szog kiszadmithatod a sinustétellel:

.«
S —

oN

6b sind : sin (180° — %) =1: O1N, tehat sind =
2

Az AB szbgtavolsag:

0,0 sing =MR...

6 AB =201A-sind = 2—
(6¢) 1A - sin TN g

A keresett MOR< = w szogre tehat felirhatjuk, hogy

} Q
V) 72 010 -sin —
(6d) singzﬂﬁ:MR: 1_ 2 .,
2 20M 2 O1N

ill. 6) és 6a) alapjan:

2Singsing\/1—COSQECOSQE—l—lSina
(7) sin = — 2" 8 1 871

2 14 S cosar+cos? &4 4sin? & 4 6 cos 2 a\/1 2% cos2 2
1 COS «x COS 2 Sln 3 COS 5 sin 3 COS 4 COS 3

E képlet az w ~ % szOget, mint « fiiggvényét szolgaltatja. Ertéktablazatabol (1. alabb) kideriil, hogy e szerkesztéssel
csak az els§ 3 negyed-beli szogek kozelité harmadolasa végezhetd el, a 4-ik negyedben mar igen nagy az eltérés.
Minthogy o = 210°-nal w > %, de mar o = 240°-nal w < %, azert kell lennie egy olyan 210° < z < 240° értéknek,

melyre w = % Az x sz0g kozelit6 értéke linedris interpoldcidval meg is allapithato. Az w = f(a) fiiggvény gorbéjének
e szakaszat ugyanis egyenesnek véve, felirhaté a kov. aranylat:
(7a) (x —210°) : (240° — z) = (70°8"14" — 70°) : (80° — 79°49'52"), melybsl z = 223°26'54"
Ez tehat kozelitSleg az o szdg, melynek harmadrészét szerkesztéstink pontosan adja meg.
Ha mar most egy 4-ik negyedben levé a szOget akarunk harmadolni, akkor vagy a 360° —« hegyes szoget harmadoljuk

és harmadrészét kivonjuk S = = 120-bdl, vagy pedig ——t harmadoljuk és a kapott szoget kétszer vessaziik.

7°. A 180°-0s szog harmadolasanal talalt masik eljaras is eredményre vezet: az el6bb leirt médon megkeressiik a
szogfelezén a P pontot, majd ide beszirva a korzét, OP sugarral elmetssziik az MN ivet (1. 7. abra). Az igy kapott
R, Q) pontok az MN ivet kozelitGleg ismét harom egyenls részre osztjak.

Most tehat az OPQ A egyenl@szara; oldalainak hosszusaga 6) szerint:

50 -1 0P —P0 =912 /1 —eos2 @ eo2 @ 1 &
(8) 0oQ =1, OP=PQ 2s1n8\/1 cos® - cos 8+2COS2...

A POQ« = g szogre felirhatjuk tehéat:

oQ 1
oP 20P

®
8 r =
(8a) cos2



ill.
1

(9) cos 2 =

2 A a\/l y 2a+ o
s1n8 cos 4cos 3 cos2

E képlet az ROQ< = ¢ =~ % szoget adja meg o fiiggvényeként. Ertéktablazatabol (1. alabb) kideriil, hogy ez a
szerkesztés is csak az els6 3 negyed-beli szogekre alkalmazhaté kozvetleniil. Kozelitése e negyedekben rosszabb, mint
az els6 szerkesztésé, a 4-ik negyedben azonban nem ad olyan nagy eltéréseket, mint az. Ismét 210°, és 240° kozott
talaljuk meg ezt a szoget, melynek szerkesztésiink pontosan szolgaltatja a harmadrészét. A szamitas eredménye most
226°45'7".

— —~ MN
8°. Legyen az M N iv felezGpontja: S (1. 7. dbra). Ha QN = , akkor:

— MN MN MN SN
(10) SO=—— - ===

vagyis a () pont megszerkesztésével az SN ivet és az SO<-et is harmadoltuk. E felfogasban tehét a szogharmadolas a
kévetkezGképpen végzendd (1. 8. dbra):

Az o szog szarai kozé hizott MN ivet felezziik, azutdn az NI félivtavolsagot korzobe vessziik és az ON sugér
F' felez6pontjabol e korzdnyilassal elmetssziik a sz6g masik szarat a P pontban. (Ismét az M N ivhez kozelebb es6
metszéspontot valasztjuk). Most e P pontba sztrjuk a korzét és az OP sugarral elmetssziik az MN ivet: igy az iviinket
harmadol6é R pontot kapjuk.

g F & 8. dbra

Az OPR egyenl6szara haromszog oldalai most:

— - 1
(11) OR =1, OP—PR—2sin%\/1—cos2%c082%+§cosoz,...

t. i. e szerkesztés ugy foghato fel, mintha az el6bbi szerkesztést hajtottuk volna végre, de 2 nagysaga szogon, tehéat
8)-ban « helyett 2« irand6. A POR< = v szogre felirhatjuk tehat:

OR 1
].]. _ == T
(11a) CSV= 358 ~ 50P
ill.
(12) cos = !

Asi ! \/ . X
sin {/1 = cos? S cos? + cosa
Ay~ % szognek, mint « fliggvényének értéktablazatabol kideriil, hogy e harmadik mo6dszer kb. 135°-ig hasznélhato,

ezenttl egyre rosszabb kozelitést ad. Most 113°22'33", az el6bbi szog fele az a szdg, melynek harmadrészét e szerkesztés
pontosan adja.
Ertéktablazataink a kovetkezdk:
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* A 4-ik negyedben w rohamosan esik. Kozbiils értékek: 345°-nal w = 79°9'40”; 357°-nal w = 8°18'22".
** A o) sz0g kb, o = 135°-ig hasznéalhato; itt ¢ = 44°24'13".

Mint lathato, tehat mindharom szerkesztés csak kozelité és mindhdromnak més a kozelitési mértéke.
Ujpest, 1937. februar hé 6-an.
Dr. Elek Tibor



