2219. Hany olyan n jegyi szam van, melyek csupan az 1,2,3 szamjegyeket tartalmazzak de e harom szamjegy
mindegyikét legaldbb egyszer?

Megoldas. Az 1, 2, 3 szamjegyekbdl alakithatd n-jegyl szamokat az 1, 2, 3 elemekbdl ismétléssel képezett n-ed
osztalyd variacié csoportok adjak, amelyeknek szdma

V.9 (n) = 3.

Ezek kozott csupan egyféle elemet tartalmazo csoport (11...1,22...2,33...3) Osszesen 3 van. Olyan csoport, amely
pl. csakis az 1, 2 elemeket tartalmazza, de e ketté mindegyikét legalabb egyszer, Osszesen

2" —2

van, mert 2" az 1, 2 elemekbdl ismétléssel alakitott variaciok szama, amelyben tehat a 11...1,22...2 csoportok is
bennfoglaltatnak.
A feladatunkat kielégité szamok szama tehat

3"—3-(2"-2)-3=3(3""-2n+1).

2220. Bebizonyitandé, hogy barmely pozitiv egész szamot jelent is n
5" 42.37 14 q
mindenkor oszthat6 8-cal.

Elsé megoldds. 1. Ha n = 1, akkor
54+42-3"+1=38

oszthato 8-cal.
2.4-5+4-3% =24 oszthato 8-cal, tehat

(5+2-3°4+1)+(4-5+4-3)=5"+2-3+1

is oszthato 8-cal.
3. Ezt az okoskodast folytatva

(5°+2-3+1)+(4-5*+4-3) =5°+2-3*+1

szintén oszthato 8-cal.
4. Az indukci6 teljessége kedvéért tegyiik fol, hogy 5" + 2 - 377! 4+ 1 oszthat6 8-cal. akkor mivel a

4-5"+4-3" 1 =4(5"+3"7")

kifejezés értékében a zarojelben két paratlan szam Osszege, vagyis paros szam all. azért 4 - 5" + 4 - 3"~ oszthato
4 -2 = 8-cal és igy
(5" 4+2-3"" 4+ 1)+ (45" +4-3"1) =51 +2.3" 41

szintén oszthato 8-cal. Ha tehat a tétel igaz n-re, akkor igaz (n + 1)-re is; amde n = 1, 2-re igaz volt, tehat helyes
marad n = 3-ra, ebbdl ismét n = 4-re is és altaldban n-nek minden pozitiv egész szdmu értékére.

(Engel Sindor, Budapest.)
Masodik megoldas.

5= (mod 8) 3=3 (mod 8)

52=25=1 (mod 8)
53=5 (mod 8)
57=25=1 (mod 8)
52" =1 (mod 8)
52t =5 (mod 8)

1°. Ha tehat n = 2m, akkor

57 +2.3""1141=1+2.31=8=0

32=9=1 (mod 8)
32=9=1 (mod 8)
3*=3 (mod 8)
32" =1 (mod 8)
32t =3 (mod 8)

(mod 8).



2°. Ha pedig n = 2m + 1, akkor
5" 4+2.3" 14 1=5+2-1+1=8=0( (mod 8).

(Foldy Zoltin, Budapest.)

Harmadik megoldds.
P23 1 =44+ 1) 24 - 1) L

A (44 1)" hatvanyozast elvégezve a binominalis-tétel segitségével, az elsé (n — 1) tag mindegyike oszthaté 4% = 16-
tal, tehét

(4+1)"=16-A4+n-4+1
és hasonloképp
(4-1)"" =4 B+ (-1,
tehat

5"4+2-3" 41 =164+4n+1+8B+2-(-1)" ' +1=
=8-C+dn+2-(-1)""" 42

a) Ha n paratlan, akkor (n & 1) paros, tehat

An4+2-(-)" ' 42=dn+2+2=4(n+1)
szintén oszthato 8-cal,

b) ha pedig n paros, akkor (n — 1) paratlan, tehat

An+2- (=)t 42=4n
ismét oszthato 8-cal.

(Klein Pdl, Budapest.)

Negyedik megoldds.
57 42-3" 1= 4+ 1) 22+ 1) 1
Amde

(441> =16- A+4n+1,
24+1)" '=4.-B+2(n—1)+1,

tehat

5"+2-3" 1 +1=16A+8B+4n+4(n—1)+1+2+1=
=16A+8B+8n=8-C.

(Oszvald Ferenc, Budapest.)
Otodik megoldds.
5" 4+2.3" 14 1=5.-(8-3)"""+2.3""1 41
Amde
(8 _ 3)7171 — 8 . A + (_1)77,71 . 377,71,
tehat
N=5"+4+2.3""141=8. A"+ (-1)""".5.3""14+2.3""1 41,

a) Ha n paratlan, tehat n — 1 paros, akkor

N=8A+5-3""14+2.3"1 4 1=8-A+7-3"1+1=
=8A"+(8—-1)-3"""4+1=84"+8-3"""— (3" —1).

Feltételiink szerint n — 1 = 2m, tehat

37l 1=9" - 1=8+1)"-1=8B+1-1=8B



és igy
N=8A"+8-3""!+8B.

b) Ha n péaros, tehat n — 1 paratlan, akkor
N=8A-5-3""14+2.3"1 4+ 1=84"-3"+1=84"— (3" - 1).
Feltételiink szerint n = 2m, tehat
3"-1=9"-1=8+1)"-1=8B+1-1
és igy
N =8A" - 8B.
(Okolicsdnyi Ferenc, Budapest.)

Hatodik megoldds. Legyen
Sp=5F+2.3"1 +1.

akkor S; = 8, Sy = 4-8,... oszthatok 8-cal. Tegyiik fel, hogy Sj is oszthatd 8-cal és vizsgaljuk meg, hogy Si41 is
oszthato-e 8-cal?
Sppr=5""+2.3F r1=(4+1)5"+2-3.3" 14 1=
=58 4+2.3 1 14 4(5% +3571).
Amde a zarojelben allo két paratlan szam Osszege paros, tehat 4(5]“ + 3k_1) oszthato 4 - 2 = 8-cal és igy Sk41 is
oszthato 8-cal, stb.
(Radd Tibor, Budapest.)

Hetedik megoldds. Segédtétel:
"= (z—1)[(z—1)-E+n]+1,

ahol z, n és F egész szamokat jelentenek.

Bizonyitds.
2" —1= (x—1)(3:"_1+x"_2—|—...—|—:1:2—|—:1:—|—1) =
— (:z;—l)[(:z;"*l )4+ (@ =1)+...+ (a:2—1)—|—(:1:—1)—|—n]
Amde 2" ' =1, 2" 2 —1, ..., 22 — 1, 2 — 1 mindegyike oszthat6 (z — 1)-gyel, tehat
g —1=(x—-1)[(x—1) - E+n],
vagyis

" = (x—l)[(x—l)E—i—n} + 1.
Segédtételiink szerint
5"=4-(4-E14+n)+1=16-FE; +4n+ 1,
2:3"1=2{2-(2-Ex+n—1)+1} =8Fy +4n — 2,
tehat
5"+2-3""' +1=16F; +8F, + 8n.
(Stogkovits Ivin, Budapest.)

2221. Bebizonyitandd, hogy egy négyszog atloi akkor és csak akkor merdlegesek egymasra, ha két szemben fekvs
oldal négyzetének Gsszege egyenld a masik két oldal négyzetének Gsszegével.

Megoldas. Jeloljiikk a négyszog cstcsait A, B, C, D-vel és legyenek az oldalak rendre AB = a, BC = b, CD = c,
DA = d. Jeloljiik tovabba az AC is BD atlok metszéspontjat O-val és az AOB<-t ¢ -vel.
1°. Ha AC 1 BD, akkor

AB° = 40" +BO°, CD =CO +DO’,
BC'=BO +C0O°, DA =DO +40°,
tehat csakugyan
—_2 — 2 ——2 —2 — 2 —2 —2 — 2
AB +CD = A0 +BO +CO +DO = BC +DA".



2°. Ha viszont a? 4 ¢? = b% + d?, akkor az AOB, BOC, . .. haromszogekbdl a cosinus-tétel szerint

2 =A0"+BO —2.

AO - BO - cos o,
b2:m2+m2—2-m-m-coscp,
022%24-@2—}—2-%-@-608@,
d2:D—O2+E2+2~D—O-E-cosgp,

tehat feltételiink szerint

—2(A -BO + O-m)coscp:%%-c

+DO-A )-cosgo,

Q

vagy meég L

(AO-BO+CO -DO + BO-CO+ DO - AO) - cosp = 0

Amde a zardjelben csupan pozitiv szamok Gsszege all, tehét
AO-BO+CO-DO+ BO-CO+DO-AO #0

és igy az egyediil lehetséges eset. Hogy
cosp =0, vagyis ¢ = g ésigy AC L BD.

(Popper Aladdr, Budapest.)



