A geometria terén a legtermékenyebb korszak Descartes munkalkodaséaval, vagyis az analitikai modszer megalko-
taséval veszi kezdetét. Ez tette lehetségessé hogy a geometria felhasznalhatta az infinitesimalis szamitas eredmeényeit,
viszont a maga szemlélhet&ségével ezt a tudomanyéigat segitvén &t a kezdet nehézségein. Innét kezdve geometria és
analysis szorosan egymas mellett haladtak elére, mindaddig, mig az izmosabb és életrevalobb analysis az 0sszes érdek-
16dést majdnem kizarolag a maga részére foglalta le, s a szerényebb eszkozokkel dolgozd geometriat teljesen hattérbe
nem szoritotta. Abel, Jacabi, Lagrange, Cauchy idejében a geometria valoban csak tiirelmes kisérleti objektum volt,
mely kénytelen-kelletlen ttirte, hogy az analysis moddszereit rajta keresztiil probaljak, s akkor sem volt szabad til-
takoznia, ha ezek a modszerek természetének sajatossagaval éppenséggel nem allottak osszhangzasban. Igy aztan a
geometridban is az analysis valt uralkod6va, s a rengeteg szamitasok kozepette a geometriai mag valésaggal elttinni
latszott.

Ez a koriilmény a geometria néhany hivatott mivelsjét, kik kozott kiilonésen Monge, Chasles, Poncelet, Moebius,
Steiner és von Staudt emlitenddk elsé sorban, arra késztette, hogy a geometriat az analytikai ballasttél megszabaditséak,
més szdval: geometriai modszereket teremtsenek, melyek a targy természetébdl folyvan, ahhoz szorosan alkalmazkod-
janak, s a kutatas szamara 1j irdnyokat mutassanak. Ezek a torekvések teljes sikerrel jartak. Az abrézol6 geometria
altalaban, kiilonésen pedig a centrdlis proiectio a geometriai rokonsagok (affinitas, proiectivitas, reciprocitas stb.) vizs-
galatara vezetett, s a homogen coordinaték segitségével ezen tulajdonsigok analytikailag is megkozelithetGkké valtak.
Steiner teljesen fliggetleniteni akarta a geometriat az analytikus modszerektdl, hires kortarsa von Staudt, pedig a
metrikus viszonylatokat is mell6zendéknek tartotta, s kizarélag a proiectiv tulajdonsagok kutataséra szoritkozott.

Ezzel beallott volna a geometria és az analysis kozott a tokéletes szakités, és innét kezdve mindkét tudomanyszak
tisztdn a maga utjain a sajat céljai felé haladt volna.

Voltak azonban kozos teriiletek, amelyeken talalkozniok és egyiitt mikddniok kellett. Ha nem szamitjuk a csillaga-
szat, a fizika, a geodaesia és szdmos egyéb tudomany mathematikai sziikségleteit, akkor az elemi mathematikira kell
hivatkoznunk, melynek az a hivatésa, hogy a mathematika szdméra hivatott mdvelSket neveljen, mert a mathemati-
kusra csak részben &ll az, amit a koltSkrsl mondanak. A mathesisre nemcsak sziiletni, de neveldni is kell.

Az elemi mathesis terén a két irdny még ridegebben szétvalt egymastol, és nem is igen torekedtek arra, hogy a
mathesis zsenge mivel6i ne vegyék észre, hogy sziileik tulajdonképpen elvalva élnek. Ezek a viszonyok részben még
ma is fennallanak, mit f6ként az iskoldk szaméara késziilt tantervek, s az azok alapjan all6 tankonyvirodalomnak
tulajdonithatni. Ez az allapot is egészségtelen, s a legkevésbé sem természetes.

A mult szazad 40-es éveiben egymastol fliggetleniil egyszerre harman léptek {6l a geometriai calculus modszerével,
célul ttzvén ki azt, hogy a mathesis két dga egyesittessék, anélkiil, hogy akar az egyik, akidr a masik természetének
meg nem felel6 médon targyaltassék.

A német Grassmann 1844-ben adta ki "Lineale Ausdehnungslehre"” cimi alapvets mivét, melyben az algebrat és
geometriat kozos alapon targyalja, s a mathesist az elemi fokon egységesiti.

Az angol W. R. Hamilton 1853-ban lépett fol "Lectures on quaternions” cimi miivével, s egy minden izében kész
rendszerrel lepte meg a tudoményos vilagot.

Mindkett6t megelGzte az olasz Bellavitis, aki 1833-t6l 1837-ig teljesen kifejtette az aequipollentidk elméletét.

Mindezek a geometriai calculusok lényegiiket illetSleg azonosak, koztiik csupan formaélis kiilonbségek allapitha-
tok meg. A tudomanyos vilag el6liik kozos értelemmel elzarkozott, veliik szemben visszautasitolag viselkedett, s igy
viselkedik még most is. Egyediil Hamilton moéodszerének vannak miivel6i, mert 6§ a mathesist csupan a modszer meg-
allapitasara hasznalta, s midén ezzel elkésziilt, azt rogton a fizikara alkalmazta. Hires honfitarsai, Tait, Mazwell, Lord
Kelvin e tekintetben buzgoén kovetik, igyannyira, hogy miveiket a quaternidk ismerete nélkiil nem is lehet teljesen
nyomon kévetni.

Ez a visszautasitas kizarolag kényelmi szempontokra vezethets vissza. Ezt legjobban Gauss szavaival lehel igazolni,
ki a geometriai calculusokrol illetékesen itélkezett. Mikor Moebius barycentrikus calculuséat elolvasta, a kdvetkezdSket
irta (1843-ban) baratjanak Schulmachernek:

" Minden geometriai calculussal ugy allunk, hogy azok semmi olyasmire nem képesek, amire nélkiilok képesek ne
volnank; el6nyiik azonban, hogy ha egy ilyen geometriai calculus sokszor jelentkez& sziikségletek legbelss lényegével
megegyezl, akkor az, aki benne teljesen otthonossa valt, a langésznek ontudatlan inspiratioit melyeket kierGszakolni
végtére is lehetetlen a koriikbe ill§ feladatok megoldasanal nélkiilozheti, s6t olyan bonyolédott esetekben is majdnem
gépiesen megoldhatja a feladatot, amikor kiilonben a langész sem boldogul inspiratio nélkiil".

Ebben kétségtelenné van téve a geometriai calculusok létjogosultsaga. De hivatkozhatunk arra is, hogy ezek a
kutatast minden irdnyban éppen tgy megkonnyitik, mint a logarithmusok alkalmazasa a numerikus szamitasokat.
Err6l az alabb kovetkezSkben eléggé meggy6z&dhetiink.

Legkozelebbi célom a K. M. L. olvaséit az Osszes geometriai calculusok egy kozos és alapvetd fejezetével, a vectorgeo-
metridval megismertetni. Aki fejtegetéseimet figyelemmel kiséri, konnyd szerrel oly modszerben valik jaratossa, melyet
a targyalt feladatok keretén tul is haszonnal alkalmazhat. Fejtegetéseimben kiilonosen Lauisant miivére (Introduction
la méthode des quaternions, Paris 1881. Gauthier-Villars) fogok tamaszkodni azt egyben-masban egyéb forrasokbol
meritett részletekkel egészitvén ki. Hogy munkidm haszonnal jarjon, arra fogok torekedni, hogy a targy megértését
lehet6Sleg megkonnyitsem. Ezért néhol terjedelmesebb lesz a targyalas, mint az okvetleniil sziikséges; de hiszen e sorok
nem iskolazott, hanem iskolaz6é mathematikusoknak szélanak.

1. Ertelmezések és jelolések. A pont egyenes vonalla elmozdulasat vector-ral jellemezhetni. Ha A a pont kezdetleges,



B pedig végso helyzete, akkor az AB vector azon vonaldarab, mely irany, nagysag és értelem tekintetében meghatarozza
a pont elmozdulésat.

Ha a vectort két betivel jeloljiik, akkor elsé helyre a kezdetpont betdjét irjuk. Ily médon a vector értelmét illetSleg
kétség nem foroghat felnn.

Ha a pont az els6 elmozdulés utdn ugyanazon irdnyban és értelemben ugyanannyival tovabb mozog, akkor azt
mondhatjuk, hogy BC = AB.

Itt az egyenldségi jel tobbet fejez ki, mint kiilonben kifejezni szokott; mert a vector hosszisagan kiviil az irany és
értelem azonossigét is jelenti. Ezért Bellavitis helyette mas jelet hasznal, s nem szél egyenléségrsl, hanem a jelzett
vonatkozast aeuipollentianak hivja.

Két egyenl6 hosszlisagi, egyez6 irdnyu és egyezd értelmid vonaldarabot, mint vectorokat akkor is egyenlSknek
tekinthetiink, ha azok nem esnek egyméas meghosszabbitasaba, hanem a térben tetszés szerint vannak elhelyezve.

Ebben az esetben AB = C'D egyuttal a parallelogramma ismeretes tulajdonsagait foglalja magéaban.

Ha egy feladatban tobb, a térben kiilonféleképpen elhelyezett vector szerepel, akkor azokat dnmagukkal parhuza-
mosan egy O kozos kezdSponthoz helyezhetjiik at. Ily esetekben a vectorokat a végpontjaikat jelzd betiikkel jelolhetjiik.
E szerint

CD=0A=A

A vector hosszusagat modulusnak vagy tensornak hivjuk.
Kozvetleniil vilagos, hogy a BA vector AB-vel nagysag és irany tekintetében megegyezik ugyan, de vele ellenkezs
értelmd. Az elmozdulasokra vald tekintettel AB + BA =0, s igy BA = —AB.
2. Miveletek. Egyez6 irdnyt vectorokkal az els§ négy alapmiiveletet, a szorzas némi megszoritasaval, a fennallo
szabalyok szerint végezhetjiik el.
Az 6sszeadasra és kivonésra vonatkozodlag:
AC = AB+ BC

AC — AB = BC

Innét az egész szaimmal valo szorzdsra egyszerten attérhetiink. Vectornak vectorral vald szorzasat illetéleg értelmezést
nem adunk. Az osztast illetSleg all a kovetkezs tétel: két parhuzamos vector ardnya egyenlé modulusaik ardnyaval; az
arany pozitiv, illetleg negativ, aszerint, amint a vectorok egyezd, illet6leg ellenkezd értelmiek.

Az Gsszes parhuzamos vectorokat egy valos szam és egy vector szorzataként dllithatjuk el§. Viszont m1-A, may-A ...
parhuzamos vectorokat jelentenek.

E szerint az A-t6l eltér6 iranya vectort mar nem lehet p - A alakjaban irnunk, hol p valés szdmot jelent, hanem
jelolésére mas bettt kell alkalmaznunk, pl. p - B-t.

Roviden: parhuzamos vectorok esetében az elsd négy alapmivelet algebrai szabdlyai érvényben maradnak.

Azt a vectort, melynek hossziséga egyenls a valasztott hosszusig-egységgel, egységuectornak hivjuk.



